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Τρόποι επίλυσης

• Μέθοδοι Άμεσης Επίλυσης του Ax=b

• Μέθοδοι Επαναληπτικής Επίλυσης του Ax=b

Μια αξιοσημείωτη κατηγορία μεθόδων:

• Μέθοδοι Παραγοντοποίησης (Factorization Methods)

• Μέθοδοι Προσεγγιστικής Παραγοντοποίησης (Approximate Factorization Methods)

A=LU  ή  A=LDU

Μέθοδοι για Ειδικής μορφής Μητρώα:

• Αλγόριθμος Thomas για Τριδιαγώνια Μητρώα

bx
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Απαλοιφή κατά Gauss (Gauss Elimination)

Μέθοδος Άμεσης Επίλυσης του Ax=b
Ο Μηχανικός χρησιμοποιεί τις μεθόδους άμεσης επίλυσης μόνο για πολύ μικρά
συστήματα. Είναι αργές και, συχνά, δεν διαθέτει αποθηκευμένο το τετραγωνικό μητρώο
αλλά δημιουργεί κάθε γραμμή του όταν την χρειάζεται.
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Απαλοιφή κατά Gauss (Gauss Elimination)
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Απαλοιφή κατά Gauss (Gauss Elimination)

• Οδηγεί πάντα σε λύση αν

• Διαρκής χρήση του ίδιου μητρώου αποθήκευσης

• Προφανώς, το αρχικό μητρώο «καταστρέφεται»

• Αριθμός πράξεων                 (τι χρεώνουμε;)

• Πρακτικά ανεφάρμοστο σε μεγάλα μητρώα και μεγάλης κλίμακας μηχανολογικές 
εφαρμογές.

0)Adet( 
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Απαλοιφή κατά Gauss – Μέτρημα Πράξεων για πρόβλημα (nxn)
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Αριστερό Μέλος:

Πλήθος πράξεων ανάλογο του κύβου 
του πλήθους των εξισώσεων
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Απαλοιφή κατά Gauss – Μέτρημα Πράξεων για πρόβλημα (nxn)

Δεξιό Μέλος:
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Πλήθος πράξεων ανάλογο του 
τετραγώνου του πλήθους των 

εξισώσεων
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Απαλοιφή κατά Gauss – Μέτρημα Πράξεων για πρόβλημα (nxn)

Συνολικά:
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Πολύ ακριβή μέθοδος για μεγάλα n  !!!

Συνολικό πλήθος πράξεων ανάλογο 
του κύβου του πλήθους των 

εξισώσεων
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Απαλοιφή κατά Gauss με Οδήγηση (Pivoting)
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Λύση: Αναδιάταξη Γραμμών
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Απαλοιφή κατά Gauss με Οδήγηση (Pivoting)

Pivoting με το 
max(|...|) στοιχείο 

κάθε στήλης
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Απαλοιφή κατά Gauss με Οδήγηση (Pivoting)
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Pivoting με το 
max(|...|) στοιχείο 

κάθε στήλης



Parallel CFD & Optimization Unit, School of Mechanical Engineering, NTUA (PCOpt/NTUA)

K.C. Giannakoglou, Professor NTUA, kgianna@mail.ntua.gr 12

Μέθοδος Gauss-Jordan (Εύρεση και του Αντίστροφου Μητρώου) 
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Μέθοδος Gauss-Jordan (Εύρεση και του Αντίστροφου Μητρώου) 
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Κανονικοποίηση (Scaling), έστω σε ΗΥ που κρατά 4 ΣΨ
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Κανονικοποίηση (Scaling), έστω σε ΗΥ που κρατά 4 ΣΨ

(B) Pivoting με το Μεγαλύτερο Στοιχείο (αλλαγή σειράς πράξεων)
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Κατάσταση Γραμμικών Συστημάτων
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Υπόθεση εργασίας: ο ΗΥ
κρατά 3 ΣΨ (ο δικός σας ΗΥ
δεν κρατά μόνο 3 ΣΨ αλλά 

αναλογικά ισχύουν τα 
συμπεράσματα!
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Κατάσταση Γραμμικών Συστημάτων
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Μια μικρή αλλαγή στις τιμές του δεξιού μέλους προκαλεί 
τεράστια αλλαγή στη λύση!!!!

Σύστημα/Μητρώο Κακής Κατάστασης
(Ill-Conditioned Matrix)
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Κατάσταση Γραμμικών Συστημάτων
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Παρατηρήστε ότι det(A)=10-6

Μήπως αυτή είναι η αιτία????
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Αριθμοί Κατάστασης (Condition Numbers) Γραμμικών Συστημάτων

Αριθμός Κατάστασης του Hadamard

n21
H r...rr

)Adet(
)A(K  



n

1k

2
iki ar

(Άθροισμα τετραγώνων στοιχείων γραμμής)

Το μητρώο Α είναι σε κακή κατάσταση (ill-conditioned) αν ΚΗ(Α)<<1

Εδώ:   ΚΗ(Α)~10-6
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Αριθμοί Κατάστασης (Condition Numbers) Γραμμικών Συστημάτων

Αριθμός Κατάστασης

1AA)A(cond 

Το μητρώο Α είναι σε κακή κατάσταση (ill-conditioned) αν cond(A)>>

Σχόλιο: Υπολογίζω τον αντίστροφο!!!! Κόστος????
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Αριθμοί Κατάστασης (Condition Numbers) Γραμμικών Συστημάτων
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Το μητρώο Α είναι σε κακή κατάσταση (ill-conditioned) αν μ(A)>>

Εδώ:   μ(Α)~2.1x106

Σχόλιο: Επιλύω το ιδιοπρόβλημα (=βρίσκω ιδιοτιμές & 
ιδιοδιανύσματα) !!!! Κόστος????

Φασματικός Αριθμός Κατάστασης (Spectral Condition Number)
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Επαναληπτικές Μέθοδοι Επίλυσης του Ax=b

inn,i1n1n,i22,i11,i bxaxa...xaxa  

H i-ιοστή εξίσωση του συστήματος:

nnn,n1n1n,n22,n11,n

2nn,21n1n,222,211,2

1nn,11n1n,122,111,1

bxaxa...xaxa
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bxaxa...xaxa

bxaxa...xaxa
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Επαναληπτικές Μέθοδοι Επίλυσης του Ax=b
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Χρήση Χαλάρωσης (Relaxation)
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Υπο-χαλάρωση (Under-relaxation)
Υπερ-χαλάρωση (Over-relaxation)

Πότε και γιατί;;;;
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Τριδιαγώνια Μητρώα - Αλγόριθμος Thomas

Μια εμπρός αντικατάσταση (front substitution)  απαλοιφή των bi
Μια πίσω αντικατάσταση (back substitution)  απαλοιφή των (νέων) ai
Αλλάζουν και τα δεξιά μέλη
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Τριδιαγώνια Μητρώα - Αλγόριθμος Thomas - Παράδειγμα

 Τριδιαγώνιο Σύστημα Εξισώσεων
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Τριδιαγώνια Μητρώα - Αλγόριθμος Thomas - Παράδειγμα

 Διδιαγώνιο Σύστημα Εξισώσεων 
(αν διαφορετικός ορισμός xi)
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Παράδειγμα σε παραλλαγή



Parallel CFD & Optimization Unit, School of Mechanical Engineering, NTUA (PCOpt/NTUA)

K.C. Giannakoglou, Professor NTUA, kgianna@mail.ntua.gr 29

Δέλτα Διατύπωση - Delta Formulation

Numerics Physics (RHS)

Το Α’ αποφασίζεται από μας ως μια εύκολα αντιστρέψιμη παραλλαγή του μητρώου Α.
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Δέλτα Διατύπωση - Delta Formulation (για Μη-Γραμμικό Σύστημα)

Η ίδια ακριβώς ιδέα για μη-γραμμικά 
συστήματα.
Α=Ιακωβιανή (ή μια προσέγγισή της)
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Παραγοντοποίηση - Factorization

• Μέθοδοι Παραγοντοποίησης (Factorization Methods)

• Μέθοδοι Προσεγγιστικής Παραγοντοποίησης (Approximate Factorization Methods)

A=LU  ή  A=LDU
L = άνω τριγωνικό μητρώο
U = κάτω τριγωνικό μητρώο
D = διαγώνιο μητρώο
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Παραγοντοποίηση - Factorization

Crout

Doolittle 
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Αλγόριθμος Doolittle
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Παραγοντοποίηση – Μέθοδος Crout
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Παραγοντοποίηση – Εναλλακτική Γραφή

Α=LDU, όπου:

L = κάτω τριγωνικός με μοναδιαίο διαγώνιο στοιχείο

U = πάνω τριγωνικός με μοναδιαίο διαγώνιο στοιχείο

D = διαγώνιο μητρώο

Βήματα επίλυσης:



Parallel CFD & Optimization Unit, School of Mechanical Engineering, NTUA (PCOpt/NTUA)

K.C. Giannakoglou, Professor NTUA, kgianna@mail.ntua.gr 36

Μέθοδος Cholesky

Για Συμμετρικά Μητρώα:
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Μέθοδος Cholesky

Για Συμμετρικά Μητρώα:
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Μέθοδος Cholesky

Υπενθύμιση: Ο αντίστροφος κάτω τριγωνικού μητρώου είναι και πάλι ένα κάτω 
τριγωνικό μητρώο.
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Μέθοδος Cholesky – Αριθμητική Εφαρμογή
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Προσεγγιστική Παραγοντοποίηση – Γιατί;;;

Επαναληπτικός 
Αλγόριθμος


