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Παραμετρική Περιγραφή Καμπύλης

Ν+1 σημεία/κόμβοι (xi,yi)

ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΗ ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ:
Αντί της y=y(x), η καμπύλη περιγράφεται ως 

x=x(u) και y=y(u), όπου u παράμετρος.
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( ) y y( ), ρ μ ρ ς
Ένας πιθανός τρόπος…



Κυβικές Splines (Cubic Splines)

Η ιδέα:  τα d2x/du2, d2y/du2 να είναι γραμμικά σε κάθε διάστημα. Γιατί:::

Ολοκλήρωση για να προκύψουν τα gx(u), gy(u):
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( όμοια για τα gy(u) …)



Κυβικές Splines (Cubic Splines)

Υπολογισμός σταθερών ολοκλήρωσης:

u=0 u=1
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Κυβικές Splines (Cubic Splines)

Εύρεση των (Ν+1) συντελεστών Μi 

(όμοια των Qi) απαιτώντας συνέχεια(όμοια των Qi), απαιτώντας συνέχεια 
πρώτης παραγώγου (ποιάς;;;) στους 
κόμβους:

Πόσες συνθήκες γράψαμε για τους συντελεστές Μi (ή, όμοια, τους Qi); 

Πόσους αγνώστους Μi (ή Qi) πρέπει να υπολογίσω; 
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Τι μένει;



Κυβικές Splines (Cubic Splines)

Ελευθερία να κλείσει το σύστημα με 2 «αυθαίρετες» συνθήκες: 
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Κυβικές Splines (Cubic Splines)

Τελικό σύστημα (Ν+1)x(N+1) για τον υπολογισμό των Mi (όμοια για Qi): 

(1) Ορίσετε τα στοιχεία [γ, h], σύμφωνα με την προηγούμενη επιλογή σας.

(2) Πότε το δεξί μέλος γίνεται το μηδενικό διάνυσμα στήλης;

(3) Υπολογισμός ή χρήση του dy/dx;
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ΑΣΚΗΣΗ - Κυβικές Splines (Cubic Splines)

Παρεμβάλετε με κυβικές splines τα εξής 4 σημεία:

Χρησιμοποιήστε φυσικές κυβικές splines.

Σκεφθείτε:

(1) Πώς θα σχεδιάζατε την καμπύλη παρεμβολής (δηλ. την προκύπτουσα καμπύλη ( ) χ η μ η ρ μβ ή ( η η ρ μ η
κυβικών splines) δημιουργώντας 100 σημεία επ’ αυτής;

(2) Πως θα κάνατε το ίδιο δημιουργώντας 100 σημεία που ισαπέχουν κατά x;

(3) Να συγκρίνετε γραφικά το αποτέλεσμά σας με ένα ημικύκλιο που θα μπορούσε 
να ήταν η συνάρτηση που έδωσε τα παραπάνω 4 σημεία.
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Κυβικές b-Splines (Cubic b-Splines)

ΙΣΩΣ Ο ΠΙΟ ΣΥΝΗΘΙΣΜΕΝΟΣ ΤΡΟΠΟΣ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ ΓΙΑ 
ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΕΣ-ΒΙΟΜΗΧΑΝΙΚΕΣ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ.
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Κυβικές b-Splines (Cubic b-Splines)

Το πρόβλημα: Ν+1 σημεία/κόμβοι (xi,yi) να παρεμβληθούν με κυβικές b-splines

ΠΑΡΑΜ ΤΡΙΚΗΠ ΡΙΓΡΑΦΗ ( άλ !!!)ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΗ ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ (και πάλι!!!):
Αντί της y=y(x), η καμπύλη περιγράφεται ως x=x(u) και y=y(u), όπου u παράμετρος.

Η (νέα) ιδέα:  δουλεύουμε με τετράδες διαστημάτων=πεντάδες διαδοχικών κόμβων:

( όμοια για τα g (u) )
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( όμοια για τα gy(u) …)



Κυβικές b-Splines (Cubic b-Splines)

Ορισμοί: Το δομικό στοιχείο και η τοπική αρίθμηση της παραμέτρου u (κάθε φορά 
με αφετηρία (u=0) στον υπόψη κόμβο)

«Είμαι» στον κόμβο (i): 
εκεί, τότε u=0
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Κυβικές b-Splines (Cubic b-Splines)

Βασική Ιδιότητα:

Σε κάθε σημείο του παραμετρικού χώρου u, 4 καμπύλες 
θ έ ΜΗ ΜΗΔΕΝΙΚΕΣ έθα συνεισφέρουν ΜΗ-ΜΗΔΕΝΙΚΕΣ τιμές, με 
μοναδιαίο άθροισμα.

(εξαίρεση: τομή σε ακέραιο u)
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(εξαίρεση: τομή σε ακέραιο u)



Κυβικές b-Splines (Cubic b-Splines)

Μετατροπή σε ενιαία αρίθμηση v (αντί της τοπικής u): υιοθετώντας αντιστοίχιση κάθε 
δοσμένου σημείου (από τα Ν+1) με μια ακέραια τιμή του u (πρώτος κόμβος v=0, 
λ ί N)τελευταίος v=N)
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Κυβικές b-Splines (Cubic b-Splines)

(ή, ακόμη καλύτερα!!) Μετατροπή σε ΝΕΑ ενιαία αρίθμηση v : υιοθετώντας 
αντιστοίχιση κάθε δοσμένου σημείου (από τα Ν+1) με μια ακέραια τιμή του u 
( ώ ό β 0 λ ί 1)(πρώτος κόμβος v=0, τελευταίος v=1)

ΠΡΙΝ:

ΤΩΡΑ:ΤΩΡΑ:

Συνήθως υιοθετείται αυτό!!
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ή



Κυβικές b-Splines (Cubic b-Splines)

ΠΡΟΣΟΧΗ !!!!!  (η ιδιαιτερότητα των b-splines):

Για να παρεμβάλουμε τα (Ν+1) σημεία που μας δόθηκανρ μβ μ ( ) ημ μ ς η

υιοθετώ/αναγκάζομαι να υπολογίσω (Ν+3) σημεία (σημεία ελέγχου, control points)

ώστε το διάνυσμα θέσης της καμπύλης παρεμβολής, τελικά, να δίνεται από μια σχέση 
της μορφής:της μορφής:

(x(v),y(v))

(Xi,Yi)

(x(v),y(v))
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Κυβικές b-Splines (Cubic b-Splines)

Υπολογισμός των (Ν+3) το πλήθος Xi και των (Ν+3) το πλήθος Yi:

(Ν+1) προφανείς συνθήκες παρεμβολής για τα (Ν+1) δοσμένα σημεία:( ) ρ φ ς ή ς ρ μβ ής γ ( ) μ ημ
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Λείπουν 2+2 συνθήκες!



Κυβικές b-Splines (Cubic b-Splines)

Συν δύο οριακές συνθήκες:
Παράγωγος στο (x0,y0) [ομοίως για το (xN,yN)] ως προς v:

όπου

Προσέξτε στις ακέραιες τιμές του u:
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Κάντε μόνοι σας την αντίστοιχη παραγώγιση ως προς v (αντί u)….



Κυβικές b-Splines (Cubic b-Splines)

…συνέχεια:

Προσέξτε ότι η παράγωγος στο v=0 επηρεάζεται από δύο καμπύλες μόνο!
Άρα, έστω ότι είτε δίνεται είτε αναγκαστικά υποτίθεται ότι:

Γράψτε το αντίστοιχο 
για v=1
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για v 1 ….



Κυβικές b-Splines (Cubic b-Splines)

Μάζεμα των εξισώσεων σε μητρωική γραφή::

… και ένα αντίστοιχο σύστημα για τα Yi
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… και ένα αντίστοιχο σύστημα για τα Yi



ΑΣΚΗΣΗ - Κυβικές b-Splines (Cubic b-Splines)

Παρεμβάλετε με κυβικές b-splines τα εξής 5 σημεία:

(β) ‘Έστω ότι παρεμβάλλονται 500 σημεία (σε ισαπέχουσες τιμές της 
παραμέτρου v). Βρείτε τις συντεταγμένες του 300ου σημείου παρεμβολής. 

… Η συνέχεια στον πίνακα….
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ΑΣΚΗΣΗ - Κυβικές b-Splines (Cubic b-Splines)
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