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Περίηψη

Σκοπός της παρούσας διπματικής ερασίας είναι η εφαρμοή της συνεούς συ-
ζυούς μεόδου (continuous adjoint method) ια τον ενερητικό έεο (active
flow control) περιοδικής, στρτής ροής ασυμπίεστου ρευστού ύρ από κύινδρο,
με στόο την εαιστοποίηση τν δυνάμεν που ασκούνται σε αυτόν, εξαιτίας της
εμφάνισης τν στροίν von Karman.

Οι συζυείς μέοδοι ρησιμοποιούνται ια την εύρεση της κίσης της αντικειμενι-
κής συνάρτησης, όπου η τεευταία εκφράζει τη ρονικά μέση τιμή του τετραώνου
τν δυνάμεν, ς προς τις μεταητές σεδιασμού. Ο ενερητικός έεος της ροής
επιτυάνεται με δέσμες έυσης ή αναρρόφησης ρευστού (jets), οι οποίες τοποε-
τούνται σε ισαπέουσες έσεις σε όη την περιφέρεια του κυίνδρου. Οι παράμετροι
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της ταύτητας κάε δέσμης, δηαδή το πάτος ταάντσης, η φάση και η συνό-
τητα, αποτεούν και τις μεταητές σεδιασμού του προήματος ετιστοποίησης.
Οι συνεείς συζυείς εξισώσεις, οι οριακές συνήκες και οι παράοι ευαισησίας
προκύπτουν από την παραώιση της συνάρτησης κόστους επαυξημένης με το -
ρικό, σε όο το πεδίο, και το ρονικό, σε μια περίοδο του φαινομένου, οοκήρμα
του ινομένου τν εξισώσεν κατάστασης (Navier-Stokes) και τν συζυών μετα-
ητών. Οι συζυείς εξισώσεις διακριτοποιούνται και επιύονται με τις αντίστοιες
οριακές συνήκες και έτσι προκύπτει το πεδίο τν συζυών μεταητών. Έπειτα
υποοίζεται η παράος ευαισησίας ια κάε μεταητή σεδιασμού, με άση
την οποία αυτή ανανεώνεται, σύμφνα με τη μέοδο της απότομης καόδου.

Στην ερασία αυτή, ρησιμοποιούνται δύο συναρτήσεις κόστους, που αφορούν στη
μέση τιμή, σε εύρος μιας περιόδου του φαινομένου, του τετραώνου κάε δύναμης,
της άνσης ή της οπισέκουσας κατά περίπτση. Για κάε συνάρτηση κόστους με-
ετώνται δύο περιπτώσεις συνδιασμών μεταητών σεδιασμού, όπου στην πρώτη
μεταάονται τα πάτη ταάντσης και στη δεύτερη τα πάτη ταάντσης και οι
φάσεις τν δεσμών ρευστού. Με το πέρας τν κύκν ετιστοποίησης εξάονται
συμπεράσματα ια την επίδραση που έει το πάτος ταάντσης και η φάση κάε
δέσμης στο έτιστο έεο της ροής.

Κατά τη διατύπση της συνεούς συζυούς μεόδου εμφανίζονται όροι οι οποίοι
εξαρτώνται της ρονικής στιμής αφετηρίας υποοισμού του ρονικού οοκηρώ-
ματος της αντικειμενικής συνάρτησης, κάτι που οφείεται στο ότι με την επίδραση
τν δεσμών ρευστού η περίοδος του φαινομένου ταυτίζεται με την περίοδο τν jets
που αποτεεί μεταητή σεδιασμού. Έτσι, οιπόν, εξετάζεται η εξάρτηση που έει
η παράος ευαισησίας ς προς τη συνότητα, μέσ της εφαρμοής της συνεούς
συζυούς μεόδου σε μονοδιάστατο πρόημα υποετικής περιοδικής ροής με ανα-
υτική ύση, όπου η περίοδός της αποτεεί και αυτή μεταητή σεδιασμού. Aπό
αυτήν την ανάυση προκύπτουν συμπεράσματα ια τη συμπεριφορά της παραώου
ευαισησίας ς προς τη συνότητα ια περιπτώσεις περιοδικών ροών, που η περίοδος
αποτεεί μεταητή σεδιασμού.
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Abstract

This diploma thesis aims at the adaptation and use of continuous adjoint methods
for the active flow control of a periodic, laminar and incompressible flow around
a cylinder. The purpose of flow control is the minimization of the forces that act
on the cylinder, caused by the induced vortices, also known as, the von Karman
vortices.

The adjoint method is used to compute the derivatives of the objective function
which, in this case, is the mean square of the forces acting on the cylinder, with
respect to the design variables. Active flow control is implemented via pulsating
jets, which are equidistributed across the whole surface of the cylinder. The jet
velocity parameters, which are the amplitude, phase and frequency, constitute the
design variables. The continuous adjoint equations, the corresponding boundary
conditions and the sensitivity derivatives are derived with the use of the objective
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function, augmented with the field and time integral of the product of the state
equations (Navier-Stokes) with the time-dependent adjoint variables, during a
period of the phenomenon. The adjoint equations are discretized and solved together
with the corresponding boundary conditions to determine the field of the adjoint
variables and, through them, the sensitivity derivatives of the problem. Then, the
value of each design variable is updated with the use of its sensitivity derivative,
accordingly to the steepest decent method.

The objective functions used in this diploma thesis are the mean square of lift or
drag acting on the cylinder, during a period of the phenomenon. For each force
and, thus, objective function, two cases are studied. In the first one, only the
amplitude of each jet is free to change while, in the second case, both amplitude
and phase of each jet are considered as design variables. After the completion of
the optimization cycles, conclusions can be drawn about the effect that amplitude
and phase of each jet have in the optimal flow control.

When the jets act on the cylinder, the period of the phenomenon becomes equal
to the period of the jets. In the continuous adjoint formulation, this leads to
the derivation of terms that depend on the limits of the time integral of the
objective function. This dependency is studied by virtue of the adaptation of
the continuous adjoint method to a hypothetical, one-dimensional periodic flow
problem, where the period is also a design variable. Useful conclusions are drawn
about the behaviour of the sensitivity derivative with respect to the period.
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Κεφάαιο 1

Εισαή

1.1 Το φαινόμενο της έκυσης στροίν von
Karman

Στη δυναμική τν ρευστών, η έκυση στρόιν von Karman αναφέρεται στο
φαινόμενο της περιοδικής αποκόησης εναασσόμενν στροίν ύρ από μη-
αεροδυναμικά σώματα, τα οποία ρίσκονται εν μέσ μιας ροής, δημιουρώντας έτσι
έναν μη-μόνιμο, περιοδικό ομόρρου. Κατά συνέπεια, εμφανίζονται τααντώμενες δυ-
νάμεις που ασκούνται στο σώμα.

Οι στρόιοι αυτοί έουν αντίετη ένταση, δηαδή ίσο μέτρο και αντίετη φορά πε-
ριστροφής, και σηματίζουν ένα συκεκριμένο εμετρικό μοτίο που είναι εμφανές
και σε μεάη απόσταση από το σώμα, καώς δεν αναμεινύονται με την εξτερική
ροή και ’καταστρέφονται’ από τη συνεκτικότητα πού αρότερα.

Σήμα 1.1: Στρόβιλοι von Karman που σχηματίζονται γύρω από κύλινδρο[21].
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Έπειτα από πειράματα [24], παρατηρήηκε πς η έκυση στροίν εξαρτάται από τον
αριμό Reynolds, και μάιστα εμφανίζεται σε ένα συκεκριμένο εύρος τιμών του. Η
μορφή του πεδίου της ροής ύρ από κύινδρο ια διάφορους αριμούς Reynolds,
παρουσιάζεται στο σήμα 1.2. Για αμηούς αριμούς Re (1.2αʹ), η ροή εμφανίζει
συμμετρία πάν και κάτ από τον κύινδρο. Αυξάνοντας τον αριμό Re η συμμετρία
αυτή άνεται, ενώ η ροή κατάντι του κυίνδρου διαταρράσσεται περισσότερο (1.2ʹ).
Για αριμό Re = 4 εμφανίζεται επανακυκοφορία της ροής στον ομόρρου, η οποία
αυξάνεται με την αύξηση του Re, δημιουρώντας σε αυτόν τααντώσεις (1.2ʹ). Οι
τααντώσεις αυτές, ια Re = 40 (1.2δʹ) είναι αρκετά ισυρές ώστε ο ένας από τους
δύο στροίους να αποκοηεί από τον κύινδρο. Ο δεύτερος στρόιος αποκο-
άται με τη σειρά του όταν ο πρώτος σηματίζεται ξανά. Η έκυση αυτή ίνεται με
σταερή συνότητα η οποία εξαρτάται μόνο από τον αριμό Re, και εκφράζεται μέσ
του αδιάστατου αριμού Strouhal

Str =
fL

V
(1.1.1)

οπου f είναι η συνότητα ταάντσης, L το μήκος αδιαστατοποίησης (στην περί-
πτση του κύινδρου είναι η διάμετρος του) και V η ταύτητα της της αδιατάραης
ροής. Τα πειραματικά αποτεέσματα που σετίζουν τον αριμό Str με τον αριμό Re
παρουσιάζονται στο σήμα 1.3. Τέος, ια αριμούς Re > 400 οι στρόιοι αυτοί
εξαφανίζονται, ό της δημιουρίας της τύρης.

1.2 Έεος της έκυσης στροίν von Karman
Το φαινόμενο της έκυσης στροίν, εμφανίζεται στη φύση σε ποές περιπτώσεις,
όπς στη ροή του αέρα ύρ από νησιά, που μπορεί να οπτικοποιηεί με τη οήεια
τν σηματισμών που έουν τα σύννεφα, και ακόμα και στον πτερυισμό ποών
εντόμν, που έουν αναπτύξει μηανισμούς ώστε να εκμεταεύονται την ενέρεια
τν δημιουρούμενν στροίν. Δυστυώς όμς, η έκυση στροίν δεν έει
πάντα όμορφα ή επιυμητά αποτεέσματα, καώς μπορεί να είναι υπεύυνη ια την
κατάρρευση ποών κατασκευών, από περισκόπια υπορυίν ές ουρανοξύστες,
όταν αυτές οδηούνται σε αστάεια, εξαιτίας της ταύτισης της συνότητας της ταά-
ντσης τν δυνάμεν που ασκούνται με τις ιδιοσυνότητες τν κατασκευών. Έτσι
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(αʹ) Re << 1 (ʹ) Re < 4

(ʹ) 4 < Re < 40 (δʹ) 40 < Re < 400

Σήμα 1.2: Ροή γύρω από κύλινδρο για διάφορους αριθμούς Reynolds[23].

Σήμα 1.3: Πειραματικά δεδομένα που σχετίζουν τον αριθμό Re με τον αριθμό Str[24].

οιπόν, καείται εδώ ο μηανικός να μεετήσει και να ’εέξει’ τέτοια φαινόμενα,
ώστε να αποφευούν τα δυσάρεστα, όπς ήταν η κατάρρευση τριών πύρν ψύξης
το 1965 στο εροστάσιο παραής ενέρειας Ferrybridge, εξαιτίας της ταάντσης
που δημιουρήηκε από ισυρούς ανέμους.



4 1. Εισαή

Σήμα 1.4: Φωτογραφίες από δορυφόρο, που δείχνουν το σχηματισμό στρόβιλων von
Karman γύρω από νησιά[21].

1.2.1 Παητικός Έεος
Για την αποφυή της ταανττικής συμπεριφοράς κυινδρικών σμάτν, έει μεε-
τηεί η τοποέτηση ενός οριζόντιου πτερυίου, μεαύτερου μήκους από τη διάμε-
τρο του κυίνδρου, κατάντι της ροής. Με αυτόν τον τρόπο οι δύο στρόιοι που
δημιουρούνται δεν μπορούν να αηεπιδράσουν και, κατά συνέπεια, παραμένουν
προσκοημένοι στο σώμα.

Για μεαύτερες κατασκευές και όπου η κατεύυνση της ροής δεν είναι σταερή,
ρησιμοποιούνται εικοειδή πτερύια, που δημιουρούν ασυμμετρία στη ροή, αποτρέ-
ποντας έτσι την εναασσόμενη έκυση στροίν [25]. Αυτή η μέοδος έει ρησι-
μοποιηεί σε ψηούς πύρους και σε κεραίες αυτοκινήτν. Ακόμα, σε ψηά κτίρια,
ρησιμοποιείται και η μετααόμενη κα’υψος διάμετρος, έτσι ώστε να αποφευεί η
ταυτόρονη ταάντση όης της κατασκευής.
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Σήμα 1.5: Παθητικός έλεγχος των στροβίλων von Karman, με οριζόντιο και ελικοειδές
πτερύγιο.[22].

1.2.2 Ενερητικός Έεος
Ο ενερητικός έεος προϋποέτει πρόσδοση ενέρειας στη ροή μέσ κάποιου επε-
νερητή. Σε αυτήν την περίπτση, ο ενερητικός έεος επιτυάνεται με δέσμες
περιοδικής έυσης ή αναρρόφησης ρευστού. Με αυτόν τον τρόπο προσδίδεται ενέρ-
εια στο οριακό στρώμα ανανεώνοντάς το και αποτρέποντας την αποκόηση τν
στροίν. Προφανώς κάτι τέτοιο δεν είναι εφικτό να εφαρμοσεί σε μεάες κα-
τασκευές, ό προημάτν στην υοποίηση και ό της μεάης ποσότητας
ενέρειας που απαιτείται. Παρόα αυτά, η μεέτη σε αυτόν τον τομέα μπορεί να φέρει
ρήσιμα αποτεέσματα ια το ενικότερο πεδίο του εέου ροής, ια τις περιπτώ-
σεις που αυτή είναι μη-μόνιμη.

Στην παρούσα διπματική ερασία α μεετηεί ο έεος της ροής και της έκυ-
σης στροίν von Karman ύρ από έναν κύινδρο, με δέσμες ρευστού και α
αναζητηεί η έτιστη τιμή τν παραμέτρν της ταύτητας κάε δέσμης, οι οποίες
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είναι το πάτος, η φάση και η περίοδος.

1.3 Η ανάπτυξη τν συζυών μεόδν στηΜΠΥΡ&Β
Οι συζυείς διατυπώσεις[1] είναι μαηματικά-υποοιστικά εραεία υποοισμού της
κίσης μιας αντικειμενικής συνάρτησης, εξασφαίζοντας ταυτόρονα την ικανοποί-
ηση τν ασικών εξισώσεν του προήματος (εξισώσεις κατάστασης), που στην
περίπτση που μεετά η παρούσα διπματική ερασία είναι οι εξισώσεις Navier-
Stokes.

Οι συζυείς μέοδοι ρίζονται στη συνεή και στη διακριτή συζυή μέοδο. Η ειδο-
ποιός διαφορά της διακριτής συζυούς μεόδου είναι ότι η αντικειμενική συνάρτηση
και οι εξισώσεις του προήματος πρώτα διακριτοποιούνται και ραμμικοποιούνται
και στη συνέεια παράεται η, προς επίυση, συζυής εξίσση. Αντίετα, η συνεής
συζυής μέοδος ασίζεται στην επαυξημένη αντικειμενική συνάρτηση Faug, η οποία
συντίεται από την αναυτική έκφραση της αντικειμενικής συνάρτησης και από το
οοκήρμα σε όο το ρίο και στο ρόνο (στην περίπτση τν μη-μόνιμν προ-
ημάτν) τν εξισώσεν κατάστασης ποαπασιασμένν με τη συνάρτηση τν
συζυών μεταητών. Στη συνέεια, εντοπίζονται οι ποσότητες που πρέπει να μηδε-
νισούν και αυτό παράει τις συζυείς εξισώσεις και τις οριακές τους συνήκες.

Τα τεευταία ρόνια, η ανάπτυξη συζυών μεόδν ια τον υποοισμό πρώτης και
μεαύτερης τάξης παραών αντικειμενικών συναρτήσεν που ρησιμοποιούνται
στην αεροδυναμική ειστοποίηση, έει αποτεέσει μια από τις κύριες δραστηριότη-
τες της Μονάδας Παράηης Υποοιστικής Ρευστομηανικής & Βετιστοποίησης
του Εραστηρίου Θερμικών Στροιομηανών (ΜΠΥΡ&Β/ΕΘΣ).

Στις ερασίες [3], [4] και [5] η συνεής συζυής διατύπση οδήησε σε εκφράσεις
παραών εεύερες από οοκηρώματα σε όο το πεδίο ροής, ακόμα και αν η
συνάρτηση κόστους είναι πεδιακό οοκήρμα, κάτι ιδιαίτερα συμφέρον, καώς ο
υποοισμός και η ρήση πεδιακών οοκηρμάτν έει ς συνέπεια αυξημένο υπο-
οιστικό κόστος και μειμένη ακρίεια της παραώου. Ακόμα, στην ερασία [5]
παρουσιάζεται μια αυστηρή μαηματική διατύπση, ια δομημένα και μη πέματα,
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που ερείται ενίκευση προηούμενης ερασίας που αφορούσε μόνο σε δομημένα
πέματα.

Στην ερασία [6] η συνεής συζυής μέοδος εφαρμόσηκε σε εξισώσεις τύρης
(Spalart-Allmaras) παρακάμπτοντας την πού συνή υπόεση της ’παμένης’ τυρ-
ώδους συνεκτικότητας, όπου αμεούνται οι μεταοές της τυρώδους συνεκτικό-
τητας. Αποδείηκε μάιστα πς η μη-επίυση του συζυούς προήματος ια τις
εξισώσεις της τύρης, όι μόνο μπορεί να οδηήσει σε ανακριείς παραώους, αά
ακόμα ειρότερα και σε παραώους με ανασμένο πρόσημο, που προφανώς μπορεί
να επηρεάσει τη σύκιση του αορίμου ετιστοποίησης.

Στο πεδίο του έτιστου εέου ροής, οι ερασίες [7] και [8] πρότειναν τη ρήση
της συνεούς συζυούς μεόδου ς ένα εραείο αμηού κόστους ια την εξαή
πηροφοριών σετικά με τη έτιστη τοποέτηση μόνιμν δεσμών ρευστού, αναρ-
ρόφησης ή έυσης, που ρησιμοποιούνται ια την αποτροπή της αποκόησης της
ροής. Η παρούσα διπματική ερασία αποτεεί επέκταση τν ερασιών αυτών σε
μη-μόνιμες ροές.

Στην ερασία [10] εφαρμόζεται η συνεής συζυής μέοδος ια μη-μόνιμες ροές
στον έεο της ροής και στη ετιστοποίηση τοποοίας. Στο πεδίο του ρόνου
ρησιμοποιούνται συνήεις τενικές check-pointing ια τη μείση τν απαιτήσεν σε
ρητικότητα. Επιπρόσετα, στο πεδίο τν συνοτήτν ρίσκεται σε εξέικη έρευνα
που εστιάζει στη μέοδο της αρμονικής ισορροπίας και στην εφαρμοή της συνεούς
συζυούς μεόδου σε αυτή.
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Κεφάαιο 2

Η συνεής συζυής μέοδος ια μη-μόνιμες,
ασυμπίεστες, στρτές ροές
Όπς έει ίνει ήδη αντιηπτό από το κεφάαιο 1, οι συζυείς μέοδοι είναι ιδιαί-
τερα σημαντικές ια τις αιτιοκρατικές μεόδους ετιστοποίησης ασισμένες στην
κίση της αντικειμενικής συνάρτησης (gradient-based optimization methods), κα-
ώς η κίση της αντικειμενικής συνάρτησης είναι αυτή που α οδηήσει στη ύση
που εξασφαίζει την εάιστη τιμή αυτής. Στην παρούσα διπματική ερασία, εφαρ-
μόζεται η μέοδος της απότομης καόδου, κατά την οποία οι τιμές τν μεταητών
σεδιασμού σε κάε κύκο ετιστοποίησης ανανεώνονται με άση την παράο
της αντικειμενικής συνάρτησης και, πιο συκεκριμένα, από τη σέση [1]

bnewi = boldi − ηi
δF

δbi

όπου με bi συμοίζονται οι μεταητές σεδιασμού και με δF
δbi
η παράος ευαιση-

σίας της συνάρτησης κόστους ς προς τη μεταητή bi, η οποία υποοίζεται με τη
συνεή συζυή μέοδο. Ο συντεεστής ηi είναι μια κατάηα επιεμένη αμτή
ποσότητα που ρυμίζει το μήκος ήματος.

2.1 Εξισώσεις της ροής
Οι εξισώσεις που διέπουν τη μηανική του συνεούς, ασυμπίεστου Νευτώνιου ρευ-
στού και αφορούν στην περιραφή τν ροών που μεετώνται στην παρούσα διπ-
ματική ερασία είναι οι εξισώσεις Navier-Stokes, που διατυπώνονται ς εξής:
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Rp = −∂vi
∂xi

= 0 (2.1.1)

Rv
i =

∂vi
∂t

+ uj
∂vi
∂xj

+
∂p

∂xi

− ∂

∂xj

[
ν

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)]
= 0, i = 1, 2(3) (2.1.2)

όπου με vi συμοίζονται οι καρτεσιανές συνιστώσες της ταύτητας, p είναι η στα-
τική πίεση διαιρεμένη με την σταερή πυκνότητα ρ του ρευστού και ν η κινηματική
συνεκτικότητα, που είναι επίσης σταερή. Ως διάνυσμα μεταητών της ροής νοείται
το διάνυσμα U = [p, vi]

T

Οι οριακές συνήκες που ’κείνουν’ μαηματικά το πρόημα στα όρια του πεδίου
ροής, ια την περίπτση της εστερικής αεροδυναμικής, είναι:

(i) στην είσοδο του ρίου ροής ΓI :

• ταύτητα: συνήκη Dirichlet, που καορίζει την τιμή της ταύτητας της
ροής που εισέρεται στο ρίο.

• πίεση: μηδενική συνήκη Neumann.

(ii) στην έξοδο ρίου ροής ΓO:

• ταύτητα: μηδενική συνήκη Neumann.

• πίεση: μηδενική συνήκη Neumann.

(iii) στα στερεά τοιώματα του ρίου ροής Γw:

• ταύτητα: μηδενική συνήκη Dirichlet.

• πίεση: μηδενική συνήκη Neumann.

Προφανώς, στα στερεά τοιώματα, η μηδενική συνήκη Dirichlet αντικαίσταται με
την ταύτητα της εκεί δέσμης ρευστού (έυσης ή αναρρόφησης), αν υπάρει μια τέ-
τοια δέσμη στην συκεκριμένη έση. Στην παρούσα ερασία, η ταύτητα μιας δέσμης
k δίνεται από την σέση

vki = Ak
(
sin(2πfjets(t− tk0))− 1

)
ni, i = 1, 2(3) (2.1.3)
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όπου Ak είναι το πάτος και tk0 η φάση της ταύτητας της κάε δέσμης k, ενώ fjets είναι
η συνότητα, κοινή ια όες τις δέσμες. Θετικό πάτος Ak αφορά σε δέσμη έυσης,
ενώ αρνητικό πάτος Ak σε δέσμη αναρρόφησης. Η σέση 2.1.3 αντιστοιεί σε δέσμη
με κατεύυνση κάετη στο τοίμα.

2.2 Εισαή τν συζυών μεταητών
Το πρόημα του έτιστου έεου ροής με δέσμες ρευστού (jets), είναι, στην
ουσία, ένα πρόημα ετιστοποίησης αντίστροφου σεδιασμού [2], ς προς ένα προ-
καορισμένο κριτήριο, εκφρασμένο μαηματικά από μια συνάρτηση κόστους F =

F (U(b),b), και υοποιείται μέσ της εαιστοποίησης της συνάρτησης F στο ώρο
ύσεν τν μεταητών σεδιασμού b. Η συνάρτηση κόστους συναρτάται τν με-
ταητών της ροής U και τν μεταητών σεδιασμού b, οι οποίες ια την συκε-
κριμένη μεέτη είναι οι παράμετροι της ταύτητας της κάε δέσμης ρευστού, δηαδή

• το πάτος Ak της κάε δέσμης

• η φάση tk0 της κάε δέσμης

• η κοινή, ια όες τις δέσμες, συνότητα fjets

Η εξάρτηση της συνάρτησης κόστους από τις μεταητές σεδιασμού είναι διττή[2],
καώς η τιμή της εξαρτάται αφενός άμεσα από τις μεταητές σεδιασμού και αφετέ-
ρου έμμεσα μιας και κάε ααή στις μεταητές σεδιασμού οδηεί σε διαφορετικό
πεδίο ροής και, κατά συνέπεια, σε διαφορετική τιμή της συνάρτησης κόστους.

Αφετηρία ια τη διατύπση του συζυούς προήματος[1] αποτεεί ο ορισμός της
επαυξημένης συνάρτησης κόστους L. Αυτή δημιουρείται από την πρόσεση στη συ-
νάρτηση κόστους, του ρικού (σε όο το πεδίο ροής) και ρονικού (σε μία περίοδο
του φαινομένου) οοκηρώματος, τν εξισώσεν της ροής ποαπασιασμένν με
τα πεδία τν ποαπασιαστών Lagrange. Οι τεευταίοι ταυτίζονται με τις εόμενες
συζυείς μεταητές (adjoint ή co-state variables) και εκ τν πραμάτν μεταά-
ονται ρικά αά και ρονικά. Σύμφνα με τα παραπάν, η επαυξημένη συνάρτηση
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κόστους ορίζεται ς:

L = F +

∫
T

∫
Ω

uiR
v
i dΩdt+

∫
T

∫
Ω

qRpdΩdt (2.2.1)

όπου ui είναι η συζυής ταύτητα της vi και q η συζυής πίεση της p, ενώ T είναι η
περίοδος του φαινομένου, στην οποία ίνεται η ρονική οοκήρση.

Σκοπός της συζυούς μεόδου είναι να υποοιστούν οι παράοι ευαισησίας δF

δ~b

οι οποίες εκφράζουν τις μεταοές της συνάρτησης κόστους F ς προς ενδεόμενες
μεταοές τν μεταητών σεδιασμού b.

Σε αυτό το σημείο, είναι σημαντικό να ίνει αναφορά στη σέση που έουν οι παρά-
μετροι της ταύτητας τν jets, δηαδή οι μεταητές σεδιασμού, με το φαινόμενο
της έκυσης στροίν. Όπς αναφέρηκε στο κεφάαιο 1, η περίοδος της έκυσης
τν στροίν von Karman εξαρτάται από τον αριμό Reynolds της ροής. Παρόα
αυτά, όταν στο σώμα που μεετάται αρίζουν να επιδρούν οι δέσμες ρευστού, το φαι-
νόμενο αυτό τείνει να εξαειφεί. Πιο συκεκριμένα, τα πεδία ταυτήτν και πίεσης
της ροής αποκτούν τοπικά την περίοδο της ταύτητας τν jets, ενώ με την αύξηση
του πάτους Ak τν δεσμών, ο ομόρρους ίνεται σεδόν μόνιμος. Είναι εμφανές οι-
πόν, ότι σε αυτήν την περίπτση, η περίοδος στην οποία υποοίζονται τα ρονικά
οοκηρώματα της επαυξημένης συνάρτησης (περίοδος του φαινομένου T ), ταυτίζε-
ται με τη μεταητή σεδιασμού Tjets

1 και κατά συνέπεια, απαιτείται η εφαρμοή του
ενικευμένου κανόνα του Leibniz ια τον υποοισμό της οικής μεταοής τους
ς προς τη μεταητή σεδιασμού fjets. Στη συνέεια, το σύμοο T α αναφέρεται
πάντα στην περίοδο του φαινομένου, ανεξάρτητα από το αν αυτή ταυτίζεται ή όι με
την περίοδο τν jets. Ακόμα, οποιαδήποτε ανάυση της μεταοής της συνάρτησης
κόστους α αμάνει υπόψην ότι η περίοδος αυτή αποτεεί μεταητή σεδιασμού.

Ο κανόνας του Leibniz ια μια ενική συνάρτηση F (x, t) ράφεται

δ

δθ

∫ b(θ)

a(θ)

F (x, t)dt =
∫ b(θ)

a(θ)

∂F (x, t)
∂θ

dt+ F (x, b(θ)) δb
δθ
− F (x, a(θ))δa

δθ
(2.2.2)

1Η μεταητή σεδιασμού, όπς έει αναφερεί, είναι η συνότητα fjets τν
δέσμεν ρευστού, αά προφανώς ισύει ότι Tjets =

1
fjets

.
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Ακόμα, η οική μεταοή οποιασδήποτε ροϊκής ποσότητας Φ είναι

δΦ = ∂Φ +
∂Φ

∂xi

δxi +
∂Φ

∂t
δt (2.2.3)

όπου με δ συμοίζεται η οική μεταοή, ενώ με ∂ συμοίζεται η μερική μετα-
οή. Η μεταοή ∂Φ αντιστοιεί στην άμεση επίδραση της ααής μιας εκ τν
μεταητών σεδιασμού, στο Φ. Η μεταοή ∂Φ

∂xi
δxi αντιπροσπεύει τη συνεισφορά,

στην οική μεταοή, της ααής της εμετρίας, ερώντας ότι το πεδίο ροής
παραμένει αμετάητο. Δεδομένου ότι στη ετιστοποίηση εέου ροής, το ρίο
επίυσης Ω της ροής και το συσετιζόμενο πέμα (στη διακριτή εώρηση του προ-
ήματος) παραμένουν αμετάητα, ο όρος αυτός είναι μηδέν. Τέος, ο όρος ∂Φ

∂t
δt,

αντιπροσπεύει τη συνεισφορά, στην οική μεταοή, της ααής της έσης μιας
ρονικής στιμής t μέσα σε μια περίοδο, όταν η τεευταία μεταάεται, ερώντας
ότι το πεδίο ροής παραμένει αμετάητο.

Έτσι, ια την παρούσα μεέτη, η οική μεταοή κάε ροϊκής ποσότητας ράφεται

δΦ = ∂Φ +
∂Φ

∂t
δt (2.2.4)

Με άση τον κανόνα του Leibniz, η οική μεταοή της επαυξημένης συνάρτησης
κόστους L (εξίσση 2.2.1), αναύεται ς εξής:

δL = δF +

∫ a+T

a

∫
Ω

ui∂R
v
i dΩdt+

∫ a+T

a

∫
Ω

q∂RpdΩdt

+

∫
Ω

uiR
v
i dΩ

∣∣∣∣
a+T

+

∫
Ω

uiR
v
i dΩ

∣∣∣∣
a

+

∫
Ω

qRpdΩ

∣∣∣∣
a+T

+

∫
Ω

qRpdΩ

∣∣∣∣
a

(2.2.5)

όπου a ορίζεται η ρονική στιμή-αφετηρία υποοισμού κάε ρονικού οοκηρώ-
ματος. Είναι εμφανές, ότι με την εφαρμοή του κανόνα του Leibniz προκύπτουν όροι
που υποοίζονται στα όρια της ρονικής οοκήρσης, δηαδή στην αφετηρία a και
στη ρονική στιμή a + T . Παρόο που στην προκειμένη περίπτση εκ ταυτότητας
ισύει Rv

i = Rp = 0, ∀t, και κατά συνέπεια οι όροι αυτοί απαείφονται, α δειεί
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αρότερα ότι αντίστοιοι όροι εμφανίζονται και στη μεταοή της συνάρτησης κό-
στους, και είναι σημαντική η διερεύνηση ς προς τη διαείριση τους.

Τεικά η 2.2.5 ράφεται

δL = δF +

∫ a+T

a

∫
Ω

ui∂R
v
i dΩdt+

∫ a+T

a

∫
Ω

q∂RpdΩdt

(2.2.6)

Η παραπάν εξίσση (2.2.6) εκφράζει την οική μεταοή της επαυξημένης συνάρτη-
σης κόστους F ς προς τις μεταητές σεδιασμού b, στις οποίες συμπεριαμάνεται
και η περίοδος T .

2.3 Επιοή της συνάρτησης κόστους
Στόος του προήματος ετιστοποίησης της παρούσας διπματικής ερασίας,
είναι η εαιστοποίηση της ρονικά μέσης άνσης και της ρονικά μέσης οπισέ-
κουσας που ασκούνται στο σώμα ό της έκυσης στροίν, σε μία περίοδο του
φαινομένου. Επειδή όμς, μαηματικά, η εαιστοποίηση μιας εκ τν δύο δυνάμεν
μπορεί να οδηήσει σε αρνητική τιμή αυτής, κάτι που δεν είναι εμιτό, η συνάρτηση
κόστους ορίζεται τεικά ς η μέση τιμή του τετραώνου της άνσης ή της οπισέ-
κουσας.

Έτσι, τεικά, η συνάρτηση κόστους δίνεται από τη σέση:

F =
1

2T

∫ a+T

a

g2 dt (2.3.1)

με
g =

∫
Γw

[
−ν

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
nj + pni − |vjnj| vi

]
ridΓ

όπου ri είναι οι συνιστώσες μοναδιαίου διανύσματος, παράηου με την ταύτητα
της ροής, στην περίπτση που μεετάται η οπισέκουσα, και κάετου στην ταύ-
τητα της ροής, στην περίπτση που μεετάται η άνση. Ακόμα, ο πρώτος όρος της
g αφορά στις συνεκτικές δυνάμεις, ο δεύτερος στις δυνάμεις πίεσης, ενώ ο τρίτος
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αφορά στις δυνάμεις ορμής ό τν δεσμών ρευστού, που ασκούνται το σώμα.

Η οική μεταοή της συνάρτησης κόστους F ς προς τις μεταητές σεδιασμού b,
στις οποίες συμπεριαμάνεται και η περίοδος οοκήρσης T , αναύεται σύμφνα
με τον κανόνα οοκήρσης του Leibniz και δίνεται από την παρακάτ σέση:

δF =
1

T

∫ a+T

a

g ∂g dt+

[
1

2T
g2
∣∣∣∣
t=a+T

− 1

2T 2

∫ a+T

a

g2dt

]
δT − 1

2T
g2
∣∣∣∣
a

δa

=
1

T

∫ a+T

a

g ∂g dt+

[
1

2T
g2
∣∣∣∣
t=a+T

− 1

2T 2

∫ a+T

a

g2dt

]
δT (2.3.2)

Από την εφαρμοή του κανόνα του Leibniz προέκυψε στην εξίσση 2.3.2 ο όρος
1
2T
g2
∣∣
t=a+T

δT , ο οποίος είναι εκφρασμένος ια τη ρονική στιμή a + T και αφορά
στη στιμιαία τιμή της συνάρτησης κόστους. Εύοα οιπόν, δημιουρείται η απορία,
ια το κατά πόσο η οική μεταοή της παραώου ευαισησίας ς προς τη συνό-
τητα τν δεσμών ρευστού fjets είναι ανεξάρτητη της ρονικής αφετηρίας υποοισμού
του ρονικού οοκηρώματος a. Παρόο που η παράος δF

δfjets
αναμένεται να είναι

ανεξάρτητη του a, αποτεείται από έναν όρο άμεσα εκφρασμένο στη ρονική στιμή
a + T , ο οποίος ό περιοδικότητας α μεταάεται με τον ρόνο. Σε επόμενα
κεφάαια ίνεται διεξοδική ανάυση σε σέση με αυτό το ζήτημα.

Ο πρώτος όρος της εξίσσης 2.3.2 αναύεται περαιτέρ ς εξής:

1

T

∫ a+T

a

g ∂g dt =
1

T

∫ a+T

a

g

∫
Γw

[
−ν ∂

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
nj + ∂p ni − |vjnj| ∂vi

− vi ∂ (|vjnj|)
]
ridΓdt

=
1

T

∫ a+T

a

∫
Γw

(
−ν

[
∂

∂xj

(∂vi) +
∂

∂xi

(∂vj)

]
nj + ∂p ni − |vjnj| ∂vi

− vmnm

|vrnr|
njvi∂vj

)
g ri dΓdt (2.3.3)

Ανακεφααιώνοντας, η συνάρτηση κόστους ορίσηκε ς η μέση τιμή του τετραώνου
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της άνσης ή της οπισέκουσας, που ασκείται πάν στον κύινδρο, σε εύρος μιας
περιόδου. Όταν οι δέσμες ρευστού επιδρούν στο σώμα, η περίοδος αυτή παύει να
εξαρτάται από τα αρακτηριστικά της ροής (αριμό Reynolds) και ταυτίζεται με την
περίοδο της ταύτητας τν δέσμεν Tjets, η οποία είναι μεταητή σεδιασμού. Σε
αυτήν την περίπτση, η οική μεταοή της συνάρτησης κόστους δίνεται από τη
σέση:

δF =
1

T

∫ a+T

a

∫
Γw

(
−ν

[
∂

∂xj

(∂vi) +
∂

∂xi

(∂vj)

]
nj + ∂p ni − |vjnj| ∂vi

− vmnm

|vrnr|
njvi∂vj

)
g ri dΓdt+

[
− 1

2fjets
g2
∣∣∣∣
t=a+T

+
1

2

∫ a+T

a

g2dt

]
δfjets

(2.3.4)

όπου, επειδή T = 1
fjets

, ισύουν οι σέσεις

1

2T
δT = 1

2
fjetsδ

(
1

fjets

)
= −1

2

1

fjets
δfjets

− 1

2T 2
δT = −1

2
f 2
jetsδ

(
1

fjets

)
=

1

2
δfjets

2.4 Διατύπση τν συνεών συζυών εξισώ-
σεν του πεδίου ροής

Στη μεταοή της επαυξημένης συνάρτησης κόστους, εξίσση 2.2.6, εμφανίζονται
οι άμεσες μεταοές τν υποοίπν τν εξισώσεν ροής, δηαδή οι ποσότητες ∂Rp

και ∂Rv
i . Για τη διατύπση τν συζυών εξισώσεν, οι εν ό ποσότητες πρέπει

να αντικατασταούν με τις αναυτικές τους εκφράσεις, όπς αυτές υποοίζονται
από τη διαφόριση, ∂(), τν εξισώσεν της ροής 2.1.1 και 2.1.2. Έτσι προκύπτουν οι
παρακάτ εκφράσεις:

∂Rp = −∂
(
∂vj
∂xj

)
= − ∂

∂xj

(∂vj) (2.4.1)
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∂Ru
i = ∂

(
∂vi
∂t

)
+ ∂

(
vj

∂vi
∂xj

)
+ ∂

(
∂p

∂xi

)
− ∂

(
∂

∂xj

[
ν

(
∂vi
∂xj

+
∂uj

∂xi

)])
=

∂

∂t
(∂vi) +

∂vi
∂xj

∂vj + vj
∂

∂xj

(∂vi) +
∂

∂xi

(∂p)

− ∂

∂xj

(
ν

[
∂

∂xj

(∂vi) +
∂

∂xi

(∂vj)

])
, i = 1, 2(, 3) (2.4.2)

Αντικαιστώντας τις εξισώσεις 2.3.4, 2.4.1 και 2.4.2 στην 2.2.6 προκύπτει η έκφραση:

δL =
1

T

∫
T

∫
Γw

(
−ν

[
∂

∂xj

(∂vi) +
∂

∂xi

(∂vj)

]
nj + ∂p ni − |vjnj| ∂vi

− vmnm

|vrnr|
njvi∂vj

)
g ri dΓdt+

[
− 1

2fjets
g2
∣∣∣∣
t=a+T

+
1

2

∫
T

g2dt

]
δfjets

+

∫
T

∫
Ω

ui

[
∂

∂t
(∂vi) +

∂vi
∂xj

∂vj + vj
∂

∂xj

(∂vi)

+
∂

∂xi

(∂p)− ∂

∂xj

(
ν

[
∂

∂xj

(∂vi) +
∂

∂xi

(∂vj)

])]
dΩdt

−
∫
T

∫
Ω

q

[
∂

∂xj

(∂vj)

]
dΩdt (2.4.3)

Κάε όρος της 2.4.3 μπορεί να αναυεί περαιτέρ με τη ρήση του ερήματος
Green-Gauss, όπου y

V

(∇ · F) dV =
{
S

(F · n) dS

ή, σε τανυστική ραφή, y
V

∂Fi

∂xi

dV =
{
S

FinidS (2.4.4)

Επίσης, ρησιμοποιείται η ιδιότητα ενός διαφορίσιμου διανυσματικού πεδίου F και
μιας διαφορίσιμης αμτής συνάρτησης f , όπου

∇ · (fF) = ∇f · F+ f∇ · F

ή, σε τανυστική ραφή,
∂

∂xi

(fFi) =
∂f

∂xi

Fi + f
∂Fi

∂xi

(2.4.5)
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Έτσι, το οοκήρμα της εξίσσης 2.2.6,
∫
T

∫
Ω
q∂RpdΩdt, δίνει

−
∫
T

∫
Ω

q
∂

∂xj

(∂vj) dΩdt = −
∫
T

∫
Γ

q∂vjnjdΓdt+

∫
T

∫
Ω

∂q

∂xj

∂vjdΩdt (2.4.6)

Η ανάυση του ρονικού όρου του οοκηρώματος
∫
T

∫
Ω
ui∂R

v
i dΩdt δίνει∫

Ω

∫ a+T

a

ui
∂

∂t
(∂vi) dtdΩ =

[∫
Ω

ui∂vidΩ

]a+T

a

−
∫
T

∫
Ω

∂ui

∂t
∂vidΩdt (2.4.7)

Η ανάυση τν μη-συνεκτικών όρν του ίδιου οοκηρώματος δίνει∫
T

∫
Ω

uivj
∂

∂xj

(∂vi) dΩdt =

∫
T

∫
Γ

uivj∂vinjdΓdt−
∫
T

∫
Ω

vj
∂ui

∂xj

∂vidΩdt

(2.4.8)

∫
T

∫
Ω

ui
∂

∂xi

(∂p) dΩdt =

∫
T

∫
Γ

ui∂p nidΓdt−
∫
T

∫
Ω

∂ui

∂xi

∂p dΩdt (2.4.9)

Στη σέση 2.4.8, ο δεύτερος όρος προέκυψε μετά από ρήση της εξίσσης της συ-
νέειας

(
∂vi
∂xi

= 0
)
.

Η ανάυση τν συνεκτικών όρν του ίδιου οοκηρώματος δίνει∫
T

∫
Ω

−uiν
∂2

∂x2
j

(∂vi) dΩdt = −
∫
T

∫
Γ

uiν
∂

∂xj

(∂vi)njdΓdt+

∫
T

∫
Ω

∂ui

∂xj

ν
∂

∂xj

(∂vi) dΩdt

= −
∫
T

∫
Γ

uiν
∂

∂xj

(∂vi)njdΓdt+

∫
T

∫
Γ

∂ui

∂xj

ν∂vinjdΓdt

−
∫
T

∫
Ω

∂2ui

∂x2
j

ν∂vidΩdt (2.4.10)

−
∫
T

∫
Ω

uiν
∂2

∂xj∂xi

(∂vj) dΩdt = −
∫
T

∫
Γ

uiν
∂

∂xi

(∂vj)njdΓdt+

∫
T

∫
Ω

∂ui

∂xj

ν
∂

∂xi

(∂vj) dΩdt

= −
∫
T

∫
Γ

uiν
∂

∂xi

(∂vj)njdΓdt+

∫
T

∫
Γ

∂vi
∂xj

ν∂vjnidΓdt

−
∫
T

∫
Ω

ν
∂2ui

∂xjxi

∂vjdΩdt (2.4.11)
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Αντικαιστώντας τις 2.4.6 ές 2.4.11 στην 2.4.3 προκύπτει ότι

δL =

∫
T

∫
Ω

{
−∂ui

∂t
− vj

∂ui

∂xj

+ uj
∂vj
∂xi

− ∂

∂xj

[
ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)]
+

∂q

∂xj

}
∂vidΩdt

−
∫
T

∫
Ω

∂ui

∂xi

∂p dΩdt

+

∫
T

∫
Γ

{
uivjnj + ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
nj − qni

}
∂vidΓdt

+

∫
T

∫
Γ

ui

(
−ν

[
∂

∂xi

(∂vj) +
∂

∂xj

(∂vi)

]
nj + ∂p ni

)
dΓdt

+

∫
T

∫
Γw

gri
T

(
−ν

[
∂

∂xj

(∂vi) +
∂

∂xi

(∂vj)

]
nj + ∂p ni

)
dΓdt

−
∫
T

∫
Γw

{
gri
T
|vjnj|+

grj
T

vj
vmnm

|vrnr|
ni

}
∂vidΓdt

+

[∫
Ω

ui∂vidΩ

]a+T

a

+

[
− 1

2fjets
g2
∣∣∣∣
t=a+T

+
1

2

∫ a+T

a

g2dt

]
δfjets (2.4.12)

Από την εξίσση 2.4.12, ίνεται αντιηπτό ότι η μεταοή της συνάρτησης κόστους
έει πέον εκφραστεί συναρτήσει τν άμεσν μεταοών τν ροϊκών μεεών ∂p και
∂vi, στο εστερικό και στα όρια του ρίου ροής. Δεδομένου ότι οι μεταοές αυτές
δεν είναι επιυμητό να υποοισούν, πρέπει να ίνει απαοιφή τν οοκηρμάτν
που τις εμπεριέουν. Έτσι προκύπτουν οι συζυείς πεδιακές εξισώσεις , που
έουν την παρακάτ μορφή:

−∂ui

∂xi

= 0 (2.4.13)

−∂ui

∂t
− vj

∂ui

∂xj

+ uj
∂vj
∂xi

− ∂

∂xj

[
ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)]
+

∂q

∂xj

= 0 , i = 1, 2(, 3)

(2.4.14)
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2.5 Οριακές συνήκες του συζυούς προή-
ματος & Παράοι Ευαισησίας

Με την απαοιφή τν ρικών οοκηρμάτν, η παράος ευαισησίας της επαυ-
ξημένης συνάρτησης καίσταται ανεξάρτητη τν άμεσν μεταοών τν ροϊκών πο-
σοτήτν στο ρίο ροής. Έτσι, η σέση που δίνει την οική μεταοή της επαυξη-
μένης συνάρτησης κόστους ράφεται:

δL =

∫
T

∫
Γ

{
uivjnj + ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
nj − qni

}
∂vidΓdt

+

∫
T

∫
Γ

ui

(
−ν

[
∂

∂xi

(∂vj) +
∂

∂xj

(∂vi)

]
nj + ∂p ni

)
dΓdt

+

∫
T

∫
Γw

gri
T

(
−ν

[
∂

∂xj

(∂vi) +
∂

∂xi

(∂vj)

]
nj + ∂p ni

)
dΓdt

−
∫
T

∫
Γw

{
gri
T
|vjnj|+

grj
T

vj
vmnm

|vrnr|
ni

}
∂vidΓdt

+

[∫
Ω

ui∂vidΩ

]a+T

a

+

[
− 1

2fjets
g2
∣∣∣∣
t=a+T

+
1

2

∫ a+T

a

g2dt

]
δfjets (2.5.1)

Καιστώντας την παραπάν εξίσση ανεξάρτητη τν μεταοών τν μεταητών
ροής στα όρια της οοκήρσης, α προκύψουν οι οριακές συνήκες του συνεούς
συζυούς προήματος και ότι απομείνει α είναι η έκφραση τν παραών ευαι-
σησίας.

2.5.1 Συζυείς oριακές συνήκες στα όρια εισόδου ΓI

Στα όρια εισόδου, όπς έει αναφερεί και στην ενότητα 2.1, η ταύτητα vi δίνεται
από συνήκη τύπου Dirichlet. Έτσι, η οική μεταοή της ς προς τις μεταητές
σεδιασμού είναι μηδέν (δvi = 0). Ακόμα, επειδή η τιμή της ταύτητας εισόδου είναι
ανεξάρτητη του ρόνου, ισύει ότι ∂vi

∂t
= 0. Άρα, από τη σέση 2.2.4 προκύπτει ότι

∂vi = 0.

Έτσι οιπόν, στα όρια εισόδου, απομένει ο όρος της οικής μεταοής της επαυξη-
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μένης συνάρτησης κόστους∫
T

∫
ΓI

ui

(
−ν

[
∂

∂xi

(∂vj) +
∂

∂xj

(∂vi)

]
nj + ∂p ni

)
dΓdt

o οποίος ια να απαειφεί, επιάεται στα όρια εισόδου του ρίου μηδενική συν-
ήκη Dirichlet ια τη συζυή ταύτητα, ui = 0. Πρακτικά, και ρίς να απορρέει από
τις παραπάν απαοιφές, επιάεται ια τη συζυή πίεση στην είσοδο του ρίου
μηδενική συνήκη Neumann ∂q

∂xi
ni = 0.

2.5.2 Συζυείς oριακές συνήκες στα όρια εξόδου ΓO

Ο όρος της οικής μεταοής της επαυξημένης συνάρτησης κόστους στα όρια εξόδου
είναι∫

T

∫
ΓO

{(
uivjnj + ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
nj − q ni

)
∂vi − uiν

[
∂

∂xi

(∂vj) +
∂

∂xj

(∂vi)

]
nj

+ui

(
−ν

[
∂

∂xi

(∂vj) +
∂

∂xj

(∂vi)

]
nj + ∂p ni

)}
dΓdt (2.5.2)

O όρος
∫
T

∫
ΓO
−uiν

[
∂
∂xi

(∂vj) +
∂

∂xj
(∂vi)

]
njdΓdt της παραπάν έκφρασης έει απο-

δειεί ότι μπορεί να ερηεί αμεητέος, ενδεομένς, ό του ότι η έση του
ορίου στην έξοδο είναι τέτοια ώστε εκεί το πεδίο ταύτητας να διέπεται από ικανο-
ποιητική ομοιοένεια.

Η τιμή της κάετης συζυούς ταύτητας στην έξοδο παράεται από το μηδενισμό
του δεύτερου όρου της σέσης 2.5.2, ς

uini = 0⇒ u〈n〉 = 0

Ποαπασιάζοντας τον πρώτο όρο της εξίσσης 2.5.2 με το μοναδιαίο κάετο, ni,
και το μοναδιαίο εφαπτομενικό, ti, ς προς την επιφάνεια διάνυσμα, η συνήκη αυτή
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ράφεται στο οριόδετο σύστημα. Προκύπτουν οιπόν οι σέσεις

q = ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
njni

0 = ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
njti

όπου v〈n〉 = vini και v〈t〉 = viti, ενώ αντίστοια ισύουν και ια τη συζυή ταύτητα.

Η πρώτη από τις παραπάν εξισώσεις ρησιμοποιείται ια τον προσδιορισμό της συ-
ζυούς πίεσης q με άση τις τιμές τν συζυών μεταητών της προηούμενης επα-
νάηψης και η δεύτερη εξίσση ια τον προσδιορισμό του μέτρου της εφαπτομενικής
συζυούς ταύτητας u〈t〉.

2.5.3 Συζυείς oριακές συνήκες στo τοίμα Γw

Οι όροι που αφορούν στο όριο του τοιώματος και έουν απομείνει από τη μεταοή
της επαυξημένης συνάρτησης κόστους είναι

δL =

∫
T

∫
Γw

ui

(
−ν

[
∂

∂xi

(∂vj) +
∂

∂xj

(∂vi)

]
nj + ∂p ni

)
dΓdt

+

∫
T

∫
Γw

gri
T

(
−ν

[
∂

∂xi

(∂vj) +
∂

∂xj

(∂vi)

]
nj + ∂p ni

)
dΓdt

−
∫
T

∫
Γw

{
gri
T
|vjnj|+

grj
T

vj
vmnm

|vrnr|
ni

}
∂vidΓdt

+

∫
T

∫
Γw

{
uivjnj + ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
nj − qni

}
∂vidΓdt (2.5.3)

Από αυτούς, οι δύο πρώτοι όροι απαείφονται, δίνοντας έτσι την οριακή συνήκη της
συζυούς ταύτητας στο τοίμα

ui = −
gri
T

(2.5.4)

Για τη συζυή πίεση επιάεται μηδενική συνήκη Neumann ∂q
∂xi

ni = 0. Οι όροι
που απομένουν στην 2.5.3 συναρτώνται τν ∂vi (και οι τεευταίες συνδέονται με τα
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αρακτηριστικά τν δεσμών) και, άρα, συνεισφέρουν στις παραώους ευαισησίας.

2.5.4 Παράοι Ευαισησίας

Οι εναπομείναντες όροι σηματίζουν την παράο ευαισησίας

δF = −
∫
T

∫
Γw

{
gri
T
|vjnj|+

grj
T

vj
vmnm

|vrnr|
ni

}
∂vidΓdt

+

∫
T

∫
Γw

{
uivjnj + ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
nj − qni

}
∂vidΓdt

+

[
− 1

2fjets
g2
∣∣∣∣
t=a+T

+
1

2

∫ a+T

a

g2dt

]
δfjets +

[∫
Ω

ui∂vidΩ

]a+T

a

(2.5.5)

Στο όριο Γw η ταύτητα είναι είτε μηδενική, ό της συνήκης μη-οίσησης, είτε
ίση με την ταύτητα της δέσμης ρευστού, στην περίπτση που υπάρει δέσμη εέου
σε κάποια έση. Έτσι ο υποοισμός της μερικής μεταοής της ταύτητας ς προς
τις μεταητές σεδιασμού είναι εύκοος και ίνεται αναυτικά. Πιο συκεκριμένα,
ια την δέσμη ρευστού k είναι

∂vki
∂An

= δkn
[
sin(2πfjets(t− tk0))− 1

]
ni (2.5.6)

∂vki
∂tn0

= −δkn 2πfjetsAkcos(2πfjets(t− tk0))ni (2.5.7)

∂vki
∂fjets

= δkn 2π(t− tk0)A
kcos(2πfjets(t− tk0))ni (2.5.8)

όπου δkn είναι το σύμοο του Kronecker.

Ο τεευταίος όρος της παραώου ευαισησίας 2.5.5, σύμφνα με τη σέση του
οικού διαφορικού μιας οποιασδήποτε ροϊκής ποσότητας (2.2.4), αναύεται περαιτέρ
ς εξής: [∫

Ω

ui∂vidΩ

]a+T

a

=

[∫
Ω

ui

(
δvi −

∂vi
∂t

δt

)
dΩ

]a+T

a

=

[∫
Ω

uiδvidΩ

]a+T

T

−
[∫

Ω

ui
∂vi
∂t

δt dΩ

]a+T

a

(2.5.9)

1H περιοδικότητα της συνάρτησης δvi

δfjets
αναύεται περαιτέρ στο Παράρτημα Αʹ.



24 2. Η συνεής συζυής μέοδος ια μη-μόνιμες, ασυμπίεστες, στρτές ροές

Όμς ο πρώτος όρος της 2.5.9 είναι μηδέν, ό της περιοδικότητας1 τν συναρτή-
σεν ui και δvi , που προφανώς έουν την ίδια περίοδο. Ακόμα ισύει

δ(a+ T )

δfjets
= − 1

f 2
jets

δa

δfjets
= 0

⇒ −
[∫

Ω

ui
∂vi
∂t

δt dΩ

]t=a+T

t=a

=
1

f 2
jets

[∫
Ω

ui
∂vi
∂t

dΩ

∣∣∣∣
t=a+T

]
δfjets

Έτσι, τεικά, [∫
Ω

ui∂vidΩ

]a+T

a

=
1

f 2
jets

[∫
Ω

ui
∂vi
∂t

dΩ

∣∣∣∣
t=a+T

]
δfjets (2.5.10)

Αντικαιστώντας την 2.5.10 και μια εκ τν 2.5.6, 2.5.7 και 2.5.8, ανάοα με τη
μεταητή σεδιασμού που αφορούν, η παράος ευαισησίας ράφεται

δF

δbn
=

∫
T

∫
Γw

{
uivjnj + ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
nj − qni + ui |vjnj|+ ujvj

vmnm

|vrnr|
ni

}
∂vi
∂bn

dΓdt

+

[
1

f 2
jets

∫
Ω

ui
∂vi
∂t

dΩ

∣∣∣∣
t=a+T

− 1

2fjets
g2
∣∣∣∣
t=a+T

+
1

2

∫ a+T

a

g2dt

]
δfjets
δbn

(2.5.11)



Κεφάαιο 3

Διακριτοποίηση τν εξισώσεν & αό-
ριμοι επίυσής τους
Στο κεφάαιο αυτό παρουσιάζεται η μέοδος με την οποία ίνεται η διακριτοποί-
ηση του ρίου επίυσης, καώς και τν εξισώσεν του ευέος και του συζυούς
προήματος[12, 13, 15, 16]. Ακόμα, ίνεται αναφορά στον αόριμο επίυσης τν εξι-
σώσεν [12, 15] και στη μέοδο που ρησιμοποιήηκε με στόο τη μείση της απαι-
τούμενης ρητικότητας σε υποοιστική μνήμη ια την αποήκευση τν πεδίν της
ταύτητας και της πίεσης σε κάε ρονικό ήμα[17, 19, 20], απαραίτητα ια την επίυση
τν συζυών εξισώσεν. Με την ανάνση του κεφααίου αυτού, ίνεται αντιη-
πτό ένα πεονέκτημα της συνεούς συζυούς μεόδου, καώς οι συζυείς εξισώσεις
που προέκυψαν δεν απαιτούν διαφορετική διαείριση στην διακριτοποίηση και επίυση
τους σε σέση με τις εξισώσεις της ροής.

3.1 Διακριτοποίηση με την μέοδο τν πεπε-
ρασμένν όκν

Η διακριτοποίηση τν εξισώσεν του ευέος και του συζυούς προήματος απο-
σκοπεί στον μετασηματισμό τν μερικών διαφορικών εξισώσεν σε ένα αντίστοιο
σύστημα αερικών εξισώσεν. Από την επίυση του συστήματος αυτού προκύ-
πτει ένα σύνοο τιμών που αντιστοιεί στην ύση τν αρικών μερικών διαφορικών
εξισώσεν σε συκεκριμένα σημεία του ώρου και του ρόνου. To πεδίο επίυσης
ρίζεται οιπόν σε έναν πεπερασμένο αριμό διακριτών περιοών ή, αιώς, όκν
εέου, οι οποίοι περιαμάνουν τις έσεις τν σημείν, όπου και αναζητείται η
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ύση. Ο ρόνος αντίστοια ρίζεται σε έναν πεπερασμένο αριμό ρονικών ημά-
τν.

3.1.1 Διακριτοποίηση του πεδίου επίυσης
Όπς αναφέρηκε και προηουμένς, από τη διακριτοποίηση του πεδίου επίυσης
προκύπτει το υποοιστικό πέμα στο οποίο επιύονται οι διακριτοποιημένες εξι-
σώσεις ροής. Η ύση στον ρόνο προκύπτει με προέαση σε αυτόν, ξεκινώντας από
μια δοσμένη αρική συνήκη και με ένα ορισμένο ρονικό ήμα.

Η διακριτοποίηση στον ώρο ίνεται με τη διαίρεση του πεδίου επίυσης σε όκους
εέου, οι οποίοι έουν πουεδρικό σήμα, δεν υπεραίνουν τα όρια του άου και
συμπηρώνουν πήρς το πεδίο. Για κάε όκο-κυψέη ορίζεται ένα σύνοο επίπε-
δν επιφανειών (faces) που το περιάουν, ενώ κάε όκος μοιράζεται κάε τέτοια
επιφάνεια με μια μόνο ειτονική του κυψέη. Τέος, το σημείο που υποοίζεται η
ύση είναι το κέντρο P του όκου εέου, με συντεταμένες xP , έτσι ώστε:∫

Vp

(x− xP )dV = 0

(αʹ)
(ʹ)

Σήμα 3.1: Εξαεδρικός και Πολυεδρικός Όγκος Ελέγχου[14].
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3.1.2 Διακριτοποίηση της εξίσσης μεταφοράς

Για μια αμτή ποσότητα φ, η εξίσση μεταφοράς ράφεται

∂ρφ

∂t︸︷︷︸
Χρονική Παράος

+ ∇ · (ρUφ)︸ ︷︷ ︸
Όρος Μεταφοράς

−∇ · (ρΓφ∇φ)︸ ︷︷ ︸
Όρος Διάυσης

= Sφ(φ)︸ ︷︷ ︸
Όρος Πηής

(3.1.1)

Η μέοδος τν πεπερασμένν όκν απαιτεί η εξίσση 3.1.1 να ικανοποιείται σε έναν
όκο εέου VP με κέντρο P στην οοκηρματική μορφή∫ t+∆t

t

[
∂

∂t

∫
VP

ρφdV +

∫
VP

∇ · (ρUφ) dV −
∫
VP

∇ · (ρΓφ∇φ) dV
]
dt

=

∫ t+∆t

t

∫
VP

Sφ(φ) dV dt (3.1.2)

Η εξίσση αυτή είναι δεύτερης τάξης, καώς ο όρος διάυσης περιέει δεύτερη παρά-
ο της ταύτητας ς προς τον ώρο. Για αυτόν τον όο, πρέπει η διακριτοποίηση
να είναι ίσης ή μεαύτερης τάξης, έτσι ώστε να εξασφαίζεται καή ακρίεια. Πιο
συκεκριμένα, αναύεται το ανάπτυμα Taylor ύρ από το σημείο P ια μια αμτή
συνάρτηση φ,

φ(x) = φ(xP ) + (x− xP ) · (∇)P +
1

2
(x− xP )2 : (∇∇φ)P

+
1

3!
(x− xP )3 :: (∇∇∇φ)P + . . .

όπου ο τεεστής ::︸︷︷︸
n

συμοίζει το εστερικό ινόμενο τανυστών nοστής τάξης.

Έτσι οιπόν, η μεταοή της ποσότητας φ στον ώρο και στον ρόνο ύρ από το
σημείο P ερείται ραμμική, έτσι ώστε να επιτυάνεται δεύτερης τάξης ακρίεια,
αφού, σε αυτήν την περίπτση, το σφάμα αποκοπής είναι δεύτερης τάξης. Αντίστοιη
ανάυση ίνεται και στην μεταοή της ποσότητας φ ς προς τον ρόνο και, τεικά,
προκύπτει

φ(x) = φ(xP ) + (x− xP ) · (∇)P



28 3. Διακριτοποίηση τν εξισώσεν & αόριμοι επίυσής τους

και

φ(t+∆t) = φ(t) + ∆t

(
∂φ

∂t

)
t

Έτσι, ο υποοισμός ενός ρικού οοκηρώματος μπορεί να ραφεί∫
VP

φ(x)dV =

∫
VP

φ(xP )dV +

∫
VP

(x− xP ) · (∇)PdV

= φ(xP )
∫
VP

dV +

[∫
VP

(x− xP )
]
· (∇)PdV

= φ(xP )VP (3.1.3)

Ακόμα, με τη ρήση του ερήματος Gauss τα ρικά οοκηρώματα μπορούν να
μετατραπούν σε επιφανειακά, στις οριακές επιφάνειες δηαδή του όκου οοκήρ-
σης. ∫

V

∇ · adV =

∮
∂V

dS · a (3.1.4)∫
V

∇φdV =

∮
∂V

dSφ (3.1.5)

όπου ∂V είναι η κειστή επιφάνεια που περικείει τον όκο εέου V και dS το
απειροστό επιφανειακό στοιείο με κατεύυνση κάετη στην επιφάνεια ∂V και φορά
προς τα έξ.

Όρος Μεταφοράς

Με άση τα προαναφερέντα ο όρος μεταφοράς ράφεται∫
VP

∇ · (ρUφ) dV =

∮
∂V

dS · (ρUφ)

=
∑
faces

S · (ρU)f φf

=
∑
faces

Ffφf (3.1.6)
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όπου οι όροι με δείκτη f αφορούν στην τιμή στο κέντρο της κάε έδρας του όκου
εέου, ενώ η συνάρτηση Ff = S · (ρU)f είναι η ροή μάζας που διέρεται από
την αντίστοιη επιφάνεια. Στην σεση 3.1.6 ρειάζεται η τιμή της ποσότητας φ στο
κέντρο της έδρας της κυψέης, κάτι το οποίο επιτυάνεται με το σήμα διακριτο-
ποίησης του όρου μεταφοράς.

Στην παρούσα διπματική ερασία αυτός ο όρος διακριτοποιήηκε με ένα σήμα
ανάντι παραώισης δεύτερης τάξης (Upwind Scheme).

Όρος Διάυσης

Ομοίς με προηουμένς, ο όρος διάυσης ράφεται∫
VP

∇ · (ρΓφ∇φ) dV =

∮
∂V

dS · (ρΓφ∇φ)

=
∑
faces

S · (ρΓφ∇φ)f

Ο όρος
∑S · (∇φ)f μπορεί να διακριτοποιηεί με δύο τρόπους. Στην περίπτση που

τα διανύσματα d και S είναι παράηα μπορεί να ραφεί ότι

S · (∇φ)f = |S| φN − φP

|d| (3.1.7)

Ακόμα συνδιάζοντας τις σέσεις 3.1.3 και 3.1.5 προκύπτει ότι

(∇φ)P VP =
∑

Sφf

Έτσι με παρεμοή μπορεί να προκύψει η τιμή στο κέντρο της έδρας

S · (∇φ)f = S · [γ (∇φ)P + (1− γ) (∇φ)N ] (3.1.8)

Ενώ και η 3.1.7 και η 3.1.8 είναι σήματα δεύτερης τάξης, η δεύτερη αφορά σε μεα-
ύτερο υποοιστικό τμήμα και, κατα συνέπεια, έει μικρότερη ακρίεια. Έτσι οιπόν
ια να μπορεί να ρησιμοποιηεί ο πρώτος τρόπος διακριτοποίησης, ο οποίος μπορεί
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να εφαρμοσεί μόνο σε οροώνια πέματα, ο όρος S · (∇φ)f αναύεται σε

S · (∇φ)f = l · (∇φ)f +m · (∇φ)f

όπου τα l και m είναι κατάηα επιεμένα διανύσματα, έτσι ώστε l + m = S
και το l παράηο του d. Με αυτό τον τρόπο o πρώτος όρος αφορά σε οροώνιο
πέμα και, κατά συνέπεια, διακριτοποιείται σύμφνα με την 3.1.7 ενώ ο δεύτερος
σύμφνα με την 3.1.8. Η επιοή τν διανυσμάτν l καιm ξεφεύει από την παρούσα
διπματική ερασία.

Όροι Πηής

Όσοι όροι δεν μπορούν να ραφούν στην μορφή τν όρν μεταφοράς και διάυσης
και του ρονικού όρου ράφονται σαν όροι πηής. Πριν την διακριτοποίηση ο όρος
ραμμικοποείται, σε περίπτση που είναι μη-ραμμικός, και ύστερα διακριτοποιείται
κατά τα νστά.

Sφ = Su + Spφ∫
VP

SφdV = VPSu + VPSpφP

Χρονικός Όρος

Όπς αναφέρηκε και προηουμένς, η διακριτοποίηση του ρονικού όρου πρέπει
να είναι και αυτή δεύτερης τάξης. Ένα τέτοιο σήμα παράεται από την ανάυση
του αναπτύματος Taylor στον ρόνο ια την επόμενη και την προηούμενη ρονική
στιμή. Έτσι ια φ(t+∆t) = φn έουμε

φ(t) = φo = φn −∆t

(
∂φ

∂t

)
+

1

2
∆t2

(
∂2φ

∂t2

)
+O(∆t3)

φ(t−∆t) = φoo = φn − 2∆t

(
∂φ

∂t

)
+ 2∆t2

(
∂2φ

∂t2

)
+O(∆t3)

και τεικά αφαιρώντας κατάηα κατά μέη προκύπτει

∂φ

∂t
=

3φn − 4φo + φoo

2∆t
+O(∆t2)
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Έτσι η εξίσση 3.1.2 ράφοντας τους ρικούς όρους σε πεπεμένη μορφή ς προς
τον ρόνο και ερώντας πς οι όκοι εέου δεν μεταάονται ς προς τον ρόνο
μετατρέπεται στη διακριτοποιημένη της μορφή

3
2
φn − 2φo + 1

2
φoo

∆t
+
∑
faces

Ffφ
n
f +

∑
faces

S · (ρΓφ∇φ)nf = VPSu + VPSpφ
n
P (3.1.9)

Η εξίσση 3.1.9 αποτεεί ένα σύστημα αερικών εξισώσεν που επιύεται ς προς
τις ποσότητες φn

P .

3.2 Διακριτοποίηση και επίυση του συστή-
ματος εξισώσεν Navier-Stokes

Οι εξισώσεις Navier-Stokes 2.1.1 και 2.1.2, μπορούν να ραφούν στην μορφή:

∇ ·U = 0 (3.2.1)

∂U
∂t

+∇ · (UU)−∇ · (ν∇U) = −∇p (3.2.2)

Είναι εμφανές πς το σύστημα αυτό είναι μη-ραμμικό, ενώ ακόμα απαιτείται η σύ-
ζευξη της ταύτητας και της πίεσης.

3.2.1 Γραμμικοποίηση της εξίσσης της ορμής
Ο όρος μεταφοράς της ταύτητας, ∇ · (UU), διακριτοποείται σύμφνα με τη σέση
3.1.6, ς εξής:

∇ · (UU) =
∑
faces

S · (U)f (U)f

=
∑
faces

F (U)fUP

= aPUP +
∑
N

aNUN (3.2.3)
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όπου με δείκτη P ορίζονται οι ταύτητες στο κέντρο του μεετούμενου όκου εέ-
ου, ενώ με δείκτη N οι ποσότητες στου ειτονικούς όκους. Οι συντεεστές aP

και aN είναι συναρτήσεις της ταύτητας U, όπς είναι και η ροή μάζας F (U)f . Η
ραμμικοποίηση του όρου μεταφοράς ίνεται με τον υποοισμό τν συντεεστών
aP και aN με την ρήση του ήδη υπάροντος πεδίου ταύτητας U.

3.2.2 Σύζευξη πίεσης-ταύτητας και ο αόριμος PISO

Για να προκύψει ρητή εξίσση ια τον υποοισμό της πίεσης, δεδομένου ότι δεν
υπάρει, η εξίσση της ορμής ράφεται σε μια ημι-διακριτοποιημένη μορφή ς εξής:

aPUP = H(U)−∇p (3.2.4)

Ο όρος H(U) αποτεείται από το μητρώο τν συντεεστών ια κάε ειτονικό κύτ-
ταρο, ποαπασιασμένο με τις αντίστοιες ταύτητες, που έει προκύψει από την
διακριτοποίηση τν όρν μεταφοράς και διάυσης (υποενότητα 3.1.2) και από το μη-
τρώο με τους συντεεστές της διακριτοποίησης του ρονικού όρου και κάε όρου
πηής.

Η εξίσση της συνέειας διακριτοποείται ς εξής:

∇ ·U =
∑
faces

S ·Uf = 0 (3.2.5)

Γράφοντας την εξίσση 3.2.4 ς προς UP , προκύπτει

UP =
H(U)

aP
− 1

aP
∇p (3.2.6)

Οι ταύτητες στις έδρες του κάε όκου εέου υποοίζονται με παρεμοή:

Uf =

(H(U)

aP

)
f

−
(

1

aP
∇p

)
f

(3.2.7)

Αντικαιστώντας την εξίσση 3.2.7 στην διακριτοποιημένη εξίσση της συνέειας
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3.2.5 προκύπτει η εξίσση της πίεσης:

∇ ·
(

1

aP
∇p

)
= ∇ · H(U)

aP
=

∑
faces

S ·
(H(U)

aP

)
f

(3.2.8)

Η διακριτοποιημένη μορφή του συστήματος τν εξισώσεν Navier-Stokes, όπς προ-
έκυψε είναι:

aPUP = H(U)−
∑
faces

S(p)f (3.2.9)

∑
faces

S ·
(

1

aP
∇p

)
f

=
∑
faces

S ·
(H(U)

aP

)
f

(3.2.10)

Τέος, η ροή μάζας σε κάε έδρα δίνεται από τη σέση:

F = S ·Uf = S ·
[(H(U)

aP

)
f

−
(

1

aP
∇p

)
f

]
(3.2.11)

Η σύζευξη πίεσης-ταύτητας ίνεται μέσ του αορίμου PISO (Pressure Implicit
with Splitting of Operators)[18].

(i) Επιύεται η διακριτοποιημένη εξίσση ορμής 3.2.9, με τη ρήση του ήδη υπάρ-
οντος πεδίου πίεσης και προκύπτει μια εκτίμηση του πεδίου ταύτητας.

(ii) Με το πεδίο ταύτητας του προηούμενου ήματος, σηματίζεται το μητρώο
H(U) και επιύεται η εξίσση της πίεσης 3.2.10. Έτσι προκύπτει μια εκτίμηση
του πεδίου πίεσης.

(iii) Με το νέο πεδίο πίεσης και μέσ της σέσης 3.2.11 υποοίζεται η ροή μάζας
σε κάε έδρα τν όκν εέου. Μέσ της σέσης 3.2.6 διορώνεται το πεδίο
ταύτητας.

Τα ήματα (ii) και (iii) επανααμάνονται μέρι να ικανοποιηεί κάποιο κριτήριο σύ-
κισης.

Συκρίνοντας τις εξισώσεις της ροής (2.1.1 και 2.1.2), με τις αντίστοιες που προ-
έκυψαν από την συζυή διατύπση (2.4.13 και 2.4.14), είναι εμφανής η ομοιότητα
ς προς τους όρους από τους οποίους αποτεούνται, και κατά συνέπεια, η μέοδος
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διακριτοποίησης και επίυσης που αναύηκε ια τις εξισώσεις Navier-Stokes μπορεί
να εφαρμοσεί και στις συζυείς εξισώσεις. Ο επιπέον όρος της εξίσσης 2.4.14,
uj

∂vj
∂xi
, αντιμετπίζεται ς όρος πηής, σύμφνα με τα προαναφερέντα.

3.3 Αποήκευση τν ρονικών ημάτν με την
μέοδο checkpointing

Η συνεής συζυής μέοδος ια τις ρονικά μη-μόνιμες ροές απαιτεί το πεδίο ταύ-
τητας και πίεσης να είναι νστό ια κάε ρονικό ήμα επίυσης. Είναι εμφανές
οιπόν, πς ια προήματα ποών ρονικών ημάτν, όπς είναι και το μεετού-
μενο πρόημα στην παρούσα διπματική ερασία, απαιτείται μεάη ρητικότητα
μνήμης, που συνής δεν είναι ρεαιστικό. Για την αποφυή της αποήκευσης του
πεδίου ροής σε κάε ρονική στιμή, ρησιμοποιήηκε η μέοδος checkpointing.

Με αυτήν την μέοδο, κατά την επίυση του ευέος προήματος, ίνεται μερική
επιεκτική αποήκευση του πεδίου ροής σε συκεκριμένες ρονικές στιμές. Έτσι,
κατά την επίυση του συζυούς προήματος, ια κάε ρονικό ήμα ια το οποίο δεν
έουν αποηκευτεί οι ύσεις του ευέος προήματος, ίνεται ξανά πρόεξη της πρ-
τεύουσας ροής ξεκινώντας από το τεευταίο αποηκευμένο στιμιότυπο (checkpoint).
Η κατανομή τν δεικτών μνήμης ίνεται με την μέοδο του δινυμικού checkpointing
(binomial checkpointing)[19, 20].



Κεφάαιο 4

Πρόεξη της ροής

4.1 Γεμετρία του προήματος
Στο πρόημα με το οποίο ασοείται η παρούσα διπματική ερασία, μεετάται η
ροή ύρ από έναν κύινδρο, διαμέτρου D = 1cm. Η πρόεξη της ροής έινε με τη
ρήση του ανοιτού οισμικού OpenFOAM. Το πέμα, η ένεση του οποίου έινε
με την οήεια του εραείου blockMesh, αποτεείται από 80000 κυψέες-όκους
εέου και παρουσιάζεται στο σήμα 4.1. Αξίζει να σημειεί, πς το ρησιμο-
ποιούμενο οισμικό επιύει μόνο τριδιάστατα προήματα, και ια αυτό, το πέμα
είναι τριδιάστατο, με τις κατάηες συνήκες συμμετρίας, ώστε να του προσδίδουν
διδιάστατο αρακτήρα.

4.2 Πρόεξη της ροής ύρ από κύινδρο
Αφού δόηκαν τα ασικά αρακτηριστικά της εμετρίας του προήματος, ακοου-
εί η επίυση τν εξισώσεν που περιράφουν τη ροή. Για το παρόν πρόημα, όπς
έει προαναφερεί, η ροή ερείται ασυμπίεστη και στρτή, ενώ η επ’άπειρον ταύ-
τητα της ροής τέηκε ίση με U∞ = 0.1m/s, δίνοντας έτσι τον αριμό Reynolds ίσο
με Re = U∞D

ν
= 100.



36 4. Πρόεξη της ροής

Σήμα 4.1: Πλέγμα γύρω από κύλινδρο, ακτίνας D = 1cm.

Οι οριακές συνήκες του προήματος, έουν δοεί στο κεφάαιο 2, και είναι

(i) στην είσοδο της εξτερικής επιφάνειας του περιάοντος ρίου Γ∞

• ταύτητα: U∞ = 0.1m/s

• στατική πίεση: ∂p
∂xj

nj = 0

(ii) στην έξοδο της εξτερικής επιφάνειας του περιάοντος ρίου Γ∞

• ταύτητα: ∂vi
∂nj

nj = 0

• στατική πίεση: ∂p
∂xj

nj = 0

(iii) στο στερεό τοίμα του κυίνδρου Γw

• ταύτητα: U∞ = 0m/s

• στατική πίεση: ∂p
∂nj

nj = 0

Με άση τις οριακές συνήκες, επιύονται οι εξισώσεις της ροής και προκύπτουν τα
πεδία ταυτήτν και πίεσης, που παρουσιάζονται στα σήματα 4.2 και 4.3 αντίστοια,
ια έξι στιμιότυπα σε μια περίοδο.
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Σήμα 4.2: Μη-ελεγχόμενη περίπτωση, χωρίς αναρρόφηση ή έγχυση ρευστού από τις
δέσμες. Έξι ισαπέχοντα στιγμιότυπα του πεδίου ταχύτητας σε μια περίοδο του φαινομένου,
T ≈ 0.59s.
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Σήμα 4.3: Μη-ελεγχόμενη περίπτωση, χωρίς αναρρόφηση ή έγχυση ρευστού από τις
δέσμες. Έξι ισαπέχοντα στιγμιότυπα του πεδίου πίεσης σε μια περίοδο του φαινομένου,
T ≈ 0.59s.
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Είναι εμφανής η έκυση στροίν, με περίοδο T ≈ 0.59s. Ο αριμός Strouhal, ο
οποίος περιράφει περιοδικές ροές, δίνεται από τη σέση

Str =
fD

V∞
≈ 0.166 (4.2.1)

όπου f είναι η συνότητα έκυσης στροίν, D το μήκος αδιαστατοποίησης, που
στην προκειμένη περίπτση είναι η διάμετρος του κυίνδρου και V∞ η επ’άπειρον τα-
ύτητα. Από αντίστοια πειράματα έει δειεί πς ια αριμό Reynolds Re = 100,
ο αριμός Strouhal είναι περίπου ίσος με 0.165, ίσος δηαδή με αυτόν που προέκυψε
από την αριμητική επίυση τν εξισώσεν ροής.

Στα σήματα 4.4αʹ και 4.4ʹ δίνονται οι στιμιαίοι συντεεστές άνσης και οπι-
σέκουσας, αντίστοια. Η άνση που ασκείται στον κύινδρο έει την περίοδο του
φαινομένου, ενώ η οπισέκουσα έει εύοα τη μισή. Αυτό μπορεί να δικαιοοηεί
ό του ότι η άνση σε μια περίοδο αάζει φορά, καώς παίρνει και αρνητικές
τιμές, ενώ η οπισέκουσα έει πάντα την φορά της αδιατάραης ροής και, κατά συ-
νέπεια, όταν η άνση ρίσκεται στις αρνητικές τιμές, η οπισέκουσα οοκηρώνει
άη μια περίοδο.
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Σήμα 4.4: Μη-ελεγχόμενη περίπτωση, χωρίς αναρρόφηση ή έγχυση ρευστού από τις
δέσμες. Στιγμιαίοι συντελεστές άνωσης και οπισθέλκουσας.
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Οι τιμές της μέσης τιμής του τετραώνου της άνσης και της οπισέκουσας, δηαδή
η συνάρτηση κόστους ια κάε δύναμη, υποοίζονται αντίστοια:

FL =
1

2T

∫ a+T

a

c2L dt = 0.0303 και FD =
1

2T

∫ a+T

a

c2D dt = 0.9656

4.3 Τοποέτηση τν δεσμών ρευστού
Ο έτιστος έεος της ροής που α ακοουήσει, ίνεται με δέσμες έυσης ή
αναρρόφησης ρευστού. Αυτό επιτυάνεται πρακτικά με την αφαίρεση μέρους του
στερεού τοιώματος του κυίνδρου, έτσι ώστε να είναι δυνατή η έυση ή αναρ-
ρόφηση ρευστού σε αυτό το σημείο, με τη οήεια κατάηου μηανισμού. Στην
προσομοίση του προήματος, η μοντεοποίηση τν δεσμών ίνεται μέσ τν ορια-
κών συνηκών στο στερεό τοίμα. Πέον, η ταύτητα στο σύνορο του κυίνδρου,
αμάνει την τιμή της ταύτητας της κάε δέσμης (σέση 2.1.3), στην περίπτση
που υπάρει σε αυτή την έση, διαφορετικά είναι μηδενική, όπς ορίζει η συνήκη μη
οίσησης. Έτσι, τοποετήηκαν στον κύινδρο 20 δέσμες ρευστού, ισομοιρασμένες
σε όη την περιφέρεια, όπς φαίνεται στο σήμα 4.5. Δεδομένης της συμμετρίας του
προήματος, οι δέσμες που ρίσκονται αντικατοπτρικά ς προς την οριζόντια διά-
μετρο του κυίνδρου, ερούνται ς μία, καώς αναμένεται να αμάνουν ίδιες τιμές
ταύτητας.

Σήμα 4.5: Κύλινδρος με δέσμες ρευστού. Με κόκκινο χρώμα είναι οι θέσεις, όπου έχουν
τοποθετηθεί τα jets, ενώ με μπλε το τοίχωμα του κυλίνδρου.



Κεφάαιο 5

Εαιστοποίηση της μέσης τιμής του τε-
τραώνου της άνσης
Σε αυτό το κεφάαιο εφαρμόζεται η συνεής συζυής μέοδος ια το έτιστο
έεο της ροής, με στόο την εαιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραώνου
της άνσης. Για κάε κύκο ετιστοποίησης επιύεται το ευύ πρόημα με τις
νέες μεταητές σεδιασμού που έουν προκύψει και, ύστερα, επιύεται το συζυές
πρόημα, αντίστροφα στον ρόνο. Μετά την ααή τν μεταητών σεδιασμού,
που αποτεούν παραμέτρους τν οριακών συνηκών στο στερεό τοίμα, η περιοδι-
κότητα επιτυάνεται πάι, έπειτα από κάποιο αριμό περιόδν που αρακτηρίζουν τη
μεταατική φάση του φαινομένου. Έτσι, ια μια περίοδο όπου η περιοδικότητα έει
αποκατασταεί καί στο ευύ καί στο συζυές πρόημα, υποοίζονται οι παρά-
οι ευαισησίας, με άση τις οποίες υποοίζονται οι νέες μεταητές σεδιασμού,
σύμφνα με την μέοδο της απότομης καόδου.

Οι δέσμες ρευστού έουν τοποετηεί, όπς έει δειεί στην ενότητα 4.3, ενώ οι
τιμές τν παραμέτρν της ταύτητας κάε δέσμης ια τον πρώτο κύκο της ετι-
στοποίησης είναι

Ak = 0m/s, tk0 = 0 s, fjets = 10Hz

Η πρόεξη της ροής σε κάε κύκο ετιστοποίησης ίνεται ια 16s, ενώ τα πρώτα 6s
της πρτεύουσας και της συζυούς ροής δεν ρησιμοποιούνται ια τον υποοισμό
τν παραών ευαισησίας, ό του μεταατικού φαινομένου που περιράφηκε
παραπάν. Τέος, το ρονικό ήμα που ρησιμοποιήηκε είναι ∆t = 4 · 10−4s.
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Oι κύκοι ετιστοποίησης έιναν ια τους παρακάτ συνδιασμούς τν μεταητών
σεδιασμού:

• Μετααόμενο πάτος ταάντσης Ak της κάε δέσμης ρευστού (tk0 και fjets
σταερές)

• Μετααόμενο πάτος ταάντσης Ak και μετααόμενη φάση tk0 της κάε
δέσμης ρευστού (fjets σταερή)

5.1 Βέτιστος έεος με μεταητές σεδια-
σμού τα πάτη ταάντσης Ak

Έπειτα από την υοποίηση του ρόου ετιστοποίησης ια την εαιστοποίηση της
μέσης τιμής του τετραώνου της άνσης, η τιμή αυτής σε μια περίοδο έει μηδενιστεί,
ενώ η μέση τιμή του τετραώνου της οπισέκουσας έει μειεί. Πιο συκεκριμένα,
οι τιμές που αμάνει η συνάρτηση κόστους κάε δύναμης είναι:

FL = 2 · 10−13 και FD = 0.7892

Προφανώς, ια τον υποοισμό τν παραπάν τιμών έουν ρησιμοποιηεί και εδώ
οι αδιάστατοι συντεεστές τν δυνάμεν, cL και cD, ενώ, αξίζει να σημειεί, πς η
μείση της συνάρτησης κόστους που αφορά στην οπισέκουσα, προέκυψε ρίς να
αποτεεί στόο της ετιστοποίησης που πραματοποιήηκε.

Η στιμιαία τιμή της οπισέκουσας και του τετραώνου της, που προέκυψαν ια
την έτιστη ύση, παρουσιάζονται στα σήματα 5.1αʹ και 5.1ʹ αντίστοια. Παρόο
που η μέση τιμή της οπισέκουσας έει μειεί, έει αυξηεί σημαντικά το πάτος
ταάντσης της, ενώ, όπς αναμένεται, η περίοδος της ταυτίζεται πέον με την πε-
ρίοδο τν jets.

Τα πεδία ταύτητας και πίεσης της έτιστης ύσης που προκύπτει έπειτα από την
υοποίηση του ρόου ετιστοποίησης, παρουσιάζονται στα σήματα 5.2 και 5.3,
ια έξι στιμιότυπα στο εύρος μιας περιόδου του φαινομένου, που πέον ισούται με
την περίοδο τν jets. Είναι εμφανές, ότι η έκυση στροίν έει πέον εξαειφεί,
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Σήμα 5.1: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώνου
της άνωσης. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης των δεσμών. Στιγμιαίες τιμές
του συντελεστή οπισθέλκουσας και του τετραγώνου του, για τη βέλτιστη λύση

οδηώντας έτσι σε έναν σεδόν μόνιμο ομόρρου.

Πιο συκεκριμένα, μπορεί να παρατηρήσει κανείς στο σήμα 5.3, πς το πεδίο της
πίεσης είναι συμμετρικό ς προς τον οριζόντιο άξονα που διέρεται από το κέντρο
του κυίνδρου, κάτι που εξηεί το μηδενισμό της άνσης που ασκείται στον κύιν-
δρο. Ακόμα, είναι εμφανής η περιοδικότητα της πίεσης, με περίοδο T = 0.1s, που
ταυτίζεται με αυτή τν δεσμών ρευστού.

Στα σήματα 5.4 και 5.5 παρουσιάζονται τα πεδία της συζυούς ταύτητας και συ-
ζυούς πίεσης αντίστοια ια τον πρώτο κύκο ετιστοποίησης, σε έξι ρονικά
στιμιότυπα στο εύρος της περίοδου του πρτεύοντος φαινομένου, T ≈ 0.59s.

Για όους σύκρισης, στο σήμα 5.6 παρουσιάζεται το πεδίο της συζυούς ταύ-
τητας, υποοισμένο στον τεευταίο κύκο ετιστοποίησης. Οι τιμές του μέτρου
της συζυούς ταύτητας είναι εμφανώς μειμένες, καώς, η ’είσοδος’ του συζυούς
ρίου είναι το στερεό τοίμα, όπου η ταύτητα αμάνει τιμή από τη δύναμη που
τίεται προς εαιστοποίηση (Σέση 2.5.4). Έτσι, η τιμή της άνσης κοντά στο
μηδέν οδηεί και στις μικρές τιμές της συζυούς ταύτητας.
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Σήμα 5.2: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώνου
της άνωσης. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης των δεσμών. Έξι ισαπέχοντα
στιγμιότυπα του βέλτιστου πεδίου ταχύτητας σε μια περίοδο του φαινομένου που, πλέον,
ταυτίζεται με την περίοδο των jets, Tjets = 0.1s.
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Σήμα 5.3: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώ-
νου της άνωσης. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης των δεσμών. Έξι ισαπέ-
χοντα στιγμιότυπα του βέλτιστου πεδίου πίεσης σε μια περίοδο του φαινομένου που, πλέον,
ταυτίζεται με την περίοδο των jets, Tjets = 0.1s
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Σήμα 5.4: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώ-
νου της άνωσης. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης των δεσμών. Έξι ισαπέ-
χοντα στιγμιότυπα του πεδίου της συζυγούς ταχύτητας, υπολογισμένο για τον πρώτο κύκλο
βελτιστοποίησης, σε μια περίοδο του πρωτεύοντος φαινομένου, T ≈ 0.59s.
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Σήμα 5.5: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετρα-
γώνου της άνωσης. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης των δεσμών. Έξι ισα-
πέχοντα στιγμιότυπα του πεδίου της συζυγούς πίεσης, υπολογισμένο στον πρώτο κύκλο
βελτιστοποίησης, σε μια περίοδο του πρωτεύοντος φαινομένου, T ≈ 0.59s.
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Σήμα 5.6: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώνου
της άνωσης. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης των δεσμών. Έξι ισαπέχοντα
στιγμιότυπα του πεδίου της συζυγούς ταχύτητας, υπολογισμένο στον τελευταίο κύκλο βελ-
τιστοποίησης, σε μια περίοδο του φαινομένου που, πλέον, ταυτίζεται με την περίοδο των
jets, Tjets = 0.1s
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Στο σήμα 5.7 παρουσιάζονται οι έτιστες τιμές ια το πάτος ταάντσης Ak

της κάε δέσμης ρευστού, που προέκυψαν ια ετιστοποίηση με στόο την εα-
ιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραώνου της άνσης. Υπενυμίζεται ότι ό
της συμμετρίας του προήματος, εέεται μόνο η σειρά δεσμών ρευστού στο άν
μέρος της περιφέρειας του κύινδρου, ενώ οι τιμές της κάτ σειράς αμάνονται
αντικατοπτρικά ίσες. Οι οκτώ πρώτες δέσμες κατά την κατεύυνση της ροής, είναι
δέσμες αναρρόφησης, όπς φαίνεται και από το πρόσημο του πάτους τους, ενώ οι
υπόοιπες είναι έυσης. Με την περιοδική αναρρόφηση ρευστού σε μεάη έκταση
της περιφέρειας του κυίνδρου, καυστερείται και, τεικά, εξαείφεται η μη-μόνιμη
αποκόηση της ροής και, κατά συνέπεια, η έκυση τν στροίν von Karman, που
ευύνονται ια τη δημιουρία της άνσης. Έτσι, εξηείται η μονιμότητα του ομόρρου
στις περιοές που δεν επηρεάζονται από την περιοδικότητα τν δεσμών ρευστού, και
η μηδενική άνση, που παρουσιάστηκαν σε προηούμενα σήματα.

Δέσμη Πάτος
Ρευστού Ak

1 -0.0102
2 -0.0207
3 -0.0221
4 -0.0269
5 -0.0372
6 -0.0475
7 -0.0426
8 -0.0205
9 0.0011
10 0.0108
11 0.0052

Σήμα 5.7: Βέλτιστες τιμές για κάθε πλάτος ταλάντωσης Ak, με συνάρτηση κόστους τη
μέση τιμή του τετραγώνου της άνωσης.

Στο σήμα 5.8αʹ παρουσιάζεται η σύκιση του αορίμου ετιστοποίησης. Συ-
νοικά, οοκηρώηκαν 30 κύκοι ετιστοποίησης, παρόο που, όπς φαίνεται και
στο προαναφερέν σήμα, η σύκιση έει επιτευεί πού νρίτερα. Ακόμα, στο
σήμα 5.8ʹ παρουσιάζονται οι τιμές τν παραών ευαισησίας που υποοίστη-
καν σε κάε κύκο ετιστοποίησης, ια πέντε δέσμες ρευστού, στις έσεις 3, 5, 7,
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9 και 11, με την αρίμηση να ταυτίζεται με αυτή του σήματος 5.7.

Η ταανττική συμπεριφορά που παρουσιάζει η σύκιση της παραώου ευαισησίας
κάε δέσμης, οφείεται στο ότι η τιμή του συντεεστή η που έει επιεεί ια τη
μέοδο της απότομης καόδου, είναι κοινή ια όες τις δέσμες. Δεδομένου ότι η
υποοιζόμενη παράος ευαισησίας κάε δέσμης είναι ανεξάρτητη τν άν,
α ήταν μάον ιδανικό οι τιμές τν παραμέτρν κάε δέσμης να ανανεώνονται με
ξεριστό η. Αυτό όμς, προϋποποέτει ξεριστή μεέτη ια την επιοή της τιμής
του η ια κάε δέσμη, που προφανώς, ό του πήους τους δεν είναι εφικτό.
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(ʹ) Σύκλιση των παραγώγων ευαισθησίας, για πέντε
δέσμες ρευστού.

Σήμα 5.8: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώνου
της άνωσης, με μεταβλητές σχεδιασμού τα πλάτη ταλάντωσης Ak.

5.2 Βέτιστος έεος με μεταητές σεδια-
σμού τα πάτη ταάντσης Ak και τις φά-
σεις tk0

Έπειτα από την υοποίηση του ρόου ετιστοποίησης, η μέση τιμή του τετραώνου
της άνσης σε μια περίοδο έει μηδενιστεί, ενώ η μέση τιμή του τετραώνου της οπι-
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σέκουσας, όμοια με την προηούμενη περίπτση, έει μειεί. Πιο συκεκριμένα,
οι τιμές που αμάνει η συνάρτηση κόστους κάε δύναμης είναι:

FL = 5 · 10−15 και FD = 0.6045

Για τον υποοισμό τν παραπάν τιμών έουν ρησιμοποιηεί και εδώ οι αδιάστατοι
συντεεστές τν δυνάμεν, cL και cD. Συκριτικά με την περίπτση που μεταητές
σεδιασμού ήταν μόνο τα πάτη Ak, η μείση της μέσης τιμής του τετραώνου της
άνσης και της οπισέκουσας είναι αρκετά μεαύτερη. Πρέπει να σημειεί, ότι
και εδώ, η μείση της συνάρτησης κόστους της οπισέκουσας προέκυψε, παρόο
που η εαιστοποίηση αφορούσε στη δύναμη της άνσης, ρίς δηαδή να αποτεεί
στόο της ετιστοποίησης που πραματοποιήηκε.

Το πεδίο ταύτητας της έτιστης ύσης που προκύπτει έπειτα από την υοποίηση
του ρόου ετιστοποίησης, παρουσιάζεται στο σήμα 5.9. Το πεδίο αυτό δεν εμφα-
νίζει μεάες διαφορές σε σέση με το πεδίο ταύτητας που προέκυψε ια τη έτιστη
ύση της περίπτσης που εξετάστηκε στην ενότητα 5.1. Και εδώ, η επίδραση τν
δεσμών ρευστού έει σαν αποτέεσμα το μηδενισμό της άνσης, καώς η έκυση
στροίν έει εξαειφεί και ο ομόρρους έει ίνει σεδόν μόνιμος.

Στο σήμα 5.10, παρουσιάζονται το διάνυσμα και η φάση της ταύτητας κάε δέσμης
ρευστού, σε έξι ισαπέοντα στιμιότυπα, στο έυρος μιας περιόδου, Tjets = 0.1s.

Η στιμιαία τιμή της οπισέκουσας και του τετραώνου της, που προέκυψαν ια τη
έτιστη ύση, παρουσιάζονται στα σήματα 5.11αʹ και 5.11ʹ, μαζί με τις αντίστοιες
τιμές της έτιστης ύσης της ενότητας 5.1. Μεταάοντας μαζί με το πάτος και
τη φάση κάε δέσμης ρευστού, έει επιτευεί η μείση του πάτους ταάντσης
της οπισέκουσας, που όπς σημειώηκε στην προηούμενη ενότητα, ήταν αρκετά
αυξημένο.
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Σήμα 5.9: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώνου
της άνωσης. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης και οι φάσεις των δεσμών.
Έξι ισαπέχοντα στιγμιότυπα του βέλτιστου πεδίου ταχύτητας σε μια περίοδο του φαινομένου
που, πλέον, ταυτίζεται με την περίοδο των jets, Tjets = 0.1s.
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Σήμα 5.10: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετρα-
γώνου της άνωσης. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης και οι φάσεις των
δεσμών. Έξι ισαπέχοντα στιγμιότυπα του διανύσματος της ταχύτητας των δεσμών ρευστού
για τη βέλτιστη λύση, στο εύρος μιας περιόδου, T = 0.1s. Ο κύλινδρος έχει χρωματιστεί
ανάλογα με την τιμή της φάσης που έχει η ταχύτητα της δέσμης ρευστού σε κάθε θέση.
Προφανώς στο τοίχωμα του κυλίνδρου, όπου δεν υπάρχει δέσμη ρευστού, η τιμή είναι μηδέν
(πορτοκαλί χρώμα).
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Σήμα 5.11: Στιγμιαίες τιμές του συντελεστή οπισθέλκουσας και του τετραγώνου του,
για την περίπτωση που δεν υπάρχει έλεγχος με δέσμες ρευστού, και για το βέλτιστο έλεγχο
που προέκυψε με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώνου της άνωσης,
για την περίπτωση που μεταβάλλεται μόνο το πλάτος Ak κάθε δέσμης (A) και για την
περίπτωση που μεταβάλλεται το πλάτος Ak και η φάση tk0 κάθε δέσμης (Β).

Στον πίνακα 5.1, παρουσιάζονται συκεντρτικά οι έτιστες τιμές τν μεταητών
σεδιασμού, που προέκυψαν ια τις δύο περιπτώσεις που μεετήηκαν. Το έτιστο
πάτος ταάντσης κάε δέσμης είναι σεδόν ίσο και στις δύο περιπτώσεις. Επίσης,
αξίζει να σημειεί, πς στη δεύτερη περίπτση που η φάση κάε δέσμης ήταν μετα-
ητή σεδιασμού, η φάση της πρώτης δέσμης στον κύινδρο, διατηρήηκε σταερή
και ίση με μηδέν, ια να αποφευεί τυούσα ’οίσηση’ όν τν φάσεν προς μια
κατεύυνση, καώς σημασία έει η διαφορά φάσης που έουν οι δέσμες μεταξύ τους.

Στο σήμα 5.12αʹ παρουσιάζεται η σύκιση του αορίμου ετιστοποίησης. Στην
περίπτση που μεταάεται και η φάση tk0 μαζί με την ένταση Ak

0 κάε δέσμης
παρατηρείται εαφρώς ταύτερη σύκιση. Ακόμα, στο σήμα 5.12ʹ παρουσιάζονται
οι τιμές τν παραών ευαισησίας ς προς τη φάση tk0, που υποοίστηκαν σε
κάε κύκο ετιστοποίησης, ια πέντε δέσμες ρευστού, στις έσεις 3, 5, 7, 9 και
11, με την αρίμηση να ταυτίζεται με αυτή του σήματος 5.7. Και εδώ εμφανίζεται
η ταανττική συμπεριφορά τν παραών που οφείεται στον συντεεστή η που
έει επιεεί ια τη μέοδο της απότομης καόδου.
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Μεταητές Σεδιασμού
1η Περίπτση 2η Περίπτση

Δέσμη Πάτος Πάτος Φάση
Ρευστού Ak Ak tk0

1 -0.0102 -0.0108 0
2 -0.0207 -0.0218 -0.0125
3 -0.0221 -0.0231 -0.0106
4 -0.0269 -0.0278 -0.0245
5 -0.0372 -0.0387 -0.0761
6 -0.0475 -0.0503 -0.0381
7 -0.0426 -0.0444 0.0143
8 -0.0205 -0.0220 -0.0186
9 0.0011 0.0008 -0.0077
10 0.0108 0.0111 -0.0435
11 0.0052 0.0053 -0.0025

Πίνακας 5.1: Βέλτιστες τιμές των μεταβλητών σχεδιασμού για μεταβαλλόμενο πλάτος
ταλάντωσης Ak κάθε δέσμης (1η Περίπτωση) και για μεταβαλλόμενο πλάτος Ak και με-
ταβαλλόμενη φάση tk0 κάθε δέσμης (2η Περίπτωση).
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(ʹ) Σύκλιση των παραγώγων ευαισθησίας ως προς
τη φάση tk0, για πέντε δέσμες ρευστού.

Σήμα 5.12: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τε-
τραγώνου της άνωσης, με μεταβλητή σχεδιασμού για κάθε δέσμη ρευστού k, το πλάτος
ταλάντωσης Ak και τη φάση tk0.
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Κεφάαιο 6

Εαιστοποίηση της μέσης τιμής του τε-
τραώνου της οπισέκουσας
Σε αυτό το κεφάαιο εφαρμόζεται η συνεής συζυής μέοδος ια το έτιστο
έεο της ροής, με στόο την εαιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραώνου της
οπισέκουσας. Για κάε κύκο ετιστοποίησης, όμοια με την προηούμενη περί-
πτση, επιύεται το ευύ πρόημα με τις νέες μεταητές σεδιασμού που έουν
προκύψει, και ύστερα, επιύεται το συζυές πρόημα, αντίστροφα στον ρόνο. Οι
παράοι ευαισησίας υποοίζονται ια μια περίοδο, που η περιοδικότητα του ευ-
εός και του συζυούς προήματος έει αποκατασταεί.

Οι δέσμες ρευστού έουν τοποετηεί όπς και στην προηούμενη περίπτση που
αναύηκε στην ενότητα 5, ενώ οι τιμές τν παραμέτρν της ταύτητας της κάε
δέσμης στον πρώτο κύκο ετιστοποίησης είναι και πάι

Ak = 0m/s, tk0 = 0 s, fjets = 10Hz

Η πρόεξη της ροής σε κάε κύκο ετιστοποίησης ίνεται ια 16s, ενώ τα πρώτα 6s
της πρτεύουσας και της συζυούς ροής δεν ρησιμοποιούνται ια τον υποοισμό
τν παραών ευαισησίας, ό του μεταατικού φαινομένου που περιράφηκε
παραπάν. Τέος, το ρονικό ήμα που ρησιμοποιήηκε είναι ∆t = 4 · 10−4s.

Oι κύκοι ετιστοποίησης έιναν ια διάφορους συνδιασμούς τν μεταητών σε-
διασμού:

• Μετααόμενο πάτος ταάντσης Ak της κάε δέσμης ρευστού (tk0 και fjets
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σταερές)

• Μετααόμενο πάτος ταάντσης Ak και μετααόμενη φάση tk0 της κάε
δέσμης ρευστού (fjets σταερή)

• Μετααόμενη συνότητα fjets (Ak και tk0 σταερά)

6.1 Βέτιστος έεος με μεταητές σεδια-
σμού τα πάτη ταάντσης Ak

Έπειτα από την υοποίηση του ρόου ετιστοποίησης η μέση τιμή του τετραώνου
της οπισέκουσας έει μειεί αισητά, ενώ, η μέση τιμή του τετραώνου της άνσης
έει μηδενισεί. Πιο συκεκριμένα, οι τιμές της συνάρτησης κόστους ια κάε δύναμη,
υποοισμένες ια τους αδιάστατους συντεεστές cD και cL είναι:

FD = 0.3382 και FL = 0.0

Αξίζει να σημειεί, πς ο μηδενισμός της μέσης τιμής του τετραώνου της άνσης
προέκυψε ρίς να αποτεεί σε αυτήν την περίπτση, στόο της ετιστοποίησης
που πραματοποιήηκε.

Η στιμιαία τιμή του συντεεστή της αντίστασης και του τετραώνου του ια την
περίπτση που η ταύτητα της κάε δέσμης ρευστού αμάνει τη έτιστη τιμή ια
την ένταση της, φαίνεται στα σήματα 6.1αʹ και 6.1ʹ. Με την επίδραση τν jets στη
ροή, η μέση τιμή της οπισέκουσας μειώνεται αισητά, αά το πάτος ταάντσης
είναι αρκετά αυξημένο. Στο σήμα 6.1αʹ, φαίνεται πς με το έτιστο έεο της
ροής η τιμή της στιμιαίας οπισέκουσας είναι πάντα μικρότερη από την αντίστοιη
της μη-εεόμενης περίπτσης, ενώ, ια ένα μέρος της περιόδου αμάνει αρνητικές
τιμές.

Το πεδίο ταύτητας ια τη έτιστη ύση που προέκυψε παρουσιάζεται στο σήμα
6.4, σε έξι ισαπέοντα στιμιότυπα στο εύρος μια περιόδου, που πέον ταυτίζεται
με αυτή τν jets, Tjets = 0.1s. Τα αποτεέσματα δεν διαφέρουν ποιοτικά από αυτά
που προέκυψαν ια την εαιστοποίηση της άνσης. Οι δέσμες ρευστού προσδίδουν
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Σήμα 6.1: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώνου
της οπισθέλκουσας. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης των δεσμών. Στιγμιαίες
τιμές του συντελεστή οπισθέλκουσας και του τετραγώνου του, για τη βέλτιστη λύση

ενέρεια στο ρευστό, ’φρεσκάροντας’ το οριακό στρώμα και αποτρέποντας την απο-
κόηση τν δύο δημιουρούμενν στροίν. Έτσι ο ομόρρους αποτεείται από
τις δύο περιοές ανακυκοφορίας, που εμφανίζονται σε ροές μικρότερν αριμών Re,
όπς περιράφηκε στην ενότητα 1.1 και παρουσιάζεται στο σήμα 6.2.

Στο σήμα 6.5 παρουσιάζεται τo πεδίo της συζυούς ταύτητας ια τον πρώτο κύ-
κο ετιστοποίησης, στο εύρος μιας περιόδου του φαινομένου, T ≈ 0.59s, ενώ στο
σήμα 6.6 παρουσιάζεται το ίδιο πεδίο υποοισμένο στον τεευταίο κύκο ετι-
στοποίησης. Στον πρώτο κύκο, υπήρε ένας περιοδικός ομόρρους, κατ’αντιστοιία
με την πρτεύουσα ροή, ο οποίος στην πορεία της ετιστοποίησης άνει την περιο-
δικότητα του.

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι ραμμές ροής της συζυούς ταύτητας κο-
ντά στον κύινδρο. Λαμάνοντας υπόψην τις οριακές συνήκες του προήματος, το
στερεό τοίμα του κυίνδρου αποτεεί την είσοδο και έξοδο του ρίου, δεδομένου
ότι στα όρια του περιάοντος ρίου η συζυής ταύτητα αμάνει την τιμή μη-
δέν. Στο σήμα 6.3 παρουσιάζονται οι ραμμές ροής της συζυούς ταύτητας, που
έουν τη μορφή διπόου, καώς η συζυής ροή που εισέρεται από το αριστερό ημι-
σφαίριο του κυίνδρου, στρέφεται και εξέρεται από το δεξί. Ο ομόρρους αριστερά
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του κυίνδρου ρίσκεται μεταξύ δύο στρμάτν μηδενικής συζυούς ταύτητας, κα-
ώς, εστερικά η ταύτητα έει φορά προς τα αριστερά, ενώ εξτερικά η συζυής
ταύτητα ’επιστρέφει’ προς τον κύινδρο.

Σήμα 6.2: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώνου
της οπισθέλκουσας. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης των δεσμών. Πεδίο
ταχύτητας και γραμμές ροής για το βέλτιστο έλεγχο της ροής.

Σήμα 6.3: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώνου
της οπισθέλκουσας. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης των δεσμών. Πεδίο
συζυγούς ταχύτητας και γραμμές ροής για το βέλτιστο έλεγχο της ροής.
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Σήμα 6.4: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώ-
νου της οπισθέλκουσας. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης των δεσμών. Έξι
ισαπέχοντα στιγμιότυπα του βέλτιστου πεδίου ταχύτητας σε μια περίοδο του φαινομένου
που, πλέον, ταυτίζεται με την περίοδο των jets, Tjets = 0.1s.
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Σήμα 6.5: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετρα-
γώνου της οπισθέλκουσας. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης των δεσμών.
Έξι ισαπέχοντα στιγμιότυπα του πεδίου της συζυγούς ταχύτητας, υπολογισμένο στον πρώτο
κύκλο βελτιστοποίησης, σε μια περίοδο του πρωτεύοντος φαινομένου, T ≈ 0.59s.
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Σήμα 6.6: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετρα-
γώνου της οπισθέλκουσας. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης των δεσμών.
Έξι ισαπέχοντα στιγμιότυπα του πεδίου της συζυγούς ταχύτητας, υπολογισμένο στον τε-
λευταίο κύκλο βελτιστοποίησης, σε μια περίοδο του φαινομένου που, πλέον, ταυτίζεται με
την περίοδο των jets, Tjets = 0.1s.
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Στο σήμα 6.7 παρουσιάζονται οι έτιστες τιμές ια το πάτος ταάντσης Ak της
κάε δέσμης ρευστού, που προέκυψαν ια ετιστοποίηση με στόο την εαιστο-
ποίηση της μέσης τιμής του τετραώνου της οπισέκουσας. Οι τιμές που αμάνουν
τα πάτη σε αυτήν την περίπτση είναι πού μεαύτερες. Οι τεευταίες 3 δέσμες
(έσεις 9, 10 και 11) έουν πού μικρή τιμή συκριτικά με τις υπόοιπες και κατά
πάσα πιανότητα δεν επηρεάζουν πού το αποτέεσμα. Ακόμα, οι δέσμες στις έσεις
1, 2 και 3, που στην περίπτση της εαιστοποίησης της άνσης ήταν δέσμες αναρ-
ρόφησης, σε αυτήν την περίπτση είναι έυσης, κάτι που προφανώς έει να κάνει
με τη μείση της οπισέκουσας.

Επίσης, η μέιστη τιμή του πάτους στην περίπτση της αναρρόφησης και της έυ-
σης είναι -0.122 και 0.0569 αντίστοια και αφορούν στη μέιστη τιμή της ταύτητας
της δέσμης. Δεδομένου ότι η ταύτητα της επ’άπειρον ροής είναι v∞ = 0.1m/s, είναι
εμφανές πς προσδίδεται μεάη ποσότητα ενέρειας ια τον έεο, και μπορούν
να δικαιοοηούν οι αρνητικές τιμές οπισέκουσας που προέκυψαν, υποδεικνύο-
ντας πς η δύναμη ό ορμής από τις δέσμες υπερέει αυτών της πίεσης και της
συνεκτικότητας.

Δέσμη Πάτος
Ρευστού Ak

1 0.0285
2 0.0569
3 0.0440
4 -0.025
5 -0.122
6 -0.082
7 -0.035
8 -0.008
9 0.0040
10 0.0070
11 0.0018

Σήμα 6.7: Βέλτιστες τιμές για κάθε πλάτος ταλάντωσης Ak, με συνάρτηση κόστους τη
μέση τιμή του τετραγώνου της οπισθέλκουσας.
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Στο σήμα 6.8 παρουσιάζεται η σύκιση του αορίμου ετιστοποίησης που πρα-
ματοποιήηκε ια 30 κύκους.
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Σήμα 6.8: Σύγκλιση του αλγορίθμου βελτιστοποίησης με στόχο την ελαχιστοποίηση
της μέσης τιμής του τετραγώνου της οπισθέλκουσας, με μεταβλητές σχεδιασμού τα πλάτη
ταλάντωσης Ak.

6.2 Βέτιστος έεος με μεταητές σεδια-
σμού τα πάτη ταάντσης Ak και τις φά-
σεις tk0

Έπειτα από την υοποίηση του ρόου ετιστοποίησης η μέση τιμή του τετραώνου
της οπισέκουσας έει μειεί ακόμα περισσότερο σε σέση με την περίπτση της
ενότητας 6.1, ενώ, η μέση τιμή του τετραώνου της άνσης έει μηδενισεί και πάι.
Πιο συκεκριμένα, οι τιμές της συνάρτησης κόστους ια κάε δύναμη, υποοισμένες
ια τους αδιάστατους συντεεστές cD και cL είναι:

FD = 0.1023 και FL = 0.0

Η στιμιαία τιμή του συντεεστή της αντίστασης και του τετραώνου του ια την
περίπτση που η ταύτητα της κάε δέσμης ρευστού αμάνει τη έτιστη τιμή ια
το πάτος ταάντσης και τη φάση της, φαίνεται στα σήματα 6.1αʹ και 6.1ʹ. Με τη
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μεταοή της φάσης κάε δέσμης, μαζί με μεάη μείση της μέσης ρονικά τιμής
της, έει επιτευεί και μεάη μείση στη διακύμανση της στιμιαίας οπισέκου-
σας.
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Σήμα 6.9: Στιγμιαίες τιμές του συντελεστή οπισθέλκουσας και του τετραγώνου του, για
την περίπτωση που δεν υπάρχει έλεγχος με δέσμες ρευστού, και για το βέλτιστο έλεγχο που
προέκυψε με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώνου της οπισθέλκουσας,
για την περίπτωση που μεταβάλλεται μόνο το πλάτος Ak κάθε δέσμης (A) και για την
περίπτωση που μεταβάλλεται το πλάτος Ak και η φάση tk0 κάθε δέσμης (Β).

Το πεδίο ταύτητας μεενυμένο κοντά στον κύινδρο και οι ραμμές ροής ια το
έτιστο έεο παρουσιάζονται στο σήμα 6.10. Παρατηρώντας το σήμα, είναι
εμφανές πς η ένταση της ταύτητας είναι αισητά μειμένη σε σέση με την πε-
ρίπτση που μεετήηκε στην ενότητα 6.1, ενώ και εδώ εμφανίζονται οι περιοές
ανακυκοφορίας, στον ομόρρου του κυίνδρου.

Στο σήμα 6.11 παρουσιάζεται το πεδίο της συζυούς ταύτητας που υποοίσηκε
ια τον τεευταίο κύκο ετιστοποίησης, μαζί με τις ραμμές ροής. Τα αποτε-
έσματα μοιάζουν ποιοτικά με την περίπτση που μεετήηκε στην προηούμενη
ενότητα.
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Σήμα 6.10: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετρα-
γώνου της οπισθέλκουσας. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης και τις φάσεις
των δεσμών. Έξι ισαπέχοντα στιγμιότυπα του πεδίου ταχύτητας και των γραμμών ροής για
βέλτιστο έλεγχο σε μια περίοδο του φαινομένου που, πλέον, ταυτίζεται με την περίοδο των
jets, Tjets = 0.1s.
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Σήμα 6.11: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώ-
νου της οπισθέλκουσας. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης και τις φάσεις των
δεσμών. Έξι ισαπέχοντα στιγμιότυπα του πεδίου της συζυγούς ταχύτητας και των γραμμών
ροής υπολογισμένα στον τελευταίο κύκλο βελτιστοποίησης, σε μια περίοδο του φαινομένου
που, πλέον, ταυτίζεται με την περίοδο των jets, Tjets = 0.1s.
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Σήμα 6.12: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώ-
νου της οπισθέλκουσας. Μεταβλητές σχεδιασμού: Τα πλάτη ταλάντωσης και οι φάσεις των
δεσμών. Έξι ισαπέχοντα στιγμιότυπα του διανύσματος της ταχύτητας των δεσμών ρευστού
για τη βέλτιστη λύση, στο εύρος μιας περιόδου, T = 0.1s. Ο κύλινδρος έχει χρωματιστεί
ανάλογα με την τιμή της φάσης που έχει η ταχύτητα της δέσμης ρευστού σε κάθε θέση.
Προφανώς στο τοίχωμα του κυλίνδρου, όπου δεν υπάρχει δέσμη ρευστού, η τιμή είναι μηδέν
(πράσινο χρώμα).
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Μεταητές Σεδιασμού
1η Περίπτση 2η Περίπτση

Δέσμη Πάτος Πάτος Φάση
Ρευστού Ak Ak tk0

1 0.0285 0.0345 0
2 0.0569 0.0667 0.0118
3 0.0440 0.0492 0.0073
4 -0.025 -0.0323 -0.0058
5 -0.122 -0.1396 -0.0019
6 -0.082 -0.0785 -0.0010
7 -0.035 -0.0363 -0.0019
8 -0.008 -0.0142 0.0014
9 0.0040 -0.0051 -0.0035
10 0.0070 0.0054 -0.0107
11 0.0018 -0.0006 -0.0021

Πίνακας 6.1: Βέλτιστες τιμές των μεταβλητών σχεδιασμού για μεταβαλλόμενο πλάτος Ak

κάθε δέσμης (1η Περίπτωση) και για μεταβαλλόμενο πλάτος Ak και μεταβαλλόμενη φάση
tk0 κάθε δέσμης (2η Περίπτωση).

Στον πίνακα 6.1, παρουσιάζονται συκεντρτικά οι έτιστες τιμές τν μεταητών
σεδιασμού, που προέκυψαν ια τις δύο περιπτώσεις που μεετήηκαν. Στην δεύτερη
περίπτση, όπου μεταάεται και η φάση κάε δέσμης, τα πάτη Ak τν περισ-
σότερν δεσμών είναι μεαύτερα σε σέση με αυτά που προέκυψαν στην πρώτη
περίπτση.

Επιπρόσετα, πραματοποιήηκε πρόεξη της ροής, με τις δέσμες να αμάνουν την
τιμή του πάτους που προέκυψε ια τη δεύτερη περίπτση, με μηδενική όμς φάση,
και η συνάρτηση κόστους υποοίσηκε FD = 0.34. Είναι εμφανές οιπόν, ότι η
φάση που έουν μεταξύ τους οι δέσμες επιτρέπει την περαιτέρ αύξηση του πάτους
ταάντσης της κάε δέσμης, ρίς να υπάρει αύξηση της μέσης οπισέκουσας,
παρόο που η μέιστη διαφορά φάσης που προέκυψε είναι μόις το 11.8% της περιό-
δου.

Στο σήμα 6.13 παρουσιάζεται η σύκιση του αόριμου ετιστοποίησης ια την
περίπτση που μεετήηκε σε αυτήν την ενότητα και στην ενότητα 6.1. Είναι εμφα-
νές, πς μεταάοντας και τις φάσεις τν δεσμών μαζί με τα πάτη ταάντσης
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επιτυάνονται μικρότερες τιμές της συνάρτησης κόστους, ακόμα και ια τους πρώ-
τους κύκους της ετιστοποίησης. Η σύκιση έαια εμφανίζεται ια μεαύτερο
αριμό κύκν ετιστοποίησης, κάτι που φαίνεται από τη σετικά μεάη κίση που
έει η καμπύη σύκισης. Παρόα αυτά, η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης ια
την περίπτση που μεταητές σεδιασμού είναι τα πάτη και οι φάσεις τν δεσμών,
α είναι πάντα μικρότερη σε σέση με την περίπτση που μεταάονται μόνο τα
πάτη ταάντσης.
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Σήμα 6.13: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τε-
τραγώνου της οπισθέλκουσας. Σύγκλιση του αλγορίθμου βελτιστοποίησης, για μεταβλητή
σχεδιασμού κάθε δέσμης το πλάτος Ak (A), και τον συνδιασμό του πλάτους Ak και της
φάσης tk0 (B).

6.3 Διερεύνηση της παραώου ευαισησίας
ς προς τη συνότητα fjets

Για τη μεέτη της παραώου ευαισησίας ς προς τη συνότητα ρησμοποιήηκαν
οι έτιστες τιμές τν πατών ταάντσης τν δεσμών που προέκυψαν στην ενό-
τητα 6.1. Σε αυτήν την περίπτση, η συνότητα του φαινομένου ταυτίζεται με τη
συνότητα τν δεσμών ρευστού.
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Όπς έει αναφερεί, κατά τη συνεή συζυή διατύπση εμφανίζονται στην έκφραση
της παραώου ευαισησίας όροι, οι οποίοι εξαρτώνται της ρονικής αφετηρίας a

υποοισμού του ρονικού οοκηρώματος. Πιο συκεκριμένα, οι τέσσερις όροι που
αποτεούν την παράο ευαισησίας ς προς τη συνότητα είναι:

H1 =

∫ a+T

a

∫
Γw

{
uivjnj + ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
nj − qni + ui |vjnj|+ ujvj

vmnm

|vrnr|
ni

}
∂vi

∂fjets
dΓdt

H2 =
1

f 2
jets

∫
Ω

ui
∂vi
∂t

dΩ

∣∣∣∣
t=a+T

H3 = − 1

2fjets
g2
∣∣∣∣
t=a+T

H4 =
1

2

∫ a+T

a

g2dt

Ο όρος H4 είναι η τιμή της συνάρτησης κόστους, ποαπασιασμένη με την περίοδο
του φαινομένου T , που ταυτίζεται με την περίοδο τν δεσμών, και είναι ανεξάρτη-
τος του a, καώς αφορά σε οοκήρμα περιοδικής συνάρτησης. Ο όρος H3 είναι η
τιμή της συνάρτησης κόστους τη ρονική στιμή a + T , ποαπασιασμένη με τον
συντεεστή 1

2fjets
και αναμένεται να εξαρτάται περιοδικά του a. Οι όροι H1 και H2

εξαρτώνται άμεσα από τις συζυείς μεταητές. Παρακάτ και ια όους πηρότη-
τας, παρουσιάζεται και ο όρος H∗

1 , που είναι η στιμιαία τιμή του H1, δηαδή

H∗
1 =

∫
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}
∂vi

∂fjets
dΓ

Στο σήμα 6.14 παρουσιάζονται οι τέσσερις όροι που υποοίστηκαν συναρτήσει της
ρονικής αφετηρίας a υποοισμού του ρονικού οοκηρώματος της συνάρτησης
κόστους. Οι όροι H2 και H3 είναι κααρά περιοδικοί, σε αντίεση με τον όρο H1, ο
οποίος τααντώνεται με μεταητό πάτος και σταερή περίοδο και προκύπτει από
την τμηματική οοκήρση σε έυρος μιας περιόδου του H∗

1 (Σήμα 6.14αʹ).

Στο σήμα 6.15 παρουσιάζονται ξανά οι τρεις μη-μόνιμοι όροι, ο όρος H4, που εί-
ναι σταερός και ίσος με 0.03922 και η παράος ευαισησίας, που στην ουσία
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είναι το άροισμα τν προαναφερέντν όρν, συναρτήσει της ρονικής αφετηρίας
a. Η υποοιζόμενη παράος ευαισησίας εμφανίζει μια περιοδικότητα, η οποία
σε σύκριση με τους όρους που την αποτεούν, είναι αμεητέα (Σήμα 6.15αʹ). Πα-
ρόα αυτά, όπς είναι εμφανές και στο σήμα 6.15ʹ, η συμπεριφορά της παραώου
συναρτήσει του a μοιάζει με αυτήν του όρου H1, δηαδή παρουσιάζει μια αύξηση, αυ-
ξανομένου του a. Ακόμα, είναι εμφανής η απόκιση που υπάρει από την παράο
ευαισησίας ς προς τη συνότητα, υποοισμένη με τη μέοδο τν πεπερασμένν
διαφορών.

Η μη-αναμενόμενη συμπεριφορά της παραώου ευαισησίας ς προς τη συνότητα,
και κατ’επέκταση η απόκισή της από την τιμή που υποοίσηκε με τη μέοδο τν
πεπερασμένν διαφορών, μπορεί να προσεισεί και εξηηεί ς προς δύο τομείς,
την κίση τν ευειών στην οποία είναι φραμένη η παράος και την υπερεκτίμησή
της. Η περιοδικότητα που εμφανίζει (Σήμα 6.15ʹ), είναι αμεητέα και πιανώς δεν
μπορεί να αποφευεί, δεδομένου ότι η παράος ευαισησίας αποτεεί άροιση συ-
ναρτήσεν που προκύπτουν από αριμητική επίυση, και κατά συνέπεια οποιοδήποτε
αριμητικό σφάμα α δημιουρεί αντίστοιη ταάντση στην άροιση.

Η κίση τν ευειών στην οποία είναι φραμένη η παράος ευαισησίας, προφα-
νώς, οφείεται κυρίς στον όρο H1. Ο όρος H1 προέρεται από τμηματική αριμητική
οοκήρση του όρου H∗

1 σε εύρος μιας περιόδου (Σήμα 6.14αʹ).

Η υπερεκτίμηση της παραώου ευαισησίας μπορεί να εξηηεί μεετώντας ξερι-
στά τον όρο H2. Ο όρος αυτός αφορά στο ρικό οοκήρμα, σε όο το πεδίο, του
εστερικού ινομένου της συζυούς ταύτητας με τη ρονική παράο της πρτεύ-
ουσας ταύτητας. Όπς α περίμενε κανείς, στην περιοή ’μακρυά’ του κυίνδρου η
ταύτητα είναι ίση με την ταύτητα της αδιατάραης ροής και κατά συνέπεια σταερή.
Έτσι, οιπόν, είναι οικό η τιμή της ρονικής παραώου σε τέτοια μέρη του ρίου
να είναι μηδέν, ή αριμητικά, πού μικρής τάξης μεέους, κάτι που όντς συμαίνει,
όπς φαίνεται και στο σήμα 6.17αʹ. Παρόα αυτά, αμάνοντας υπόψην την, αντί-
στοια, μεάη τάξη μεέους της συζυούς ταύτητας (Σήμα 6.16ʹ) προκύπτει
οικά το συμπέρασμα ότι το εστερικό ινόμενο της συζυούς ταύτητας με τη
ρονική παράο της πρτεύουσας ταύτητας α αμάνει τιμές σε περιοές που
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α έπρεπε να είναι μηδέν. Αυτό επιεαιώνεται και από το σήμα 6.17ʹ στο οποίο πα-
ρουσιάζεται το μεετούμενο εστερικό ινόμενο σε κάε κυψέη, ποαπασιασμένο
με τον όκο της κυψέης. Ενώ, ερητικά, ό της μηδενικής ρονικής παραώου
στις περιοές μακρυά του κυίνδρου α έπρεπε αντίστοια και η τιμή του όρου ui

∂vi
∂t

να είναι μηδέν, στην πράξη αμάνει τιμή, κάτι, που κατά τη ρική οοκήρση οδη-
εί στην υπερεκτίμηση του όρου H2 και κατ’επέκταση της παραώου ευαισησίας
ς προς τη συνότητα.
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Σήμα 6.14: Οι όροι H∗
1 , H1, H2 και H3 συναρτήσει της αρχικής στιγμής a υπολογισμού

του ολοκληρώματος της F .
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Σήμα 6.15: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώ-
νου της οπισθέλκουσας. Υπολογιζόμενη παράγωγος ευαισθησίας ως ως προς τη συχνότητα
fjets συναρτήσει της χρονικής αφετηρίας a

.
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(αʹ) Πρωτεύουσα ταχύτητα.

(ʹ) Συζυγής ταχύτητα.

Σήμα 6.16: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώ-
νου της οπισθέλκουσας. Διάφορα πεδία της πρωτεύουσας και συζυγούς ροής υπολογισμένα
σε μια τυχαία χρονική στιγμή.
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(αʹ) Χρονική μεταβολή της πρωτεύουσας ταχύτητας.

(ʹ) Εσωτερικό γινόμενο της συζυγούς ταχύτητας με τη χρονική μεταβολή της πρωτεύουσας
ταχύτητας, πολλαπλασιασμένο με τον όγκο της εκάστοτε κυψέλης, ui ∂vi∂t VP .

Σήμα 6.17: Βελτιστοποίηση με στόχο την ελαχιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραγώ-
νου της οπισθέλκουσας. Διάφορα πεδία της πρωτεύουσας και συζυγούς ροής υπολογισμένα
σε μια τυχαία χρονική στιγμή. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον έχει ότι, παρόλο που η χρονική μετα-
βολή της πρωτεύουσας ροής είναι αριθμητικά μηδέν, λόγω της μεγάλης τάξης μεγέθους της
συζυγούς ταχύτητας τελικά το εσωτερικό τους γινόμενο λαμβάνει τιμές μη αμελητέες.
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Κεφάαιο 7

Μεέτη της εξάρτησης της δF
δT από τη

ρονική αφετηρία a

Στόος του παρόντος κεφααίου είναι να επαναδιατυπώσει τη συνεή συζυή μέοδο
ια ρονικά μη-μόνιμα προήματα, τα οποία είναι περιοδικά, αά με την περίοδο
T να αποτεεί και αυτή μια μεταητή σεδιασμού. Μετά τη διατύπση της
μεόδου, ακοουεί διερεύνηση της ανεξαρτησίας του αποτεέσματος από την αφε-
τηρία της ρονικής περιόδου οοκήρσης της συνάρτησης στόου. Η διερεύνηση
αφορά ριστά σε κάε όρο-οοκήρμα που προκύπτει στην έκφραση της παρα-
ου ευαισησίας.

Η μεέτη ς προς το κατά πόσο η παράος δF
δT
είναι ανεξάρτητη της τιμής του a

έει ιδιαίτερη σημασία, αφού τα φαινόμενα που εξετάζονται είναι περιοδικά, αά η
περιοδικότητα επιτυάνεται μετά από άνστο αριμό περιόδν που αρακτηρίζουν
τη μεταατική φάση του φαινομένου. Επίσης, από τη διατύπση της συνεούς συζυ-
ούς μεόδου προκύπτουν όροι, που εξαρτώνται άμεσα από την ρονική αφετηρία a,
κάτι που έινε αντιηπτό σε προηούμενο κεφάαιο. Άρα, έει σημασία ο καορισμός
του a και μας ενδιαφέρει όντς το κατά πόσο η παράος δF

δT
εξαρτάται από την

επιεείσα τιμή του a.
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7.1 Διατύπση του προήματος

Έστ ευύς αός μήκους L και μονοδιάστατη εώρηση μιας υποετικής ροής
σε αυτόν. Επιέεται η παρακάτ συνήης διαφορική εξίσση (ΣΔΕ), η οποία έει
σκοπό να μιμηεί ένα αντίστοιο μονοδιάστατο πρόημα ροής,

Rv =
∂v

∂t
+ v

∂v

∂x
− φ = 0 (7.1.1)

όπου v = v(x, t) είναι μια υποετική ταύτητα και φ = φ(x, t) ένας όρος πηής. Το
μαηματικό πρόημα ’κείνει’ με τις οριακές συνήκες στα άκρα του αού, όπου

• v(x = 0, t) = v0 = const

• ∂v
∂x
(x = L, t) = 0

που ισύουν ια κάε ρονική στιμή. Δεν δίνεται έμφαση στις αρικές συνήκες
του προήματος μιας και επιδιώκεται η μεέτη ενός περιοδικού φαινομένου, δηαδή
μιας υποετικής περιοδικής ροής με ταύτητα v(x, t), η οποία α προκύψει μετά τη με-
ταατική φάση. Η περιοδικότητα αποκαίσταται μετά από, πρακτικά άνστο, αριμό
περιόδν.

Επιέεται ς όρος πηής φ ο

φ(x, t) = 2πcx cos

(
2πt

T

)
+ c2T 2x

[
sin

(
2πt

T

)
+ 1

]2
+ cT v0

[
sin

(
2πt

T

)
+ 1

]
(7.1.2)

όπου c ένας συντεεστής και T η περίοδος.

Λό της επιοής 7.1.2, η αναυτική έκφραση της ταύτητας-ύσης της ΣΔΕ 7.1.1
είναι η

v(x, t) = A(x, T )

[
sin

(
2πt

T

)
+ 1

]
+ v0 (7.1.3)

όπου A(x, T ) = c x T .
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7.2 Διατύπση του προήματος ετιστοποί-
ησης

Θα υεί το πρόημα αντίστροφου σεδιασμού, με ανώστους το συντεεστή c και
την περίοδο T , άρα ορίζονται δύο μεταητές σεδιασμού:

~b = (b1, b2) = (c, T ) (7.2.1)

Η συνάρτηση κόστους που τίεται ς προς εαιστοποίηση είναι η ρονικά μέση τιμή
του ρικού οοκηρώματος του τετραώνου της απόκισης της ταύτητας v(x, t)

από μια προκαορισμένη ταύτητα στόο vtar(x),

F =
1

2T

∫ a+T

a

∫ L

0

(v(x, t)− vtar(x))
2 dxdt (7.2.2)

Η vtar είναι, προφανώς, ανεξάρτητη του ρόνου. To ρονικό οοκήρμα αφορά σε
μία περίοδο T , που υπενυμίζεται πς αποτεεί μεταητή σεδιασμού, ενώ a είναι
μια ρονική στιμή στην οποία το περιοδικό φαινόμενο έει αποκατασταεί και μπορεί
πέον να ξεκινήσει ο υποοισμός της F . Η παρακάτ μεέτη εστιάζει με έμφαση
στο αν η έκφραση 7.2.2 εξαρτάται από την επιεείσα τιμή a.

Στόος της ετιστοποίησης α μπορούσε, κάιστα, να είναι, η ρονικά μέση τιμή
της ταύτητας στο εύρος μιας περιόδου να πησιάζει κατά το δυνατόν μια προκαορι-
σμένη κατανομή-στόο. Σε αυτήν την περίπτση η προς εαιστοποίηση συνάρτηση
κόστους είναι το ρικό οοκήρμα της απόκισης της ρονικά μέσης τιμής της
ταύτητας v(x, t) από μια προκαορισμένη κατανομή στόο vtar(x), που εκφράζεται
μαηματικά ς

F =
1

2

∫ L

0

[
1

T

∫ a+T

a

v(x, t) dt− vtar(x)

]2
dx (7.2.3)

Βασικός στόος της μεέτης που ακοουεί είναι να διερευνήσει αν οι παράοι
της F ς προς τις μεταητές σεδιασμού, υποοισμένες με τη συνεή συζυή
μέοδο, είναι ανεξάρτητες της ρονικής αφετηρίας υποοισμού του οοκηρώματος
a και, κατά συνέπεια, η επιοή μιας εκ τν προαναφερεισών συναρτήσεν κόστους
δεν επηρεάζει ποιοτικά το αποτέεσμα, αρκεί η επιεείσα συνάρτηση κόστους να



82 7. Μεέτη της εξάρτησης της δF
δT από τη ρονική αφετηρία a

περιέει ένα ρονικό οοκήρμα στην περίοδο, που είναι μεταητή σεδιασμού.

7.3 Διατύπση τν συζυών εξισώσεν
Σύμφνα με τη συνήη διαδικασία διατύπσης της συνεούς συζυούς μεό-
δου, ορίζεται η επαυξημένη συνάρτηση

L = F +

∫ a+T

a

∫ L

0

u(x, t)Rv(x, t)dxdt

όπου u(x, t) είναι η συζυής ταύτητα, ενώ Rv(x, t) η συνάρτηση 7.1.1, δηαδή η εξί-
σση που διέπει την υποετική ροή (εξίσση κατάστασης, state or primal equation).

Υποοίζοντας τη μεταοή δ της συνάρτησης L που αντιστοιεί σε ενδεόμενες
μεταοές τιμών του διανύσματος ~b προκύπτει

δL = δF + δ

[∫ a+T

a

∫ L

0

u(x, t)δRv(x, t)dxdt

]
(7.3.1)

Οι όροι της 7.3.1 αναύονται περαιτέρ σύμφνα με τον κανόνα του Leibniz, μιας
και μια από τις μεταητές σεδιασμού είναι η περίοδος T η οποία καορίζει και το
άν όριο της ρονικής οοκήρσης. Είναι

δF =
1

T

∫ a+T

a

∫ L

0

(v − vtar) ∂v dxdt

+

[
− 1

2T 2

∫ a+T

a

∫ L

0

(v − vtar)
2 dxdt+

1

2T

∫ L

0

(v − vtar)
2 dx

∣∣∣∣
t=a+T

]
δT

(7.3.2)

και

δ

[∫ a+T

a

∫ L

0

u(x, t)Rv(x, t)dxdt

]
=

∫ a+T

a

∫ L

0

u(x, t)∂Rv(x, t)dxdt

+ δT

∫ L

0

v(x, a+ T )Rv(x, a+ T )dx

(7.3.3)
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όπου ∂ είναι το σύμοο της μερικής μεταοής, ενώ δ είναι το σύμοο της οικής
μεταοής.

Ο τεευταίος όρος της 7.3.3 είναι εκ ταυτότητος μηδέν, καώς Rv(x, t) = 0, ∀t,
άρα είναι και Rv(x, a + T ) = 0. Έτσι η 7.3.3 ρησιμοποιώντας την 7.1.1 αναύεται
περαιτέρ ς

δ

∫ a+T

a

∫ L

0

uRvdxdt =

∫ a+T

a

∫ L

0

u ∂

∂t
(∂v)︸ ︷︷ ︸
I1

+uv
∂

∂x
(∂v)︸ ︷︷ ︸

I2

+u
∂v

∂x
∂v − u∂φ

 dxdt

(7.3.4)
όπου

I1 =

∫ a+T

a

∫ L

0

u
∂

∂t
(∂v)dxdt = −

∫ a+T

a

∫ L

0

∂u

∂t
∂vdxdt+

[∫ L

0

u ∂v dx

]t=a+T

t=a

και

I2 =

∫ a+T

a

∫ L

0

uv
∂

∂x
(∂v) dxdt

= −
∫ a+T

a

∫ L

0

u
∂v

∂x
∂vdxdt−

∫ a+T

a

∫ L

0

v
∂u

∂x
∂vdxdt+

[∫ a+T

a

uv ∂v dt

]x=L

x=0

Αντικαιστώντας τις 7.3.2 και 7.3.4 στην 7.3.1 προκύπτει τεικά ότι

δL =

∫ a+T

a

∫ L

0

{
−∂u

∂t
− v

∂u

∂x
+

1

T
(v − vtar)

}
∂v dxdt

−
∫ a+T

a

∫ L

0

u∂φ dxdt

+

[
− 1

2T 2

∫ a+T

a

∫ L

0

(v − vtar)
2 dxdt+

1

2T

∫ L

0

(v − vtar)
2 dx

∣∣∣∣
t=a+T

]
δT

+

[∫ a+T

a

uv ∂v dt

]x=L

x=0

+

[∫ L

0

u ∂v dx

]t=a+T

t=a

(7.3.5)
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Επειδή, σε κάε έση και κάε ρονική στιμή, ια την οική μεταοή δv ισύει ότι

δv = ∂v +
∂v

∂t
δt (7.3.6)

οι δύο τεευταίοι όροι της 7.3.5 ράφονται

[∫ a+T

a

uv ∂v dt

]x=L

x=0

=

[∫ a+T

a

uv

(
δv − ∂v

∂t
δt

)
dt

]x=L

x=0

=

∫ a+T

a

uv

(
δv − ∂v

∂t
δt

)
dt

∣∣∣∣
x=L

−
∫ a+T

a

uv

(
δv − ∂v

∂t
δt

)
dt

∣∣∣∣
x=0

και[∫ L

0

u ∂v dx

]t=a+T

t=a

=

[∫ L

0

u

(
δv − ∂v

∂t
δt

)
dx

]t=a+T

t=a

=

[∫ L

0

uδvdx

]t=a+T

t=a

+

[∫ L

0

u
∂v

∂t

δt

δT
dx

∣∣∣∣
t=a

−
∫ L

0

u
∂v

∂t

δt

δT
dx

∣∣∣∣
t=a+T

]
δT

Όμς, ια x = 0, η ταύτητα δίνεται από Dirichlet συνήκη, ανεξάρτητη του ρόνου
(v0(x = 0, t) = const, ∀t) και, κατά συνέπεια,

δv(x = 0) = 0

∂v

∂t
(x = 0) = 0

⇒ −
∫ a+T

a

uv

(
δv − ∂v

∂t
δt

)
dt

∣∣∣∣
x=0

= 0

Ακόμη, ια κάε περιοδική συνάρτηση H(t) ισύει H(t) = H(t+ T ), όπου T είναι η
περίοδος της συνάρτησης.1. Έτσι, επειδή οι u και δv είναι περιοδικές συναρτήσεις με
την ίδια περίοδο, [∫ L

0

uδvdx

]t=a+T

t=a

= 0

άρα,

[∫ L

0

u ∂v dx

]t=a+T

t=a

= −
[∫ L

0

u
∂v

∂t

δt

δT
dx

]t=a+T

a

δT

Τέος, οι οικές μεταοές τν δύο ορίν της ρονικής οοκήρσης ς προς την

1Η περιοδικότητα της συνάρτησης δv
δT αναύεται περαιτέρ στο Παράρτημα Αʹ.
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περίοδο T , δίνουν

δ(a+ T )

δT
= 1

δa

δT
= 0

⇒
[∫ L

0

u ∂v dx

]t=a+T

t=a

= −
[∫ L

0

u
∂v

∂t
dx

∣∣∣∣
t=a+T

]
δT

Σύμφνα με τα προαναφερέντα, η 7.3.5 ράφεται τεικά ς

δL =

∫ a+T

a

∫ L

0

{
−∂u

∂t
− v

∂u

∂x
+

1

T
(v − vtar)

}
∂v dxdt

−
∫ a+T

a

∫ L

0

u∂φ dxdt

+

[
− 1

2T 2

∫ a+T

a

∫ L

0

(v − vtar)
2 dxdt+

1

2T

∫ L

0

(v − vtar)
2 dx

∣∣∣∣
t=a+T

]
δT

+

∫ a+T

a

uv

(
δv − ∂v

∂t
δt

)
dt

∣∣∣∣
x=L

−
∫ L

0

u
∂v

∂t

δt

δT
dx

∣∣∣∣
t=a+T

δT (7.3.7)

• Μηδενίζοντας τους συντεεστές της μερικής μεταοής ∂v προκύπτει η
συζυής πεδιακή εξίσση

−∂v

∂t
− v

∂u

∂x
+

1

T
(v − vtar) = 0 (7.3.8)

έοντας, προφανώς, άει υπόψη ότι το φ είναι ανεξάρτητο του v και, συνεπώς,
η μερική μεταοή ∂φ δεν συνεισφέρει στο συντεεστή του ∂v.

• Από τον όρο
∫ a+T

a
uv

(
δv − ∂v

∂t
δt
)
dt
∣∣∣
x=L

προκύπτει η οριακή συνήκη
u(x = L, t) = 0, ∀t.

• Οι εναπομείναντες όροι σηματίζουν την παράο ευαισησίας

δF =

∫ a+T

a

∫ L

0

−u∂φ dxdt

+

[
− 1

2T 2

∫ a+T

a

∫ L

0

(v − vtar)
2 dxdt+

1

2T

∫ L

0

(v − vtar)
2 dx

∣∣∣∣
t=a+T

]
δT

−
[∫ L

0

u
∂v

∂t
dx

∣∣∣∣
t=a+T

]
δT (7.3.9)
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Η μερική μεταοή της συνάρτησης φ(x, t) υποοίζεται αναυτικά ς

∂φ =
∂φ

∂c
δc+

∂φ

∂T
δT

=

{
2πxcos

(
2πt

T

)
+ 2cT 2x

[
sin

(
2πt

T

)]2
+ v0T

[
sin

(
2πt

T

)]}
δc

+

{
4π2tcx

1

T 2
sin

(
2πt

T

)
+ 2c2Tx

[
sin

(
2πt

T

)]2
− 4πtc2xcos

(
2πt

T

)[
sin

(
2πt

T

)]
+ v0c

[
sin

(
2πt

T

)]
− v0c

1

T
2πtcos

(
2πt

T

)}
δT (7.3.10)

7.4 Αναυτικός υποοισμός τν παραών
ευαισησίας

Η προς εαιστοποίηση συνάρτηση κόστους ορίσηκε από τη σέση 7.2.2. Γνρίζο-
ντας ότι η αναυτική ύση της συνήους διαφορικής εξίσσης 7.1.1 περιράφεται από
την εξίσση 7.1.3 μπορεί εύκοα να προκύψει η αναυτική έκφραση της συνάρτησης
F και της οικής μεταοής της, ς προς τις μεταητές σεδιασμού.

Χρίς άη της ενικότητας, μπορεί να ερηεί v0 = 0 και vtar = Ctar = const.
Έτσι

(v − vtar)
2 =

(
Asin

(
2πt

T

)
+ A− Ctar

)2

= A2sin2

(
2πt

T

)
+ A2 + C2

tar + 2A2sin

(
2πt

T

)
− 2ACtarsin

(
2πt

T

)
− 2ACtar

Δεδομένου ότι, εδώ, A = A(x, t) = cxT , η οοκήρση τν όρν της 7.4.1 σε μια
περίοδο T κατά μήκος του αού δίνει∫ a+T

a

∫ L

0

A2dxdt =

∫ a+T

a

∫ L

0

c2x2T 2dxdt =

∫ a+T

a

1

3
c2L3T 2dt

=
1

3
c2L3T 3
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∫ a+T

a

∫ L

0

A2sin2

(
2πt

T

)
dxdt =

∫ a+T

a

∫ L

0

c2x2T 2sin2

(
2πt

T

)
dxdt

=

∫ a+T

a

1

3
c2L3T 2sin2

(
2πt

T

)
dt

=
1

3
c2L3T 2

[
t

2
−

sin
(
4πt
T

)
8π
T

]a+T

T

=
1

6
c2L3T 3

∫ a+T

a

∫ L

0

C2
tardxdt =

∫ a+T

a

∫ L

0

C2
tarLdt = C2

tarLT

∫ a+T

a

∫ L

0

2A2sin

(
2πt

T

)
dxdt =

∫ a+T

a

∫ L

0

2c2x2T 2sin

(
2πt

T

)
dxdt

=

∫ a+T

a

2

3
c2L3T 2sin

(
2πt

T

)
dt = 0

∫ a+T

a

∫ L

0

2ACtarsin

(
2πt

T

)
dxdt =

∫ a+T

a

∫ L

0

2cxTCtarsin

(
2πt

T

)
dxdt

=

∫ a+T

a

cL2TCtarsin

(
2πt

T

)
dt = 0

∫ a+T

a

∫ L

0

2ACtardxdt =

∫ a+T

a

∫ L

0

2cxTCtardxdt =

∫ a+T

a

cL2TCtardt = cL2T 2Ctar

Τεικά, η αναυτική έκφραση της συνάρτησης κόστους είναι

F =
1

2T

[
1

6
c2L3T 3 +

1

3
c2L3T 3 − cL2T 2Ctar + LTC2

tar

]
=

1

4
c2L3T 2 − 1

2
cL2TCtar +

1

2
LC2

tar (7.4.1)

Η αναυτική έκφραση της οικής μεταοής της συνάρτησης F ς προς τις μετα-
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ητές σεδιασμού, δηαδή τον συντεεστή c και την περίοδο T , είναι

δF

δc
=

1

2
cL3T 2 − 1

2
L2TCtar (7.4.2)

και
δF

δT
=

1

2
c2L3T − 1

2
cL2Ctar (7.4.3)

Χρήσιμη, ια τη μεέτη που α ακοουήσει, είναι και η ανάυση τν όρν της οι-
κής μεταοής της F ς προς την περίοδο T , όπς αναπτύσσεται σύμφνα με τον
κανόνα του Leibniz και έει ήδη δοεί στην εξίσση 7.3.2. Γνρίζοντας την ανα-
υτική ύση v(x, t), σέση 7.1.3, οι επιμέρους όροι της μεταοής της F , εξίσσης
7.3.2, υποοίζονται ένας-ένας αναυτικά,

H1 =
1

T

∫ a+T

a

∫ L

0

(v − vtar)
∂v

∂T
dxdt =

7

12
c2L3T − 1

2
cL2Ctar +

1

2
cL2Ctar sin

(
2πa

T

)
− 1

3
c2L3T sin

(
2πa

T

)
+

1

6
c2L3T sin2

(
2πa

T

)
H2 =

1

2T

∫ L

0

(v − vtar)
2 dx

∣∣∣∣
t=a+T

=
1

6
c2L3T − 1

2
cL2Ctar −

1

2
cL2Ctar sin

(
2πa

T

)
+

1

3
c2L3T sin

(
2πa

T

)
− 1

6
c2L3T sin2

(
2πa

T

)
+

1

2T
LC2

tar

H3 = −
1

2T 2

∫ a+T

a

∫ L

0

(v − vtar)
2 dxdt = −1

4
c2L3T +

1

2
cL2Ctar −

1

2T
LC2

tar

όπου
∂v

∂T
= cx

[
sin

(
2πt

T

)
+ 1

]
− 2πtxc

T
cos

(
2πt

T

)
(7.4.4)

Προφανώς,
δF

δT
= H1 +H2 +H3 =

1

2
c2L3T − 1

2
cL2Ctar (7.4.5)

Οι σέσεις 7.4.5 και 7.4.3 πρέπει να και όντς δίνουν το ίδιο αποτέεσμα.
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Για την ανάυση που ακοουεί οι σταερές του προήματος έουν άει ενδεικτικά
τις εξής τιμές (σε συματές μονάδες):
• Μήκος Αού L = 1

• Περίοδος T = 0.1

• Συντεεστής c = 1

• Κατανομή Στόος vtar = Ctar = 1

Ανακεφααιώνοντας, ια τις παραπάν τιμές τν σταερών, οι αναυτικοί υποοι-
σμοί δίνουν τιμή της F και παραώους της αυτές του πίνακα 7.1

Συνάρτηση Κόστους F 0.452500

Οική Μεταοή ς προς c δF
δc

-0.04500

Οική Μεταοή ς προς T δF
δT

-0.4500

Πίνακας 7.1: Τιμές της Αντικειμενικής Συνάρτησης και των Παραγώγων Ευαισθησίας
ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού, όπως προκύπτουν με βάση την αναλυτική λύση.

7.5 Διακριτοποίηση & αριμητική επίυση του
πρτεύοντος προήματος

O αός ρίζεται σε N ίσα διαστήματα εέου (Σήμα 7.1), στο κέντρο P

καενός εκ τν οποίν αναζητείται η ύση της διακριτοποιημένης εξίσσης. Η μέο-
δος τν πεπερασμένν όκν σε κεντροκυψεική (cell-centered) διατύπση, που α
εφαρμοσεί στη μονοδιάστατη μορφή της, απαιτεί η εξίσση 7.1.1 να ικανοποιείται
σε έναν όκο εέου CP με κέντρο P, στην οοκηρματική μορφή∫ t+∆t

t

[
∂

∂t

∫
CP

vdx+

∫
CP

1

2

∂v2

∂x
dx

]
dt =

∫ t+∆t

t

∫
CP

φdx dt (7.5.1)
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c r r r c c c r r r c
x = 0 x = L

W P E

w e

Σήμα 7.1: Διακριτοποιημένος μονοδιάστατος αγωγός σε ίσους όγκους ελέγχου, όπου με
κύκλο συμβολίζονται τα κέντρα τους (σημεία υπολογισμού των τιμών της v) και με κάθετες
γραμμές τα όριά τους (κόμβοι του πλέγματος). Κάθε κέντρο έχει δύο όρια, το ανατολικό e
και το δυτικό w, ενώ συνορεύει με τους όγκους ελέγχου με κέντρα τα E και W .

7.5.1 Όρος μεταφοράς

To ρικό οοκήρμα του όρου μεταφοράς ράφεται∫
CP

1

2

∂v2

∂x
dx =

1

2
vv

∣∣∣∣
e

− 1

2
vv

∣∣∣∣
w

=
1

4
(v∗P + v∗E)ve −

1

4
(v∗P + v∗W )vw

όπου e είναι το ανατοικό (κατάντι) και w το δυτικό (ανάντι) όριο της καμπύης εέ-
ου, όπς φαίνεται στο σήμα 7.1, και με αστερίσκο δηώνονται οι ταύτητες που
υποοίστηκαν στην προηούμενη εστερική επανάηψη στην ίδια ρονική στιμή.
Οι εστερικές επαναήψεις ίνονται σε κάε πέρασμα από το t στο ∆t, μιας και έινε
ραμμικοποίηση του όρου μεταφοράς. Ένώ, οιπόν, η μεταφέρουσα ταύτητα υπο-
οίζεται με κεντρικό σήμα (μέσος όρος τν τιμών τν κέντρν τν εκατέρεν
όκν εέου), και δεδομένου ότι αυτή είναι ετική, οι μεταφερόμενες ταύτητες
υποοίζονται με ανάντι διαφόριση δεύτερης τάξης και διακρίνονται οι τέσσερις πε-
ριπτώσεις:

• r r r c c c c r r r
WW W P E

w e
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ve = vP + Pe

∂v

∂x

∣∣∣∣
P

= vP +
∆x

2

vE − vW
2∆x

= vP +
1

4
vE −

1

4
vW

vw = vW +Ww
∂v

∂x

∣∣∣∣
W

= vW +
∆x

2

vP − vWW

2∆x
= vW +

1

4
vP −

1

4
vWW

(7.5.2)

• c c r r r
x = 0
vb = v0

P E

e

 ve = vP + Pe
∂v

∂x

∣∣∣∣
P

= vP +
∆x

2

ve − vb
∆x

=
5

4
vP +

1

4
vE −

1

2
vb

vw = vb

(7.5.3)

όπου ρησιμοποιήηκε ότι ve = vE+vP
2
.

• c c c r r r
x = 0
vb = v0

W P E

w e


ve = vP + Pe

∂v

∂x

∣∣∣∣
P

= vP +
∆x

2

vE − vW
2∆x

= vP +
1

4
vE −

1

4
vW

vw = vW +Ww
∂v

∂x

∣∣∣∣
W

= vP +
∆x

2

vw − vb
∆x

=
5

4
vW +

1

4
vP −

1

2
vb

(7.5.4)

• r r r c c c
x = L

WW W P

w
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ve = vP + Pe

∂v

∂x

∣∣∣∣
P

= vP +
∆x

2

ve − vw
∆x

=
5

4
vP −

1

4
vW

vw = vW +Ww
∂v

∂x

∣∣∣∣
W

= vW +
∆x

2

vP − vWW

2∆x
= vW +

1

4
vP −

1

4
vWW

(7.5.5)

όπου ό της διακριτοποίησης της μηδενικής Neumann οριακής συνήκης
∂v
∂x

= 0, ισύει ve = vP , ενώ ομοίς με πριν ρησιμοποιήηκε vw = vW+vP
2
.

7.5.2 Όρος πηής & ρονικός όρος

Το ρικό οοκήρμα του όρου πηής μπορεί να ραφεί∫
CP

φdx = φP∆x (7.5.6)

H ρονική παράος διακριτοποιείται με σήμα πίσ διαφόρισης στο ρόνο ακρίειας
δεύτερης τάξης,

∂

∂t

∫
CP

vdx =
∂v

∂t

∣∣∣∣
P

∆x =
3vnP − 4vn−1

P + vn−2
P

2∆t
∆x (7.5.7)

7.5.3 Αριμητική επίυση του πρτεύοντος προήμα-
τος

Αντικαιστώντας τις 7.5.2, 7.5.3, 7.5.4, 7.5.5, 7.5.6 και 7.5.7 στην 7.5.1 και επιέο-
ντας πεπεμένη διατύπση ς προς τον ώρο, προκύπτει το σύστημα αερικών
εξισώσεν
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CP1 CE1 0 0 · · · 0

CW2 CP2 CE2 0 · · · 0
. . . . . . . . . . . .

0 CWWi CWi CPi CEi 0
. . . . . . . . .

0 0 · · · CWWN CWN CPN




vn1
vn2
...

vnN−1

vnN

 =



S1

S2

...
Si

...
SN


(7.5.8)

όπου

CP1 =
3

2

∆x

∆t
+

5

16
(v∗1 + v∗2)

CE1 =
1

16
(v∗1 + v∗2)

CW2 = − 5

16
v∗1 −

3

8
v∗2 −

1

16
v∗3

CP2 =
3

2

∆x

∆t
− 1

16
v∗1 −

3

16
v∗2 +

1

4
v∗3

CE2 = − 1

16
(v∗2 + v∗3)

CWWi =
1

16
(v∗i + v∗i−1)

CWi = −1

4
v∗i−1 −

5

16
v∗i −

1

16
v∗i+1

CPi =
3

2

∆x

∆t
− 1

16
v∗i−1 −

3

16
v∗i +

1

4
v∗i+1

CEi =
1

16
(v∗i + v∗i+1)

CWWN =
1

16
(v∗N + v∗N−1)

CWN = −1

8
v∗N−1 −

5

8
v∗N

CPN =
3

2

∆x

∆t
− 7

16
v∗N−1 −

17

16
v∗N

S1 = 2
∆x

∆t
vn−1
1 − 1

2

∆x

∆t
vn−2
1 +

1

8
(vo1 + vo2)vb +

1

2
v2b + φn

1

S2 = 2
∆x

∆t
vn−1
2 − 1

2

∆x

∆t
vn−2
2 − 1

8
(vo2 + vo3)vb + φn

2

Si = 2
∆x

∆t
vn−1
i − 1

2

∆x

∆t
vn−2
i + φn

i
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SN = 2
∆x

∆t
vn−1
N − 1

2

∆x

∆t
vn−2
N + φN

i

Σύμφνα με την αναυτική ύση, το αρικό πεδίο της ταύτητας v είναι

v(x, 0) = xT

Το σύστημα 7.5.8, ια μια ρονική στιμή n, επιύεται επαναηπτικά με έναν τε-
τραδιαώνιο επιύτη, με κριτήριο σύκισης το υπόοιπο της διακριτοποιημένης εξί-
σσης της 7.1.1 να είναι μικρότερο από ένα προκαορισμένο όριο. Σε κάε τέτοια
εστερική επανάηψη, το νέο πεδίο ταυτήτν vn που υποοίζεται αποτεεί το πεδίο
ταυτήτν v∗ της επόμενης επανάηψης. Όταν πηρείται το προαναφερέν κριτήριο,
η ρονική στιμή n αυξάνεται κατά ένα και το συκιμένο πεδίο ταυτήτν αποτε-
εί την παιά ύση vn−1. Ο αόριμος επίυσης παρουσιάζεται συνοπτικά παρακάτ.

Η επίυση έινε ια ρονικό ήμα ∆t = 0.00025 και αριμό όκν εέου N = 400,
διακριτοποίηση κατά την οποία έει προηηεί έεος ότι εξασφαίζεται ανεξαρτησία
πέματος. Όπς προαναφέρηκε, oι υπόοιπες σταερές που επιέησαν είναι το
μήκος αού L = 1, η οριακή συνήκη στο ένα άκρο v0 = 0, η περίοδος T = 0.1

και ο συντεεστής c = 1. Αποτεέσματα και συκρίσεις φαίνονται στο σήμα 7.5.3.
Η αναυτική και η αριμητική ύση ταυτίζονται.

Αόριμος 1: Αόριμος επίυσης του πρτεύοντος προήματος. Με N
συμοίζεται το πήος τν ρονικών ημάτν και με r η τιμή του κριτηρίου
σύκισης, προκαορισμένη από τον ρήστη.
n← 0
vn ← v(x, 0) (Aρική Συνήκη)
while n < N do

v∗ ← vn

n← n+ 1
R← 1012

while R > r do
Επίυση Τετραδιαώνιου Συστήματος 7.5.8
v∗ ← vn

Υποοισμός Υποοίπου R
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Σήμα 7.2: Σύγκριση αναλυτικής και αριθμητικής λύσης σε διάφορες θέσεις του αγωγού
συναρτήσει του χρόνου.



96 7. Μεέτη της εξάρτησης της δF
δT από τη ρονική αφετηρία a

7.6 Διακριτοποίηση & επίυση του συζυούς
προήματος

Η συζυής ΣΔΕ 7.6.1 ράφεται σε συντηρητική μορφή ς

−∂u

∂t
+

∂(−vu)
∂x

+ u
∂v

∂x
= − 1

T
(v − vtar) (7.6.1)

Η μέοδος τν πεπερασμένν όκν σε κεντροκυψεική διατύπση που α εφαρμο-
σεί στη μονοδιάστατη μορφή της, απαιτεί η εξίσση 7.6.1 να ικανοποιείται σε κάε
όκο εέου CP με κέντρο P στην οοκηρματική μορφή∫ t+∆t

t

[
− ∂

∂t

∫
CP

udx+

∫
CP

∂(−vu)
∂x

dx+

∫
CP

u
∂v

∂x
dx

]
dt =

∫ t+∆t

t

∫
CP

− 1

T
(v − vtar)dx dt

7.6.1 Όρος μεταφοράς
To ρικό οοκήρμα του όρου μεταφοράς ράφεται∫

CP

∂(−vu)
∂x

dx = −vu|e + vu|w = −1

2
(vP + vE)ue +

1

2
(vP + vW )uw

Η ρική διακριτοποίηση του όρου μεταφοράς ίνεται με ανάντι διαφόριση δεύτερης
τάξης. Eπειδή η ταύτητα στην οποία μεταφέρεται η συζυής ταύτητα είναι αντίετη
της v, η πηροφορία μεταφέρεται από τα κατάντι της πρτεύουσας ροής προς τα
ανάντι. Ομοίς, διακρίνονται οι τέσσερις περιπτώσεις, ανάοα με τη έση του όκου
εέου:

• r r r c c c c r r r
W P E EE

w e
ue = uE + Ee

∂u

∂x

∣∣∣∣
E

= uE +
∆x

2

uEE − uP

2∆x
= uE +

1

4
uEE −

1

4
uP

uw = uP + Pw
∂u

∂x

∣∣∣∣
P

= uP +
∆x

2

uE − uW

2∆x
= uP +

1

4
uE −

1

4
uW

(7.6.2)
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• r r r c c
x = L

u(L, t) = vb

W P

w


ue = u(x = L) = ub

uw = uW +Ww
∂u

∂x

∣∣∣∣
W

=uW +
∆x

2

ub − uw

∆x
=
3

4
uP −

1

4
uW +

1

2
ub

(7.6.3)

όπου ρησιμοποιήηκε ότι uw = uP+uuW

2
.

• r r r c c c
x = L

u(L, t) = ub

W P E

ew


ue = uE + Ee

∂u

∂x

∣∣∣∣
E

= uE +
∆x

2

ub − ue

∆x
=

3

4
uE −

1

4
uP +

1

2
ub

uw = uP + Pw
∂u

∂x

∣∣∣∣
P

= uP +
∆x

2

uE − uW

2∆x
= uP +

1

4
uE −

1

4
uW

(7.6.4)

όπου ρησιμοποιήηκε ότι ue =
uE+uuP

2
.

• c c c r r r
x = 0

P E EE

e e


ue = uE + Ee

∂u

∂x

∣∣∣∣
E

= uE +
∆x

2

uEE − uP

2∆x
= uE +

1

4
uEE −

1

4
uP

vw = vP + Pw
∂v

∂x

∣∣∣∣
P

= vP +
∆x

2

ve − vw
∆x

=
3

2
vP −

1

2
vE

(7.6.5)
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7.6.2 Υπόοιποι όροι
Το ρικό οοκήρμα του όρου πηής μπορεί να ραφεί∫

CP

1

T
(v − vtar)dx =

1

T
(v − vtar)

∣∣∣∣
P

∆x (7.6.6)

Το ρικό οοκήρμα του επιπέον όρου που προέκυψε από τη συντηρητική μορφή
της συζυούς εξίσσης 7.6.1 και εκφράζει τη μεταφορά της πρτεύουσας ταύτητας
v μέσ της συζυούς ταύτητας u ράφεται

• r r r c c c c r r r
W P E EE

w e∫
CP

u
∂v

∂x
dx = u

∂v

∂x

∣∣∣∣
P

∆x = uP
vE − vW
2∆x

∆x = uP
vE − vW

2

(7.6.7)

• c c r r r
x = 0
vb = v0

P E

e

∫
CP

u
∂v

∂x
dx = u

∂v

∂x

∣∣∣∣
P

∆x = uP
ve − vb
∆x

∆x = uP

(
1

4
vE +

1

4
vP −

1

2
vb

)
(7.6.8)

• r r r c c
x = L

v(L, t) = vP

W P

w

∫
CP

u
∂v

∂x
dx = u

∂v

∂x

∣∣∣∣
P

∆x = uP
ve − vw
∆x

∆x = uP

(
vP −

vW + vP
2

)
= uP

(
vP − vW

2

)
(7.6.9)
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H ρονική παράος διακριτοποιείται με πίσ διαφορές δεύτερης τάξης

− ∂

∂t

∫
CP

vdx =
∂u

∂t

∣∣∣∣
P

∆x =
3un

P − 4vn+1
P + un+2

P

2∆t
∆x (7.6.10)

7.6.3 Αριμητική επίυση του συζυούς προήματος

Έτσι, τεικά, προκύπτει το σύστημα αερικών εξισώσεν

CP1 CE1 CEE1 0 · · · 0
. . . . . . . . . . . .

0 CWi CPi CEi CEEi 0
. . . . . . . . .

0 0 0 CW (N−1) CP (N−1) CE(N−1)

0 0 · · · 0 CWN CPN




un
1

un
2
...

un
N−1

un
N

 =



S1

...
Si

...
SN−1

SN


όπου

CP1 =
3

2

∆x

∆t
+

1

8
(vn1 + vn2 ) +

1

2
(vn2 + vn1 ) +

3

2
vb

CE1 = −1

2
(vn1+

n
2 )−

1

2
vb

CEE1 = −1

8
(vn1+

n
2 )

CWi = −1

8
(vni + vni−1)

CPi =
3

2

∆x

∆t
+

1

2
vni−1 +

5

8
vni +

1

8
vni+1 +

1

2
(vni+1 − vnn−1)

CEi =
1

8
vni−1 −

3

8
vni −

1

2
vni+1

CEEi = −1

8
(vni + vni+1)

CW (N−1) = −1

8
(vnN−1 + vnN−2)

CP (N−1) =
3

2

∆x

∆t
+

1

2
vnN−2 +

5

8
vnN−1 +

1

8
vnN +

1

2
(vnN − vnN−2)

CE(N−1) =
1

8
vnN−2 −

1

4
vnN−1 −

3

8
vnN−2
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CWN = −1

8
(vnN + vnN−1)

CPN =
3

2

∆x

∆t
+

3

8
(vnN + vnN−1 + vnN − vnN−1)

S1 = 2
∆x

∆t
un+1
1 − 1

2

∆x

∆t
un+2
1 +

1

T
(vn1 − vntar1)

Si = 2
∆x

∆t
un+1
i − 1

2

∆x

∆t
un+2
i +

1

T
(vni − vntari)

SN−1 = 2
∆x

∆t
un+1
N−1 −

1

2

∆x

∆t
un+2
N−1 +

1

4
(vnN−1 + vnN)ub +

1

T
(vni − vntarN−1

)

SN = 2
∆x

∆t
un+1
N − 1

2

∆x

∆t
un+2
N +

5

4
vnN −

3

4
vnN−1 +

1

T
(vnN−1 − vntarN )

Η αρική τιμή δίνεται αυαίρετα
u(x, 0) = 0

Το σύστημα 7.6.3 είναι τετραδιαώνιο και αντίετα με το σύστημα της πρτεύουσας
ροής είναι ραμμικό. Κατά συνέπεια, δεν ρειάζονται εστερικές επαναήψεις ια
κάε ρονική στιμή. Ακόμα, ό της φύσης της συζυούς ταύτητας, η οποία
μεταφέρεται από το τέος x = L του αού προς την αρή, δηαδή ανάντι της
πρτεύουσας υποετικής ροής, στο τετραδιαώνιο σύστημα, η τέταρτη διαώνιος
εμφανίζεται στα δεξιά της κεντρικής διανίου, αντίετα με πριν που εμφανιζόταν
στα αριστερά. Η επίυση έινε και πάι ια ρονικό ήμα ∆t = 0.00025 και αριμό
όκν εέου N = 400. Τα αποτεέσματα παρουσιάζονται στο σήμα 7.3.
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Σήμα 7.3: Συζυγείς ταχύτητες σε διάφορες θέσεις του αγωγού συναρτήσει του χρόνου
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7.7 Υποοισμός της παραώου ευαισησίας
δF
δc με τη συνεή συζυή μέοδο

Η τιμή της παραώου ευαισησίας ς προς τον συντεεστή c είναι

δF

δc
=

∫ a+T

a

∫ L

0

−u∂φ
∂c

dxdt

καώς οι υπόοιποι όροι της 7.3.9 μηδενίζονται ό του ότι dT
dc

= 0.

Στον πίνακα 7.2 παρουσιάζεται η παράος ευαισησίας δF
δc
υποοισμένη με τη

συνεή συζυή μέοδο, ια διάφορες τιμές του a.

Χρονική
Αφετηρία δF

δT

Υποοισμού της F
a -0.0453631

a+ T
4

-0.0453693
a+ T

2
-0.0453630

a+ 3T
4

-0.0453568

Πίνακας 7.2: Παράγωγος ευαισθησίας της F ως προς την περίοδο c, υπολογισμένη με
τη συνεχή συζυγή μέθοδο για διάφορες τιμές του a.

Είναι εμφανές, ότι η παράος ευαισησίας της F ς προς τον συντεεστή c, είναι
ανεξάρτητη της αφετηρίας υποοισμού του ρονικού οοκηρώματος της συνάρτη-
σης κόστους.

Στον πίνακα 7.3 παρουσιάζονται οι τιμές της παραώου ευαισησίας δF
δc
, όπς προκύ-

πτουν από την αναυτική ύση, από πεπερασμένες διαφορές και από τον υποοισμό
με τη συνεή συζυή μέοδο.
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Aναυτική Λύση -0.045
Συνεής Συζυής Μέοδος -0.045363
Πεπερασμένες Διαφορές -0.0449033

Πίνακας 7.3: Παράγωγος Ευαισθησίας της F ως προς τον συντελεστή c.

7.8 Υποοισμός της παραώου ευαισησίας
δF
δT με τη συνεή συζυή μέοδο

Όπς προέκυψε στην ενότητα 7.4, η αναυτική ύση ια τους όρους της 2.3.4 είναι

H1 =
1

T

∫ a+T

a

∫ L

0

(v − vtar)
∂v

∂T
dxdt = −0.44166 + 0.4667 sin

(
2πa

T

)
− 0.0166 sin2

(
2πa

T

)
H2 =

1

2T

∫ L

0

(v − vtar)
2 dx

∣∣∣∣
t=a+T

= −4.5166− 0.4667 sin

(
2πa

T

)
+ 0.0166 sin2

(
2πa

T

)
H3 = − 1

2T 2

∫ a+T

a

∫ L

0

(v − vtar)
2 dxdt = −4.525

Ενώ οι όροι H1 και H2 μεταάονται περιοδικά με τον ρόνο, το άροισμα τους
είναι σταερό και, άρα, η παράος ευαισησίας είναι ανεξάρτητη του a και έει την
ακριή τιμή

δF

δT
= H1 +H2 +H3 = −0.4500

όπς έει ήδη παρουσιασεί στον πίνακα 7.1

Οι όροι της δF
δT
που προκύπτουν από τη συζυή διατύπση (εξίσση 7.3.9) είναι

G1 =

∫ a+T

a

∫ L

0

−u ∂φ
∂T

dxdt

G2 =
1

2T

∫ L

0

(v − vtar)
2 dx

∣∣∣∣
t=a+T

G3 = − 1

2T 2

∫ a+T

a

∫ L

0

(v − vtar)
2 dxdt

G4 = −
[∫ L

0

u
∂v

∂t
dx

]t=a+T

t=a
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Συκρίνοντας με τις προηούμενες αναυτικές εκφράσεις είναι εμφανής η αντιστοιία
τν όρν G και H, ς εξής: H2 = G2, H3 = G3 και H1 = G1 +G4.

Για μια τυαία ρονική στιμή έναρξης a της περιόδου T της ρονικής οοκή-
ρσης της συνάρτησης κόστους, όπου η περιοδικότητα του πραματικού και του
συζυού φαινομένου έει αποκατασταεί, υποοίζονται οι όροι G1, G2, G3 και G4.
Ο όρος G3 είναι ανεξάρτητος της ρονικής στιμής υποοισμού και υποοίστηκε
G3 = −4.5227. Η παράος ευαισησίας σύμφνα με την αναυτική ύση είναι
δF
δT

= −0.45, ενώ υποοισμένη με πεπερασμένες διαφορές είναι δF
δT

= −0.4500675.
Στην τεευταία στήη του πίνακα 7.4 παρουσιάζεται η παράος υποοισμένη με
τη συνεή συζυή μέοδο.

Χρονική
Αφετηρία G1 G2 G4

δF
δT

Υποοισμού της F
a 146.383 4.5093 -146.827 -0.46033

a+ T
4

-140.444 4.669 139.848 -0.45171
a+ T

2
-47.794 4.09 47.48 -0.46031

a+ 3T
4

-148.276 4.524 147.826 −0.45161

Πίνακας 7.4: Παράγωγος ευαισθησίας της F ως προς την περίοδο T , υπολογισμένη με
τη συνεχή συζυγή μέθοδο για διάφορες τιμές του a. Ο όρος G3 έχει τιμή ανεξάρτητη του
a και δεν πινακοποιείται.

Η παράος ευαισησίας που υποοίζεται με τη συνεή συζυή μέοδο είναι πού
κοντά στην τιμή που προέκυψε αναυτικά, αά φαίνεται να μην είναι τεείς ανε-
ξάρτητη της ρονικής στιμής a, κάτι που εξηείται παρακάτ.

Γίνεται η σύκριση τν όρν H, που προκύπτουν από την αναυτική ύση, με τους
όρους G, που προκύπτουν από την αριμητική επίυση, συναρτήσει της ρονικής αφε-
τηρίας a υποοισμού του ρονικού οοκηρώματος της αντικειμενικής συνάρτησης.

Στο σήμα 7.5ʹ είναι εμφανές πς υπάρει πήρης ταύτιση του όρου H2 που προ-
κύπτει από την αναυτική ύση με τον όρο G2 που προκύπτει από την αριμητική
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επίυση.

Το σήμα 7.4 παρουσιάζει την σύκριση τν όρν G1 + G4 με την αναυτική ύση
τους H1. Παρατηρείται πς ια a κοντά στο μηδέν οι δύο όροι είναι πού κοντά, ενώ
ια μεαύτερες ρονικές στιμές η διαφορά τους αυξάνεται αρκετά.

Στο σήμα 7.5αʹ παρουσιάζονται οι όροι G1 και G4 συναρτήσει του a και φαίνεται
πς είναι μεαύτερης τάξης μεέους από τους υπόοιπους όρους.

Παρατηρώντας την καμπύη που διέρεται από όα τα μέιστα σημεία της συνάρτη-
σης G1 (σήμα 7.6αʹ), είναι εμφανής μια πού μικρή μείση στην τιμή τν ακρότατν
του G1 κατά περίπου 0.02 που οδηεί τεικά στην μικρή απόκιση της υποοισμένης
παραώου ευαισησίας από την αναυτική ύση. Η μείση αυτή οφείεται στο ότι
η συνάρτηση G1 δεν είναι απόυτα περιοδική, όπς αναμενόταν.

Το άροισμα τν όρν G1, G2, G3 και G4 δίνει την παράο ευαισησίας συναρτήσει
της ρονικής αφετηρίας υποοισμού του οοκηρώματος της συνάρτησης κόστους.
Το αποτέεσμα της συνεούς συζυούς μεόδου είναι ημιτονοειδής συνάρτηση πε-
ριόδου T , φραμένης στα όρια που ορίζουν οι δύο καμπύες που φαίνονται στο σήμα
7.6ʹ. Για οποιαδήποτε ρονική αφετηρία a το σφάμα της μεόδου παραμένει κάτ
του 6%, κάτι που μειώνεται ακόμα περισσότερο με την αύξηση του αριμού τον κόμ-
ν, δηαδή με πυκνότερο πέμα, και με τη μείση του ρονικού ήματος.
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Σήμα 7.4: Οι όροι H1 και G1+G4 συναρτήσει της αρχικής στιγμής a υπολογισμού του
ολοκληρώματος της F .
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7.9 Συμπεράσματα
Από την ανάυση που έινε στην ενότητα 7.7 ια τον υποοισμό της παραώου
ευαισησίας της F ς προς τον συντεεστή c, είναι εμφανές πς η συζυής μέοδος
είναι απόυτα ακριής, με σφάμα μικρότερο του 0.5%, στοιείο που εξασφαίζει την
ορότητα της ύσης που προέκυψε ια τη συζυή εξίσση.

Σύμφνα με την ανάυση που έινε στην ενότητα 7.8, και αμάνοντας υπόψη την
ορότητα τν συζυών μεταητών που προέκυψαν από την επίυση της συζυούς
εξίσσης, είναι δυνατόν να εξαεί το συμπέρασμα πς η συνεής συζυής μέοδος
προσείζει πού ικανοποιητικά τη σστή παράο ευαισησίας της F ς προς την
περίοδο. Η εάιστα διαφορετική τιμή της παραώου ευαισησίας που προκύπτει
ια διαφορετική ρονική στιμή αφετηρίας a υποοισμού του ρονικού οοκηρώ-
ματος της συνάρτησης κόστους οφείεται στο ότι αυτή υποοίζεται από άροιση
περιοδικών συναρτήσεν, που επιπροσέτς είναι σημαντικά διαφορετικής τάξης με-
έους. Έτσι μια μικρή απόκιση ό αριμητικoύ σφάματος, οδηεί στη φαινο-
μενικά εξαρτώμενη τιμή της παραώου ευαισησίας από τη ρονική στιμή a. Αυτό
επιεαιώνεται και από τη μείση τν ορίν στα οποία είναι φραμένη η υποοι-
ζόμενη παράος συναρτήσει της στιμής a (. ενοτ. 7.8), με την αύξηση της
διακριτοποίησης του ρικού πέματος και του ήματος της ρονοπροέασης, όπς
φαίνεται και από το σήμα 7.7.
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υπολογισμένα με τη συνεχή συζυγή μέθοδο, για πυκνό (Fine) και και αραιό (Coarse)
πλέγμα.
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Κεφάαιο 8

Ανακεφααίση - Συμπεράσματα
Στην παρούσα διπματική ερασία εφαρμόσηκε η συνεής συζυής μέοδος ια
τον ενερητικό έεο της μη-μόνιμης ροής ύρ από κύινδρο, με δέσμες έυσης
και αναρρόφησης ρευστού και με στόο την εαιστοποίηση της ρονικά μέσης τι-
μής του τετραώνου της άνσης και της οπισέκουσας. Oι δύο αυτές περιπτώσεις
εξετάστηκαν ξεριστά. Οι δέσμες ρευστού τοποετήηκαν σε ισαπέουσες έσεις
σε όη την περιφέρεια του κυίνδρου και οι παράμετροι της ταύτητας κάε δέσμης,
οι οποίες αποτεούν και τις μεταητές σεδιασμού, είναι το πάτος ταάντσης Ak

και η φάση tk0 κάε δέσμης και, η κοινή ια όες τις δέσμες, συνότητα fjets. Οι
έτιστες τιμές τν παραμέτρν ρέηκαν με την εφαρμοή της μεόδου της από-
τομης καόδου, όπου οι παράοι ευαισησίας υποοίστηκαν μέσ της συνεούς
συζυούς μεόδου. Για την αποήκευση τν πεδίν της ταύτητας και της πίεσης της
πρτεύουσας ροής, που είναι απαραίτητα ια την επίυση τν συζυών εξισώσεν,
ρησιμοποιήηκε η μέοδος του δινυμικού checkpointing (binomial checkpointing).

Οι συναρτήσεις κόστους αφορούν στη ρονικά μέση τιμή τν δυνάμεν, δηαδή στο
ρονικό οοκήρμα σε μια περίοδο του φαινομένου. Με την επίδραση όμς τν
δεσμών ρευστού, η περίοδος του φαινομένου ταυτίζεται με την περίοδο ταάντσης
της ταύτητας τν δεσμών, η οποία αποτεεί μεταητή σεδιασμού, και κατά συ-
νέπεια κατά τη συνεή συζυή διατύπση εμφανίζονται νέοι όροι, απαραίτητοι ια
τον υποοισμό της παραώου ευαισησίας ς προς τη συνότητα fjets. Ιδιαίτερη
σημασία έει η εξάρτηση τν όρν αυτών από τη ρονική αφετηρία υποοισμού a

του ρονικού οοκηρώματος, καώς, η οική μεταοή της συνάρτησης κόστους ς
προς οποιαδήποτε μεταητή σεδιασμού και, άρα, και τη συνότητα fjets, αναμένεται
να είναι ανεξάρτητη του a.
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Για τη μεέτη της εξάρτησης της παραώου δF
δT
από τη ρονική αφετηρία a υποο-

ισμού του οοκηρώματος, αναπτύηκε κώδικας ια την επίυση μιας υποετικής
μονοδιάστατης, περιοδικής ροής, όπου η περίοδος της αποτεεί και αυτή μεταητή
σεδιασμού. Έπειτα από την επαναδιατύπση τν συνεών συζυών εξισώσεν και
οριακών συνηκών, κατά την οποία προέκυψαν, προφανώς, και πάι νέοι αντίστοιοι
όροι εξαρτώμενοι του a, υποοίστηκε η παράος ευαισησίας ς προς την περί-
οδο και έινε διερεύνηση ια κάε επιμέρους όρο ριστά.

Το πεονέκτημα σε αυτήν τη μεέτη ήταν ότι ό της απότητας του προήματος
και της κατάηης διαείρισής του, ήταν εφικτός ο αναυτικός υποοισμός της
παραώου ευαισησίας και τν επιμέρους όρν της. Έτσι οιπόν, η αναυτική ύση
έδειξε πς παρόο που οι όροι της παραώου ευαισησίας εξαρτώνται, και μάιστα
περιοδικά, του a, το άροισμα τους δίνει μια σταερή τιμή, και κατά συνέπεια η πα-
ράος δF

δT
είναι σταερή και ανεξάρτητη του a. Η παράος ευαισησίας

που υποοίσηκε με τη συνεή συζυή μέοδο προσείζει πού ικανοποιητικά τη
σστή τιμή, αά εμφανίζει μια μικρή εξάρτηση από τη ρονική αφετηρία a. Μετά
από τη σύκριση τν επιμέρους όρν της που υποοίσηκαν αριμητικά, με την
ακριή τιμή τους που προκύπτει από την αναυτική ύση, εξάεται το συμπέρασμα
πς επειδή η τεική παράος ευαισησίας αποτεεί άροισμα περιοδικών συναρτή-
σεν, σημαντικά διαφορετικής τάξης μεέους, μια μικρή απόκιση ό αριμητικoύ
σφάματος, οδηεί στη φαινομενικά εξαρτώμενη τιμή της από τη ρονική στιμή a.

Όσον αφορά στο έτιστο έεο της ροής ύρ από τον κύινδρο, έινε προραμ-
ματισμός και επέκταση του ήδη υπάροντος οισμικού που έει αναπτυεί στη
ΜΠΥΡ&Β και αποτεεί μέρος του εεύερου οισμικού OpenFOAM, έτσι ώστε,
εκτός από τις παραώους ευαισησίας ς προς τα πάτη ταάντσης τν δεσμών
ρευστού, να υποοίζει και τις παραώους ευαισησίας τν φάσεν και της συ-
νότητας. Έπειτα, πραματοποιήηκαν οι απαραίτητοι κύκοι ετιστοποίησης με
στόους την εαιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραώνου της άνσης και την
εαιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραώνου της οπισέκουσας. Για κάε συ-
νάρτηση κόστους μεετήηκαν οι εξής συνδιασμοί μεταητών σεδιασμού:
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• 1η Περίπτση: Μεταητές σεδιασμού τα πάτη ταάντσης τν δεσμών ρευ-
στού

• 2η Περίπτση: Μεταητές σεδιασμού τα πάτη ταάντσης και οι φάσεις
τν δεσμών ρευστού

Στον πίνακα 8.1 παρουσιάζονται οι τιμές τν συντεεστών άνσης και οπισέκου-
σας και τν τετραώνν τους ια τη μη-εεόμενη περίπτση και ια τις έτιστες
τιμές που προέκυψαν ια όες τις περιπτώσεις ετιστοποίησης που πραματοποιήη-
καν στην παρούσα διπματική ερασία. Υπενυμίζεται ότι τα μέσα τετράνα τν
συντεεστών είναι και οι συναρτήσεις κόστους σε κάε περίπτση, οι οποίες τίενται
προς εαιστοποίηση.

Εαιστοποίηση της Εαιστοποίηση της
Μέσης Άνσης Μέσης Οπισέκουσας

cL c2L cD c2D cL c2L cD c2D

Χρίς Έεο 0.0 0.0303 1.3892 0.9656 0.0 0.0303 1.3892 0.9656
1η Περίπτση 0.0 0.0 1.0630 0.7892 0.0 0.0 0.6119 0.3382
2η Περίπτση 0.0 0.0 1.0946 0.6045 0.0 0.0 0.4902 0.1023

Πίνακας 8.1: Συντελεστές άνωσης και οπισθέλκουσας για τις βέλτιστες τιμές που προ-
έκυψαν με τη συνεχή συζυγή μέθοδο.

Καταράς, κατά την εαιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραώνου της άνσης,
επιτεύηκε πήρης μηδενισμός της συνάρτησης κόστους, ενώ παράηα υπήρξε
μείση και της οπισέκουσας, ρίς να είναι στόος της συκεκριμένης ετιστο-
ποίησης. Αντίστοια, κατά την εαιστοποίηση της μέσης τιμής του τετραώνου της
οπισέκουσας, υπήρξε μηδενισμός τν συντεεστών της άνσης, ρίς πάι να απο-
τεεί στόο της ετιστοποίησης. Ακόμα, είναι εμφανές, πς με τη μεταοή της
φάσης κάε δέσμης επιτυάνεται πού μικρότερη τιμή τν συντεεστών της οπι-
σέκουσας, κάτι που φαίνεται περισσότερο στην περίπτση της εαιστοποίησης
της οπισέκουσας.

Συμπερασματικά, η ροή μπορεί να εεεί με αρκετά αυξημένη τιμή του πάτους
ταάντσης κάε δέσμης, μέρι όμς ένα όριο, καώς περαιτέρ αύξηση συνεπάε-
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ται και αύξηση της οπισέκουσας. Με τη οήεια της φάσης κάε δέσμης, αυτό το
όριο μπορεί να ξεπεραστεί, επιτρέποντας μεαύτερες τιμές έντασης της ταύτητας,
με ταυτόρονη μείση της μέσης οπισέκουσας. Aυτό φαίνεται και στον πίνακα 8.2,
όπου παρουσιάζονται οι έτιστες τιμές τν παραμέτρν της ταύτητας κάε δέσμης
που προέκυψαν ια όες τις περιπτώσεις ετιστοποίησης που πραματοποιήηκαν
στην παρούσα διπματική ερασία.

Ο πήρης μηδενισμός τν συντεεστών της άνσης ια όες τις περιπτώσεις και
η μείση της συνάρτησης κόστους στην εαιστοποίηση της οπισέκουσας κατά
65% και 89% ια την 1η και 2η περίπτση αντίστοια, φανερώνει την αξία της ετι-
στοποίησης, καώς αποτεεί ένα εραείο αμηού κόστους που καιστά εφικτή την
εξαή πηροφοριών σετικά με τον σεδιασμό της έτιστης διάταξης ενερητικού
εέου που επιφέρει σημαντική μείση τν δυνάμεν που ασκούνται στον κύιδρο.
Ακόμα περισσότερο, η ρήση διαφορετικής φάσης ια κάε δέσμη, κάτι που μεε-
τάται ια πρώτη φορά σε αυτήν την ερασία, κρίνεται απόυτα απαραίτητη, καώς,
ρίς ιδιαίτερη δυσκοία σε πρακτικά έματα υοποίησης, επιτυάνεται σημαντικά
καύτερος έεος της ροής.

Εαιστοποίηση της Εαιστοποίηση της
Μέσης Άνσης Μέσης Οπισέκουσας

1η Περίπτση 2η Περίπτση 1η Περίπτση 2η Περίπτση
Δέσμη Πάτος Πάτος Φάση Πάτος Πάτος Φάση
Ρευστού Ταάντσης Ak Ταάντσης Ak tk0 Ταάντσης Ak Ταάντσης Ak tk0

1 -0.0102 -0.0108 0 0.0285 0.0345 0
2 -0.0207 -0.0218 -0.0125 0.0569 0.0667 0.0118
3 -0.0221 -0.0231 -0.0106 0.0440 0.0492 0.0073
4 -0.0269 -0.0278 -0.0245 -0.025 -0.0323 -0.0058
5 -0.0372 -0.0387 -0.0761 -0.122 -0.1396 -0.0019
6 -0.0475 -0.0503 -0.0381 -0.082 -0.0785 -0.0010
7 -0.0426 -0.0444 0.0143 -0.035 -0.0363 -0.0019
8 -0.0205 -0.0220 -0.0186 -0.008 -0.0142 0.0014
9 0.0011 0.0008 -0.0077 0.0040 -0.0051 -0.0035
10 0.0108 0.0111 -0.0435 0.0070 0.0054 -0.0107
11 0.0052 0.0053 -0.0025 0.0018 -0.0006 -0.0021

Πίνακας 8.2: Βέλτιστες τιμές των παραμέτρων της ταχύτητας κάθε δέσμης, που προέ-
κυψαν με τη συνεχή συζυγή μέθοδο.
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Μεοντικά, α είε ενδιαφέρον η μεέτη ς προς τη έτιστη τοποέτηση τν
δεσμών ρευστού, έτσι ώστε μαζί με τις τιμές τν παραμέτρν της ταύτητας κάε
δέσμης να προκύπτει και η έση της. Ακόμα, α ήταν ιδιαίτερα σημαντικό, να ηφεί
υπόψην και η ενέρεια που καταναώνεται από τις δέσμες ρευστού στη συνάρτηση
κόστους, καώς δεν πρέπει να αμεούνται και οι μεάες τιμές της ταύτητας που
προέκυψαν, που σε αρκετές περιπτώσεις ξεπερνούσαν την ταύτητα της αδιατάραης
ροής.
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Παράρτημα Αʹ

Περί περιοδικότητας της συνάρτησης δv
δT

- Ένα παράδειμα κατανόησης

Η ανάυση που ακοουεί ίνεται ια ένα μονοδιάστατο εικονικό πεδίο ταύτητας
αποϊκής μορφής, ρίς άη της ενικότητας, δεδομένου ότι κάε περιοδική συνάρ-
τηση μπορεί να αναυεί σε σειρά ημιτονοειδών συναρτήσεν με πάτος ανεξάρτητο
του ρόνου.

Έστ περιοδική ύση μιας συνήους διαφορικής εξίσσης (ΣΔΕ) με περίοδο T της
μορφής

v(x, t) = 5 + xsin

(
x− 2πt

T

)
(Αʹ.0.1)

Η παραώιση της εικονικής ταύτητας της σέσης Αʹ.0.1 ς προς T δίνει τη μερική
παράο της v(x, t) ς προς T

∂v

∂T
(x, t) =

2πt

T 2
xcos

(
x− 2πt

T

)
(Αʹ.0.2)

Στα άκρα μιας περιόδου, οιζόμενης από την αφετηρία a ς το τέος a+ T , είναι

∂v

∂T
(x, t = a) =

2πa

T 2
xcos

(
x− 2πa

T

)
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και

∂v

∂T
(x, t = a+ T ) =

2π(a+ T )

T 2
xcos

(
x− 2πa

T
− 2π

)
=

2πa

T 2
xcos

(
x− 2πa

T

)
+

2π

T
xcos

(
x− 2πa

T

)
Έτσι φαίνεται ότι

∂v

∂T
(x, t = a) 6= ∂v

∂T
(x, t = a+ T )

και άρα η συνάρτηση ∂v
∂T

(x, t) δεν είναι περιοδική. Αυτό είναι αναμενόμενο μιας
και, αάζοντας την περίοδο T , οι εικονικές ταύτητες στις στιμές t = a και
t = a+ T αάζουν ’διαφορετικά’.

Από την άη πευρά, η οική παράος της v(x, t) είναι

δv

δT
(x, t) =

∂v

∂T
+

∂v

∂t

δt

δT
(Αʹ.0.3)

όπου το ∂v
∂T
δίνεται από τη σέση Αʹ.0.2 και η παραώιση της Αʹ.0.1 δίνει

∂v

∂t
(x, t) = −2πx

T
cos

(
x− 2πt

T

)
Στα άκρα μιας περιόδου, δηαδή ια t = a και t = a+ T , είναι

∂v

∂t
(x, t = a) = −2πx

T
cos

(
x− 2πa

T

)
και

∂v

∂t
(x, t = a+ T ) = −2πx

T
cos

(
x− 2πa

T
− 2π

)
ενώ ισύουν οι σέσεις

δt

δT
(t = a) = 0
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δt

δT
(t = a+ T ) = 1

Άρα, ια οποιοδήποτε x και t = a, η οική παράος δv
δT
ράφεται

δv

δT
(x, t = a) =

2πa

T 2
xcos

(
x− 2πa

T

)
− 2πx

T
cos

(
x− 2πa

T

)
δt

δT
(t = a)

=
2πa

T 2
xcos

(
x− 2πa

T

)
ενώ ια το ίδιο x και t = a+ T , είναι

δv

δT
(x, t = a+ T ) =

2πa

T 2
xcos

(
x− 2πa

T

)
+

2π

T
xcos

(
x− 2πa

T

)
− 2π

T
xcos

(
x− 2πa

T

)
δt

δT
(t = a+ T )

=
2πa

T 2
xcos

(
x− 2πa

T

)
Συνεπώς

δv

δt
(x, t = a) =

δv

δt
(x, t = a+ T )

και, άρα, η συνάρτηση δv
δT
(x, t) είναι περιοδική, ενώ η ∂v

∂T
(x, t) δεν είναι.
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