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Περίηψη
Σκοπός της παρούσας διπματικής ερασίας είναι η εφαρμοή και η πιστοποίηση
της μεόδου ισορροπίας τν αρμονικών στην επίυση τόσο του ευέος όσο και του
συζυούς προήματος που προκύπτει από τη συνεή συζυή μέοδο (continuous
adjoint method) και στον υποοισμό τν παραών ευαισησίας ια μία αεροτομή.
Η πιστοποίηση της μεόδου ίνεται ια διαφορετικές εφαρμοές όπου η ροή ασυμπί-
εστου ρευστού που μεετάται παραμένει στρτή και είναι περιοδικά μετααόμενη
στο ρόνο.

Η συνεής συζυής μέοδος ρησιμοποιείται ια τον υποοισμό της κίσης μίας
αντικειμενικής συνάρτησης ς προς τις μεταητές σεδιασμού. Ως μεταητές σε-
διασμού στις εφαρμοές που περιαμάνονται στην ερασία αυτή τέηκαν οι μετατο-
πίσεις τν κόμν της μεετούμενης αεροτομής κατά την κάετη στο τοίμα της
αεροτομής διεύυνση. Οι συνεείς συζυείς εξισώσεις και οριακές συνήκες, καώς
και οι παράοι ευαισησίας προκύπτουν από την παραώιση της επαυξημένης αντι-
κειμενικής συνάρτησης. Η τεευταία προκύπτει από την προς εαιστοποίηση συνάρ-
τηση στην οποία προστίενται τα ρικά και ρονικά οοκηρώματα τν μη-μόνιμν
εξισώσεν κατάστασης (Navier-Stokes) του ευέος προήματος ποαπασιασμέ-
νες με τις συζυείς μεταητές.

Τα δύο προήματα (ευύ και συζυές), καότι περιοδικά, επιύονται αφού πρώτα
εφαρμοστεί η μέοδος ισορροπίας τν αρμονικών με την οποία οι ρονικά μη-μόνιμες
εξισώσεις που περιράφουν το κάε πρόημα αντικαίστανται από ένα σύστημα
ρονικά μόνιμν εξισώσεν που είναι μεταξύ τους πεπεμένες. Τα συστήματα εξι-
σώσεν διακριτοποιούνται και επιύονται με έναν κοινό αόριμο επίυσης ρονικά
μόνιμν προημάτν. Η συκεκριμένη τενική αποσκοπεί στη μείση του υποοι-
στικού κόστους της επίυσης ρονικά μη-μόνιμν ροών και στη μειμένη δέσμευση
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μνήμης, καώς η επίυση του συζυούς προήματος απαιτεί αποήκευση της ύσης
του ευέος προήματος.

Στην ερασία αυτή, η πιστοποίηση της μεόδου επίυσης του ευέος προήματος
ίνεται μέσ σύκρισης τν δυνάμεν άνσης και αντίστασης που ασκούνται πάν
στην αεροτομή, όπς υποοίζονται με τη ρήση της μεόδου ισορροπίας τν αρμο-
νικών, με τις δυνάμεις που υποοίζει ένας “κασικός επιύτης” ρονικά μη-μόνιμν
ροών. Για το συζυές πρόημα, η πιστοποίηση ασίζεται στη σύκριση τν πα-
ραών ευαισησίας που υποοίζονται με τις δύο μεόδους. Η διερεύνηση της
αξιοπιστίας της μεόδου ίνεται ια τρεις διαφορετικές εφαρμοές, όπου εξετάζεται
κυρίς η επίδραση του αριμού Reynolds της ροής και το πάτος ταάντσης της
νίας που σηματίζει το διάνυσμα της επ’ άπειρον ροής με τη ορδή της αεροτομής.

Η εκπόνηση της παρούσας διπματικής ερασίας περιεάμανε προραμματισμό σε
ώσσα προραμματισμού C++ και τη ρήση του εεύερου οισμικούOpenFOAM
(ια το οποίο η συζυής μέοδος έει προραμματιστεί στη Μονάδα Παράηης
Υποοιστικής Ρευστοδυναμικής & Βετιστοποίησης) με το οποίο ίνονται και όοι
οι υποοισμοί τν ροϊκών μεεών.
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Abstract

The aim of this diploma thesis is the application and validation of the harmonic
balance method for solving both the primal and adjoint problems. The adjoint
problem results from the application of the continuous adjoint. This thesis is
primarily concerned with the successful calculation of the sensitivity derivativies
of an airfoil. For the validation of the harmonic balance method, various cases are
studied, in all of which the unsteadiness of the laminar flow of an incompressible
fluid is the result of the periodical time variation of the flow conditions.

The continuous adjoint method is used in the calculation of the gradient of an
objective function, with respect to the design variables. The normal (with respect
to the shape skin) displacement of each point along the airfoil constitute the
design variables of the optimization problem. The continuous adjoint equations, the
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corresponding boundary conditions and sensitivity derivatives are derived using an
objective function, the choice of which is not of a matter, augmented with the field
and time integral of the product of the unsteady state equations (Navier-Stokes)
that describe the primal problem, with the adjoint variables.

Both problems - the primal and the adjoint problems - are solved via the the
harmonic balance method, provided that one of the boundary conditions varies
periodically with time. With the application of the harmonic balance method, each
equation of the unsteady problem is replaced with a system of coupled steady
equations. The equations in the latter are descritized and both the primal and
adjoint problems are solved with the corresponding boundary conditions and with
the use of the same algorithm, suitable for solving steady problems. This technique
aims at reducing the computational cost of solving an unsteady problem, as well
as the required memory, provided that the solution of the adjoint problem requires
the solution of the primal problem to be stored.

For the validation of the method, the results obtained by the use of the harmonic
balance method are compared with those of a commonly used unsteady solver, i.e.
the one that solves the flow equations in the time domain. Regarding the primal
problem, validation is achieved by comparing the forces acting on the airfoil, while
for the adjoint problem by comparing the sensitivity derivatives computed on the
airfoil. Three different cases are studied, so as to examine mainly the effect of
different values of Reynolds number as well as of the amplitude of the oscillation
of the angle of attack.

The coding needed for this diploma thesis is done in C++. Moreover, OpenFOAM,
a free, internet-distributed software (for which the adjoint method was programmed
at the Parallel CFD & Optimization Unit of NTUA) was used.
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Κεφάαιο 1

Αιτιοκρατικές μέοδοι ετιστοποίησης &
Υποοιστική Ρευστοδυναμική
Η υποοιστική ρευστοδυναμική (Computational Fluid Dynamics, CFD) είναι ο
κάδος της επιστήμης της μηανικής τν ρευστών όπου ρησιμοποιούνται αριμη-
τικές μέοδοι ια την επίυση και την ανάυση προημάτν που αφορούν ροές
ρευστών. Η ανάπτυξη της συνάδει με την ανάπτυξη τν αριμητικών μεόδν και της
επιστήμης τν υποοιστών και στοεύει στην άρση τν σημαντικών περιορισμών
που η ρευστοδυναμική αντιμετώπιζε στις αρές εξέιξης της, ό τν μειμένν
δυνατοτήτν αναυτικής επίυσης τν εξισώσεν που περιράφουν τη ροή ενός ρευ-
στού.

Η ανάπτυξη της επιστήμης της υποοιστικής ρευστοδυναμικής είναι παράηη με
εκείνη τν ηεκτρονικών υποοιστών. Ως εραείο, με την αυξανόμενη ισύ και
ρηστικότητα τν ηεκτρονικών υποοιστών, καταφέρνει να δώσει ύσεις σε όο
και δυσκοότερα προήματα που αφορούν τη ρευστοδυναμική. Επιπέον, με την
περαιτέρ εξέιξη τν υποοιστών και της υποοιστικής ισύος, είναι δυνατόν να
εφαρμοστούν νέες μέοδοι αριμητικής επίυσης, που με τη σειρά τους είναι σε έση
να δώσουν ακριέστερες ύσεις στα επιυόμενα προήματα. Είναι προφανές επο-
μένς ότι ο κάδος της υποοιστικής ρευστοδυναμικής προοδεύει υποοηούμενος
πάντοτε από την εξέιξη στο πεδίο τν ηεκτρονικών υποοιστών.

Στην σύρονη εποή η επίυση τν προημάτν δεν είναι αρκετή από μόνη της.
Υπάρει πέον η ανάκη να διερευνάται το κατά πόσο η κάε ύση σε ένα πρόημα
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είναι η έτιστη ή το κατά πόσο ο τρόπος με τον οποίο καταήξαμε σε αυτή είναι
έτιστος. Η ανακαιότητα αυτή έφερε με τη σειρά της την ανάπτυξη τν μεόδν
ετιστοποίησης, οι οποίες καιερώηκαν ς ένα ασικό εραείο ια έναν μηανικό.
Οι μέοδοι ετιστοποίησης εφαρμόζονται σε πηώρα προημάτν διαφορετικής
φύσης, και αναμφισήτητα συνεισφέρουν στην εύρεση της έτιστης ύσης και σε
προήματα υποοιστικής ρευστοδυναμική.

1.1 Εισαή στη ετιστοποίηση
Η ετιστοποίηση είναι εκείνη η διαδικασία που ανινεύει το ώρο τν υποψήφιν
ύσεν ενός προήματος και οδηεί στον εντοπισμό της έτιστης από όες τις
υποψήφιες ύσεις [1]. Η ταύτητα με την οποία αυτό επιτυάνεται από μία μέοδο
ετιστοποίησης είναι ένας από τους σημαντικότερους παράοντες, καώς οι υποψή-
φιες ύσεις είναι συνής ποαπά άπειρες σε πήος.

Κατά την ανίνευση του ώρου τν υποψήφιν ύσεν απαιτείται υποστήριξη από
ένα εραείο το οποίο α αξιοοεί την κάε υποψήφια ύση, ς προς τους στόους
που τέηκαν. Στα προήματα αεροδυναμικής (όπς αυτό που εξετάζεται στο παίσιο
της παρούσας διπματικής ερασίας) ειδικότερα, η ανάυση ενός σώματος ς προς
τα αεροδυναμικά της αρακτηριστικά μπορεί να ίνει είτε με πειραματικές μετρήσεις
είτε με ρήση ηεκτρονικού υποοιστή και σετικών υποοιστικν μοντέν. Σε
ότι πρόκειται να ακοουήσει, ας ερηεί ότι η υποψήφια ύση αξιοοείται με τη
οήεια υποοιστικών μοντέν και κδίκν, με τη οήεια δηαδή της Υποοι-
στικής Ρευστοδυναμικής.

Για ένα σύνετο πρόημα αεροδυναμικής ετιστοποίησης, ο μηανικός πρέπει να
έει στη διάεση του ένα σύνοο στοιείν απαραίτητν ια την επίυση του. Οι
στόοι και οι εεύερες παράμετροι του προήματος πρέπει να είναι πήρς κα-
ορισμένοι. Στις παραμέτρους αυτές α αποδοούν τιμές που να εξασφαίζουν την
επιυμητή αεροδυναμική συμπεριφορά, σύμφνα με τους στόους που τέηκαν. Η
αξιοόηση της ύσης και η διαδικασία της ετιστοποίησης ενικότερα μπορεί να
επιτευεί με ποές διαφορετικές μεόδους, ανάοα με τις ανάκες ή τις ιδιαιτε-
ρότητες του προήματος ή ανάοα ακόμα και με τα (υποοιστικά) μέσα τα οποία
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ο μηανικός διαέτει.

Οι πρώτες μέοδοι που αναπτύηκαν ύρ από το έτιστο σεδιασμό μίας αεροδυ-
ναμικής μορφής με σκοπό να πηρεί συκεκριμένα αεροδυναμικά κριτήρια, στόευαν
στη διαμόρφση μίας επιυμητής κατανομής πίεσης ή ταύτητας ύρ από την αε-
ροδυναμική μορφή, οι οποίες ήταν νστό ότι οδηούσαν στην επιυμητή αεροδυνα-
μική συμπεριφορά [2]. Η σστή επιοή τν κατανομών στηριζόταν στην εμπειρία
του μηανικού. Με δεδομένες τις κατανομές αναζητείτο η εμετρία που αντιστοιεί
στην κατανομή αυτή ια δεδομένες συνήκες ροής. Επομένς, η σστή επιοή τν
κατανομών επηρέαζε κατά πού τη ύση στην οποία κατέηε η διαδικασία ετι-
στοποίησης.

Αξιοποιώντας πέον τη ραδαία αύξηση της υποοιστικής ισύος αά και τις σύ-
ρονες εξείξεις στην υποοιστική ρευστοδυναμική, η πρόσφατη τάση στην επίυση
προημάτν έτιστου σεδιασμού αεροδυναμικών μορφών είναι η διατύπση τους
υπό τη μορφή προημάτν ετιστοποίησης (εαιστοποίησης) μιας μαηματικής
συνάρτησης κόστους. Μέσ της συνάρτησης κόστους αποτιμάται η επίδοση της εκά-
στοτε εμετρίας (εφόσον αναφερόμαστε σε διαδικασία έτιστου σεδιασμού) ς
προς τα αεροδυναμικά κριτήρια που έουν τεεί. Η αποτίμηση αυτή ίνεται μέσ της
επίυσης τν εξισώσεν κατάστασης του προήματος, δηαδή τν εξισώσεν ροής
στα αεροδυναμικά προήματα. Το πρόημα έτιστου σεδιασμού ανάεται στο
μαηματικό πρόημα εαιστοποίησης μίας αντικειμενικής συνάρτησης, ς προς τις
μεταητές σεδιασμού. Ο τρόπος με τον οποίο α επιτευεί η εαιστοποίηση αυτή
ποικίει, ανάοα με τη μέοδο που ρησιμοποιείται.

Οι μέοδοι ετιστοποίησης τώρα, είναι δυνατόν να κατηοριοποιηούν σε δύο ενι-
κές κατηορίες, τις αιτιοκρατικές και τις στοαστικές μεόδους ετιστοποίησης [1].
Μία αιτιοκρατική μέοδος ετιστοποίησης ρησιμοποιεί τη ενικευμένη έννοια της
παραώου μίας αντικειμενικής συνάρτησης, τιμές τις οποίας απαιτείται να υποοίσει
ή εναακτικά να προσείσει. Οι στοαστικές μέοδοι, αντιέτς, ρησιμοποιούν
στοιεία τυαίας ή ορανμένα τυαίας αναζήτησης της έτιστης ύσης σε ένα
πεδίο πιανών ύσεν. Οι στοαστικοί αόριμοι είναι ενικοί (με την έννοια ότι
εύκοα προσαρμόζονται ια την επίυση διαφορετικών προημάτν), στη ενική πε-
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ρίπτση πιο αροί από αντίστοιους αιτιοκρατικούς και προσφέρουν τη δυνατότητα
εύρεσης του καοικού ακρότατου της αντικειμενικής συνάρτησης [26]. Παραδεί-
ματα εφαρμοής στοαστικών μεόδν αποτεούν οι εξεικτικοί αόριμοι [24],
[25]. Η παρούσα διπματική ερασία δεν εξετάζει την επίυση προημάτν ετι-
στοποίησης με στοαστικές μεόδους.

Αντίετα, στην παρούσα ερασία, υοποιείται μια αιτιοκρατική μέοδος ετιστο-
ποίησης, μια μέοδος δηαδή που ασίζεται όπς αναφέρηκε στον υποοισμό της
κίσης της αντικειμενικής συνάρτησης. Τέτοιες μέοδοι (gradient-based methods)
απαιτούν τον υποοισμό τν πρώτν (συνά και δεύτερν) παραών της αντι-
κειμενικής συνάρτησης, ς προς τις εεύερες παραμέτρους του προήματος. Του-
άιστον σε σύνετα προήματα αεροδυναμικής ετιστοποίησης, το να υοποιη-
εί μία αιτιοκρατική μέοδος ετιστοποίησης απαιτεί σημαντικό ρόνο από πευρά
προραμματισμού και μαηματικής διατύπσης ενώ αναμφίοα είναι δυσκοότερα
επεκτάσιμη σε άα παρεμφερή προήματα, τουάιστον σε σύκριση με τις στο-
αστικές μεόδους. Επιπέον, δεν εξασφαίζουν ότι η ύση η οποία επιτυάνεται
αποτεεί καοικό ακρότατο της αντικειμενικής συνάρτησης και όι ένα τοπικό, κα-
ώς η ύση στην οποία καταήουν εξαρτάται άμεσα από το σημείο εκκίνησης της
επίυσης. Η σύκιση όμς τν αιτιοκρατικών μεόδν είναι ιδιαίτερα ρήορη, σε
σύκριση πάντα με τις στοαστικές μεόδους [1].

Η ταύτερη σύκιση της μεόδου ενισύεται εφαρμόζοντας κατάηες μεόδους
στον υποοισμό τν απαιτούμενν παραών. Ο υποοισμός τν παραών
της αντικειμενικής συνάρτησης ίνεται με τη ρήση της συζυούς μεόδου η οποία,
όπς α φανεί και στη συνέεια, παρουσιάζει ιδιαίτερα σημαντικά πεονεκτήματα.

1.2 Η συζυής μέοδος
Οι συζυείς διατυπώσεις είναι μαηματικά-υποοιστικά εραεία υποοισμού της
κίσης (gradient) μίας αντικειμενικής συνάρτησης, εξασφαίζοντας ταυτόρονα την
ικανοποίηση τν ασικών εξισώσεν που διέπουν το πρόημα που εξετάζεται. Τέ-
τοιες εξισώσεις σε ένα πρόημα αεροδυναμικής ια παράδειμα, είναι οι εξισώσεις
ροής (εξισώσεις Euler, εξισώσεις Navier-Stokes). Η μαηματική διατύπση της με-
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όδου ασίζεται στη οική τν ποαπασιαστών Lagrange. Επειδή, σε μία μέοδο
ετιστοποίησης, η κίση της αντικειμενικής συνάρτησης ρησιμοποιείται ια να την
οδηήσει (.. με τη μέοδο της απότομης καόδου- steepest descent) στη ύση που
εξασφαίζει εάιστη τιμή αυτής, ποές φορές όταν αναφέρονται οι συζυείς μεό-
δους υποοισμού της κίσης της αντικειμενικής συνάρτησης περιαμάνεται και η
διαδικασία εαιστοποίησής της.

Η ανάπτυξη τν συζυών μεόδν αποσκοπεί στο να καταστεί το υποοιστικό κό-
στος ανεξάρτητο του πήους τν μεταητών σεδιασμού του προήματος. Αυτό
ίνεται ιδιαίτερα εμφανές στην περίπτση που εξετάζεται ετιστοποίηση της εμε-
τρίας αεροδυναμικών μορφών, όπς συμαίνει στις εφαρμοές της παρούσας διπμα-
τικής ερασίας, αά και ενικότερα σε προήματα αεροδυναμικής ετιστοποίησης.
Οι μεταητές, ς προς τις οποίες υποοίζονται οι παράοι τν αντικειμενικών
συναρτήσεν, είναι, στη ενική περίπτση, ποές σε αριμό. Ωστόσο, η συζυής
μέοδος απαιτεί ια τον υποοισμό τν παραών απά την επίυση του προ-
ήματος που μεετάται (ευύ πρόημα) και του συζυούς που προκύπτει. Έτσι,
ανεξάρτητα από το πήος τν μεταητών σεδιασμού, το υποοιστικό κόστος
της συζυούς μεόδου παραμένει το ίδιο με το κόστος ια την επίυση δύο πρτευό-
ντν προημάτν. Ο συνδυασμός μιας αιτιοκρατικής μεόδου με τη συζυή μέοδο
ια τον υποοισμό τν παραών εξασφαίζει την εξοικονόμηση σημαντικού υπο-
οιστικού ρόνου, σε σύκριση ια παράδειμα με μια στοαστική μέοδο η οποία
ια ένα τόσο μεάο πήος μεταητών σεδιασμού α παρουσίαζε αρκετά αρή
σύκιση.

Η ανάπτυξη τν συζυών μεόδν ια τον υποοισμό τν παραών αντικειμε-
νικών συναρτήσεν που ρησιμοποιούνται στην αεροδυναμική ετιστοποίηση, έει
αποτεέσει μία από τις κυριότερες δραστηριότητες της μονάδας Παράηης Υποο-
ιστικής Ρευστοδυναμικής & Βετιστοποίησης του Εραστηρίου Θερμικών Στροι-
ομηανών (ΜΠΥΡ&Β/ΕΘΣ). Η συκεκριμένη μονάδα έει παράξει πήος ερα-
σιών που αφορούν την εφαρμοή της μεόδου ια μόνιμες και μη-μόνιμες, στρτές και
τυρώδεις ροές, σε δομημένα και μη-δομημένα πέματα [9], [10], [13], [11], [12], [14].

Οι συζυείς μέοδοι ρίζονται στη συνεή και στη διακριτή συζυή μέοδο [1].
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Και οι δύο μέοδοι ασίζονται στη δημιουρία μίας επαυξημένης αντικειμενικής συ-
νάρτησης που προκύπτει από την αντικειμενική συνάρτηση του προήματος με πρό-
σεση όρν που περιαμάνουν τις εξισώσεις του προήματος ποαπασιασμένες
με συζυείς μεταητές. Στη διακριτή συζυή μέοδο, οι εξισώσεις που διέπουν
το πρόημα και η αντικειμενική συνάρτηση πρώτα διακριτοποιούνται και ραμμικο-
ποιούνται και, στη συνέεια, μέσ κατάηης ανάυσης, παράονται οι συζυείς
εξισώσεις σε μητρική μορφή, έτοιμες ια αριμητική επίυση. Αντίετα, στη συνεή
συζυή μέοδο η διακριτοποίηση ακοουεί την παραή της συζυούς εξίσσης.
Η επαυξημένη συνάρτηση προκύπτει από την αναυτική έκφραση της αντικειμενικής
συνάρτησης και τν εξισώσεν που διέπουν το πρόημα και, επομένς, οι συζυείς
εξισώσεις προκύπτουν και αυτές σε αναυτική μορφή. Με την επίυση τν συζυ-
ών εξισώσεν προκύπτουν τα πεδία τν συζυών μεταητών. Με νστά τα πεδία
τν μεταητών ροής και τν συζυών μεταητών υποοίζονται οι παράοι της
αντικειμενικής συνάρτησης. Στην παρούσα διπματική ερασία εφαρμόζεται απο-
κειστικά η συνεής συζυής μέοδος.

1.2.1 Συνεής συζυής μέοδος ια ρονικά μη-μόνιμη
ροή

Στην ερασία αυτή ρησιμοποιείται η συνεής συζυής μέοδος ια ρονικά μη-
μόνιμες ροές ασυμπίεστου ρευστού. Σε ρονικά μετααόμενα φαινόμενα ροής, η
αντικειμενική συνάρτηση πρέπει να περιαμάνει και την επίδραση τν ρονικών όρν,
όπς ακριώς συμαίνει και με τις εξισώσεις ροής. Επομένς, οι συνεείς συζυείς
εξισώσεις, που έουν μορφή αντίστοιη τν εξισώσεν κατάστασης, α περιαμ-
άνουν και αυτές την επίδραση αυτή. Οι εξισώσεις ροής του ευέος προήματος
επιύονται με ρονοπροέαση (time-marching). Οι συζυείς εξισώσεις επιύονται
επομένς με αντίστοιο τρόπο, κινούμενοι όμς προς τα πίσ στο ρόνο. Επομένς,
ια κάε ρονική στιμή, στην επίυση του συζυούς προήματος, είναι απαραίτητη
η νώση οόκηρου του πεδίου που έει προκύψει από το ευύ πρόημα [21]. Με
τη ύση και του συζυούς προήματος υποοίζονται οι παράοι και η νέα τιμή
της αντικειμενικής συνάρτησης.

Γίνεται αντιηπτό από τα προηούμενα πς, σε περιπτώσεις που η διαέσιμη μνήμη
είναι περιορισμένη, δεν υπάρει η δυνατότητα να ακοουηεί η παραπάν διαδικασία,
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καώς είναι αδύνατον να αποηκεύονται οόκηρα τα πεδία ροής ια κάε ρονική
στιμή ια την οποία το ευύ πρόημα επιύεται με τη ρήση κάποιου επιύτη
μη-μόνιμν προημάτν (ενός αορίμου δηαδή που εφαρμόζει την τενική της
ρονοπροέασης). Μία μέοδος που ρησιμοποιείται ια να ξεπεραστεί το εν ό
πρόημα είναι η ρήση δεικτών μνήμης (checkpointing) [21]. Με τη μέοδο αυτή
ίνεται μερική, επιεκτική αποήκευση του πεδίου ροής σε συκεκριμένες ρονικές
στιμές. Κατά την επίυση του συζυούς προήματος και πάι με τον επιύτη μη-
μόνιμν ροών, ια κάε ρονικό ήμα ια το οποίο δεν έουν αποηκευεί οι ύσεις
του ευέος προήματος, ίνεται ξανά υποοισμός του πεδίου ροής ξεκινώντας από
την κοντινότερη αποηκευμένη ρονική στιμή [23].

1.2.2 Μειμένη δέσμευση μνήμης με τη μέοδο της ισορ-
ροπίας τν αρμονικών

Στην περίπτση που το φαινόμενο που εξετάζεται είναι περιοδικό, είναι δυνατόν, να
εφαρμοστεί η μέοδος της ισορροπίας τν αρμονικών (harmonic balance method) που
παράει ιδιαίτερα ικανοποιητικά αποτεέσματα, με υποοιστικό κόστος μικρότερο
από τη μέοδο τν δεικτών μνήμης και δεσμεύοντας, στη ενική περίπτση, ακόμα
ιότερη μνήμη. Με τη μέοδο αυτή οι μεταητές του ευέος προήματος ανα-
ύονται σε σειρές Fourier με πεπερασμένο πήος συντεεστών. Οι εξισώσεις του
μη-μόνιμου προήματος αντικαίστανται από τα αντίστοια συστήματα “μόνιμν”
εξισώσεν που προκύπτουν από την ανάυση. Με την επίυση αυτών προκύπτει ένας
πεπερασμένος αριμός πεδίν ροής (ρίς απόυτη φυσική σημασία) σε ισαπέοντα
ρονικά διαστήματα, τα οποία με τη ρήση ενός αντίστροφου μετασηματισμού δί-
νουν τις τιμές τν μεεών κάε ρονική στιμή. Άμεση επίδραση στην ακρίεια της
μεόδου έει τόσο η συνότητα του περιοδικού φαινομένου όσο και το πήος τν
αρμονικών που α ρησιμοποιηούν, το πήος τν συντεεστών δηαδή της σειράς
Fourier που α ρησιμοποιηεί ια προσέιση τν μεταητών του προήματος.

Έοντας με αυτόν τον τρόπο αποηκευμένα πεπερασμένα στον αριμό πεδία ροής
είναι δυνατόν να ακοουήσει η επίυση του συζυούς προήματος, το οποίο είναι
δυνατόν να προκύψει μέσ δύο διαφορετικών αναύσεν. Μία πρώτη επιοή α ήταν
να εφαρμοστεί η συνεής συζυής μέοδος με ρήση τν ρονικά μόνιμν εξισώσεν
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που προέκυψαν από την εφαρμοή της μεόδου ισορροπίας τν αρμονικών ια το
ευύ πρόημα και επομένς να προκύψουν οι συζυείς εξισώσεις. Οι τεευταίες
επιύονται ρησιμοποιώντας τα πεδία που προέκυψαν από την επίυση του ευέος
προήματος. Εναακτικά, είναι δυνατόν να εφαρμοστεί η συνεής συζυής μέοδος
στις εξισώσεις του μη-μόνιμου προήματος που επιύηκε στο ευύ πρόημα. Στις
ρονικά μη-μόνιμες συζυείς εξισώσεις, εφαρμόζεται εκ νέου η μέοδος ισορροπίας
τν αρμονικών και προκύπτει το σύστημα τν “μόνιμν” ρονικά συζυών εξισώσεν,
η επίυση τν οποίν αξιοποιεί τα διαέσιμα από την επίυση του ευέος προήματος
πεδία. Και οι δύο παραπάν υοποιήσεις παρουσιάζουν εξαιρετικό ενδιαφέρον και η
διερεύνηση του κατά πόσο είναι δυνατόν να επιτευούν είναι ιδιαίτερα σημαντική.
Οι επιοές που αναπτύηκαν παραπάν παρουσιάζονται συκεντρμένες στο Σχήμα
1.1. Στην παρούσα διπματική ερασία, οι εξισώσεις του συζυούς προήματος
προκύπτουν μέσ της συνεούς συζυούς μεόδου από τις εξισώσεις ροής του μη-
μόνιμου προήματος. Τα δύο μη-μόνιμα προήματα (ευύ και συζυές) επιύονται
με ρήση της μεόδου ισορροπίας τν αρμονικών ια τον υποοισμό τν παραών
μίας αντικειμενικής συνάρτησης. Κατά την επίυση του συζυούς προήματος υπάρ-
ουν αποηκευμένα και ρησιμοποιούνται τα πεδία που προέκυψαν από την επίυση
του ευέος προήματος, καώς μόνο αυτά απαιτούνται.

1.3 Το οισμικό OpenFOAM (Field Operation
And Manipulation)

Στις εφαρμοές τις παρούσας διπματικής ερασίας ίνεται ρήση του OpenFOAM,
ενός εεύερου πακέτου οισμικού, ανεπτυμένο από την OpenCFD, το οποίο παρέ-
ει τη δυνατότητα επίυσης φυσικών προημάτν. Αξίζει να σημειεί ακόμη πς
το OpenFOAM είναι οισμικό ανοιτού πηαίου κώδικα, ραμμένου σε ώσσα
προραμματισμού C++. Επομένς προσφέρει στο ρήστη τη δυνατότητα τόσο να
τροποποιήσει τους κώδικες ούτς ώστε να εξυπηρετούν τις ανάκες του και τις ιδιαι-
τερότητες του προήματος που αντιμετπίζει, όσο και να αναπτύξει νέους κώδικες
ρησιμοποιώντας έτοιμα εραεία που το οισμικό περιαμάνει.

Η ΜΠΥΡ&Β/ΕΘΣ έει ενερή συμμετοή στον προραμματισμό και την προέκταση
του πηαίου κώδικα του εν ό οισμικού. Στην παρούσα διπματική ερασία, η
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Σήμα 1.1: Διαφορετικές επιλογές για εφαρμογή της μεθόδου ισορροπίας των αρμονικών.
Διακρίνονται ως προς το αν το πρόβλημα επιλύεται στο πεδίο του χρόνου ή σε αυτό των
συχνοτήτως.

ρήση του OpenFOAM την επίυση μη-μόνιμν στρτών ροών ασυμπίεστου ρευστού
σε υποοιστικά πέματα που αναπτύσσονται επίσης με το οισμικό αυτό. Χρη-
σιμοποιήηκαν κώδικες που αναπτύηκαν ς προέκταση εκείνν που η ΜΠΥΡ&Β
είε ήδη δημιουρήσει. Η οπτικοποίηση τν ροών που προέονται ίνεται με τη
ρήση του ραφικού περιάοντος του οισμικού (paraview).
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Κεφάαιο 2

Αόριμος PISO
Ένας συνά ρησιμοποιούμενος επιύτης ρονικά μη-μόνιμν προημάτν ροών
ασυμπίεστου ρευστού είναι ο αόριμος PISO (Pressure Implicit with Splitting
of Operators) [22]. Ο συκεκριμένος αόριμος αποτεεί μία τυπική εφαρμοή της
μεόδου ρονοπροέασης. Οι εξισώσεις Navier-Stokes που περιράφουν το εν ό
πρόημα ράφονται σε διανυσματική συντηρητική μορφή ς εξής:

∇ ·U = 0 (2.0.1)

∂U
∂t

+∇ · (UU)−∇ · (ν∇U) = −∇p (2.0.2)

όπου με U συμοίζεται το διάνυσμα της ταύτητας και με p το μέεος της πίεσης
διαιρεμένο με την πυκνότητα. Το παραπάν σύστημα εξισώσεν είναι μη-ραμμικό.
Απαιτείται ραμμικοποίηση του όρου μεταφοράς ενώ υπάρει η ανάκη επιοής ενός
τρόπου σύζευξης της ταύτητας και της πίεσης.

2.1 Σύζευξη ταύτητας-πίεσης και αόριμος
επίυσης

Η εξίσση της ορμής 2.0.2 είναι δυνατό να ραφεί σε ημι-διακριτή μορφή:

aPUP = H(U)−∇p (2.1.1)

Η διαδικασία διακριτοποίησης μέσ της οποίας προκύπτει η παραπάν σέση απο-
φεύεται στο παρόν κεφάαιο στόσο παρατίεται αναυτικά σε επόμενο κεφάαιο
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της παρούσας διπματικής ερασίας. Αναφέρεται παρόα αυτά ότι με με δείκτη P

ορίζονται οι ταύτητες στο κέντρο ενός μεετούμενου όκου εέου (ενός υπο-
οιστικού ρίου διακριτοποιημένου με τη μέοδο τν πεπερασμένν όκν). Οι
συντεεστές aP και aN είναι συναρτήσεις της ταύτητας U. Ο υποοισμός τν
συντεεστών aP και aN ίνεται με τη ρήση ενός ήδη υπάροντος πεδίου ταύτητας
U από προηούμενη ρονικη στιμή.

Ο όρος H(U) αποτεείται από το μητρώο τν συντεεστών ια κάε ειτονική κυ-
ψέη, ποαπασιασμένο με τις αντίστοιες ταύτητες, που έει προκύψει από τη
διακριτοποίηση τν όρν μεταφοράς και διάυσης και από το μητρώο με τους συντε-
εστές της διακριτοποίησης του ρονικού όρου, με κάποιο ρονικό ήμα, και κάε
όρου πηής.

Η εξίσση της συνέειας διακριτοποείται ς εξής:

∇ ·U =
∑
faces

S ·Uf = 0 (2.1.2)

Γράφοντας την εξίσση 2.1.1 ς προς UP , προκύπτει

UP =
H(U)

aP
− 1

aP
∇p (2.1.3)

Οι ταύτητες στις έδρες του κάε όκου εέου υποοίζονται με παρεμοή:

Uf =

(H(U)

aP

)
f

−
(

1

aP
∇p

)
f

(2.1.4)

Αντικαιστώντας την εξίσση 2.1.4 στην διακριτοποιημένη εξίσση της συνέειας
2.1.2, προκύπτει η εξίσση της πίεσης:

∇ ·
(

1

aP
∇p

)
= ∇ · H(U)

aP
=

∑
faces

S ·
(H(U)

aP

)
f

(2.1.5)

Η διακριτοποιημένη μορφή του συστήματος τν εξισώσεν Navier-Stokes, όπς προ-
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έκυψε είναι:
aPUP = H(U)−

∑
faces

S(p)f (2.1.6)

∑
faces

S ·
(

1

aP
∇p

)
f

=
∑
faces

S ·
(H(U)

aP

)
f

(2.1.7)

Τέος, η ροή μάζας σε κάε έδρα δίνεται από τη σέση:

F = S ·Uf = S ·

[(H(U)

aP

)
f

−
(

1

aP
∇p

)
f

]
(2.1.8)

Ο αόριμος επίυσης PISO ακοουεί τα παρακάτ ήματα:

• Επιύεται η διακριτοποιημένη εξίσση ορμής 2.1.6, με τη ρήση του ήδη υπάρ-
οντος πεδίου πίεσης, και προκύπτει μια εκτίμηση του πεδίου ταύτητας.

• Με το πεδίο ταύτητας του προηούμενου ήματος, σηματίζεται το μητρώο
H(U) και επιύεται η εξίσση της πίεσης 2.1.7. Έτσι προκύπτει μια εκτίμηση
του πεδίου πίεσης.

• Με το νέο πεδίο πίεσης και μέσ της σέσης 2.1.8 υποοίζεται η ροή μάζας
σε κάε έδρα τν όκν εέου. Μέσ της σέσης 2.1.3 διορώνεται το πεδίο
ταύτητας.

Τα παραπάν ήματα επανααμάνονται μέρι να ικανοποιηεί κάποιο κριτήριο σύ-
κισης. Σε περίπτση που είναι επιυμητή η επίυση και του συζυούς προήματος
ακοουείται αντίστοιη ανάυση και ο αόριμος που ρησιμοποιείται είναι ο ίδιος.
Η απαίτηση ια νώση του πεδίου ταύτητας που προκύπτει από το ευύ πρόημα
στην επίυση του συζυούς καύπτεται, όπς αναφέρηκε σε προηούμενο κεφά-
αιο, με τη μέοδο checkpointing ή κάποια άη ισοδύναμη μέοδο, [23].
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Κεφάαιο 3

Η μέοδος της Ισορροπίας τν Αρμονι-
κών

3.1 Εισαή
Η μέοδος της ισορροπίας τν αρμονικών (harmonic balance) [3] είναι μια μέοδος
που είναι δυνατόν να εφαρμοστεί ια τη μεέτη μη-μόνιμν, περιοδικών φαινομένν
ροής. Περιοδικά καούνται τα φαινόμενα τν οποίν η ύση αναμένεται να είναι μία
περιοδική συνάρτηση του ρόνου. Τέτοιου είδους μη-μόνιμα (unsteady) προήματα
προκύπτουν όταν κάποια από τις οριακές συνήκες μεταάεται με το ρόνο, όι τυ-
αία αά περιοδικά. Αξίζει επιπέον να σημειεί ότι στα προήματα που πρόκειται
να εξετασούν η μεταοή τν οριακών συνηκών ίνεται εξανακασμένα, επιά-
εται δηαδή μία συκεκριμένη συνότητα ταάντσης, κάτι που α ίνει φανερό και
στις εφαρμοές της μεόδου που α ακοουήσουν σε επόμενο κεφάαιο.

Με την εφαρμοή της συκεκριμένης μεόδου οι εξισώσεις που περιράφουν ένα
μη-μόνιμο πρόημα αντικαίστανται από ένα σύστημα εξισώσεν όπου δεν εμφα-
νίζονται ρονικά μετααόμενοι όροι. Το νέο αυτό σύστημα ρονικά μόνιμν εξι-
σώσεν επιύεται παράοντας πεδία τα οποία ναι μεν δεν έουν απόυτη φυσική
σημασία, στόσο συνέτουν μαζί μέσ μετασηματισμών τη ύση του προήματος.
Με αυτόν τον τρόπο δεν απαιτείται κάποια ανάυση ια το ποιο ρονικό ήμα α ρη-
σιμοποιηεί, κάτι το οποίο α ήταν απαραίτητο στην περίπτση που ινόταν ρήση
ενός επιύτη μη-μόνιμν προημάτν. Το ρονικό ήμα επηρεάζει άμεσα την ευστά-
εια της ύσης και είναι πάντοτε συνάρτηση τν εμετρικών αρακτηριστικών τν
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υποοιστικών πεμάτν εντός τν οποίν επιύονται τα εκάστοτε προήματα.

Η συκεκριμένη μέοδος πρτορησιμοποιήηκε στη μεέτη ηεκτρικών κυκμά-
τν [3] και συκεκριμένα ια την εύρεση της απόκρισης στην ημιτονοειδή μόνιμη
κατάσταση, της κατάστασης ισορροπίας δηαδή που επέρεται μετά το πέρας τν
μεταατικών φαινομένν. Αυτό είναι και το σημαντικότερο αρακτηριστικό της με-
όδου αυτής. Δύναται, δηαδή, να υποοίσει τις επιυμητές αποκρίσεις μόνο κατά
το περιοδικό κομμάτι του προήματος, παρακάμπτοντας το μεταατικό στάδιο που
προηείται της μόνιμης κατάστασης. Επομένς, αποφεύεται ο υποοισμός του με-
ταατικού φαινομένου, κάτι που επιφέρει μεάο υποοιστικό κέρδος στη μεέτη
μη-μόνιμν φαινομένν.

Στη μόνιμη πέον κατάσταση, οι άνστες μεταητές του εκάστοτε προήματος
προσείζονται με σειρές Fourier, καώς είναι περιοδικές συναρτήσεις ς προς το
ρόνο. Η κεντρική ιδέα της μεόδου της ισορροπίας τν αρμονικών είναι ότι ό τν
σειρών Fourier, οι άνστοι είναι πέον οι πεπερασμένοι στον αριμό συντεεστές
της σειράς, οι οποίοι ισούνται σε πήος με το διπάσιο του αριμού τν αρμονικών
που ρησιμοποιούνται ια την προσέιση του φαινομένου, συν έναν ακόμη στα-
ερό όρο, που αποτεεί ουσιαστικά και το μέσο ρονικά όρο της συνάρτησης. Πέον
όμς, το πρόημα έει μεταφερεί στο πεδίο συνοτήτν (frequency domain), και
όι στο πεδίο του ρόνου (time domain) όπου και είναι νστή η σύνδεση μεταξύ
τν μεταητών ροής μέσ τν φυσικών νόμν που διέπουν το πρόημα [4]. Με
κατάηους διακριτούς μετασηματισμούς, οι οποίοι α παρουσιαστούν αναυτικό-
τερα στα εδάφια που ακοουούν, καίσταται δυνατή η μετάαση από το ένα πεδίο
στο άο και αντίστροφα και, τεικά, η επίυση του προήματος μέσ μίας τέτοιου
τύπου επαναηπτικής διαδικασίας.

Ακοουούν η μαηματική εμείση της μεόδου και η εξαή τν ασικών τύπν
που προκύπτουν από την μαηματική ανάυση, ενότητες που ασίζονται σε πααιό-
τερες ερασίες [3], [4], [6].
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3.2 Μαηματική εμείση
Όπς αναφέρηκε προηουμένς, με τη μέοδο της Ισορροπίας τν Αρμονικών, σε
αντιδιαστοή με τη μέοδο ρονοπροέασης, ίνεται δυνατός ο απ’ ευείας υποο-
ισμός του περιοδικού φαινομένου που ενδιαφέρει, μέσ προσέισης της ύσης με
άροισμα πεπερασμένου αριμού όρν σειράς Fourier.

Έστ ότι η διαφορική εξίσση (ή το σύστημα διαφορικών εξισώσεν) που πρέπει να
επιυεί, είναι της μορφής :

dU
dt +R(U(t)) = 0 (3.2.1)

όπου U = U(t) είναι το πεδίο τν μεταητών ροής που πρέπει να υποοιστεί,
όπς .. το διάνυσμα της ταύτητας της ροής στην εξίσση ορμής, η οποία επιύ-
εται στην εφαρμοή της παρούσας διπματικής ερασίας ια την πρόεξη της ροής
ασυμπίεστου συνεκτικού ρευστού που μεετάται.

Ο διαφορικός τεεστής R αντιπροσπεύει το “ρικό υπόοιπο” (spatial residual)
τν εξισώσεν ροής και περιαμάνει τους ρονικά μόνιμους όρους της διαφορι-
κής εξίσσης η οποία επιύεται. Κατά κανόνα, είναι μία συνάρτηση του U, δηαδή
R=R(U(t)). Προσείζουμε τα ρονικά μετααόμενα πεδία U και R μέσ σει-
ρών Fourier με τη ρήση ΝH συνοτήτν, με τη ρήση δηαδή NH αρμονικών.

Οι όροι ράφονται:

U(t)
.
= Û0 +

NH∑
n=1

[
Ûan cos(ωnt) + Ûbn sin(ωnt)

]
(3.2.2)

R(t)
.
= R̂0 +

NH∑
n=1

[
R̂an cos(ωnt) + R̂bn sin(ωnt)

]
όπου ω = 2π

T
, με T την περίοδο του φαινομένου, πρακτικά δηαδή την περίοδο

διέερσης. Σύμφνα με την παραπάν σέση, παρατηρείται ότι είναι επαρκής ο υπο-
οισμός 2NH + 1 πεδίν (Û0, Ûan, Ûbn), εφόσον αναφερόμαστε συνοικά στη ροή
που μεετάται σε όο το ρίο, ια να προσειστεί με ικανοποιητική ακρίεια η
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ρονικά μετααόμενη ύση U του προήματος. Τονίζεται ότι τα πεδία Ûan και
Ûbn που πρέπει να υποοιστούν, είναι πραματικά πεδία.

Υποοίζεται:

dU
dt =

NH∑
n=1

[
−Ûanωn sin(ωnt) + Ûbnωn cos(ωnt)

]
(3.2.3)

Αντικαιστώντας τη σέση 3.2.3 στη σέση 3.2.1 παίρνουμε:

R̂0 +

NH∑
n=1

(Ûbnωn+ R̂an) cos(ωnt) +
NH∑
n=1

(−Ûanωn+ R̂bn) sin(ωnt) = 0 (3.2.4)

Επειδή η παραπάν σέση (3.2.4) πρέπει να ικανοποιείται ια κάε ρονική στιμή,
πρέπει να ικανοποιούνται ταυτοτικά οι ακόουες 2NH + 1 εξισώσεις:

R̂0 = 0

Ûbnωn+ R̂an = 0 , ια n = 1, NH (3.2.5)
−Ûanωn+ R̂bn = 0 , ια n = 1, NH

Από το σύστημα 3.2.5 τίεται ς στόος ο υποοισμός τν Ûan και Ûbn. Η δυ-
σκοία που συναντάται στην επίυση του συστήματος 3.2.5 είναι ότι, ενώ στο πεδίο
του ρόνου υπάρει σέση-εξίσση που συνδέει τους όρους R(t) με τους ανώστους
U(t) της αντίστοιης ρονικής στιμής, κάτι τέτοιο δεν ισύει ια τα R̂an και τα
R̂bn σε σέση με τα Ûan και τα Ûbn τα οποία αναφέρονται στο πεδίο συνοτήτν,
αφού κάε πραματικό πεδίο R̂an ή R̂bn εξαρτάται από όα τα Ûan και τα Ûbn, ό
της μη-ραμμικότητας της σέσης R = R(U).

Για να αποφευεί η δυσκοία του προσδιορισμού της σύνδεσης τν παραπάν συ-
ντεεστών ακοουείται η παρακάτ διαδικασία:

• Πραματοποιείται διακριτοποίηση της ύσης U και του υποοίπου R σε NT =

2NH + 1 ισομήκη ρονικά διαστήματα μέσα στην περίοδο.
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Συκεκριμένα:

−→Uhb =


U(t0)

U(t0 +∆t)
...

U(t0 + T −∆t)

 −→Rhb =


R(t0)

R(t0 +∆t)
...

R(t0 + T −∆t)


όπου ∆t = T

2NH+1
= 2π

2NH+1
· 1
ω
= α

ω
, όπου τέηκε: α = 2π

2NH+1

• Eίναι δυνατό, ια κάε ένα από τα στοιεία-πεδίαUhb καιRhb, ια κάε διακριτή
ρονική στιμή δηαδή, να ικανοποιηούν οι εξισώσεις της ρονικής σειράς
Fourier. Με αυτόν τον τρόπο, δεδομένου ότι οι άνστοι συντεεστές Fourier
είναι 2NH + 1 στον αριμό , μπορεί να εκφραστεί καένας συντεεστής Û και
R̂ συναρτήσει τν άνστν τιμών τν U και R αντίστοια, στις 2NH + 1
ρονικές στιμές. Ουσιαστικά, δηαδή, μέσ ενός διακριτού μετασηματισμού
Fourier (Discrete Fourier Transformation - DFT) πραματοποιείται σκόπιμη
μετάαση από το πεδίο τν συνοτήτν και πάι στο πεδίο του ρόνου ια την
επίυση του προήματος [4], [6].

• Στη συνέεια, ίνεται αντικατάσταση τν εκφράσεν που α προκύψουν από
το δεύτερο ήμα στο σύστημα 3.2.5. Με αυτόν τον τρόπο, α προκύψει τεικά
ένα νέο σύστημα, διατυπμένο στο πεδίο του ρόνου, όπου όμς α συσετίζει
σε κάε του εξίσση τα U και R στις 2NH + 1 στιμές μέσα στην περίοδο, ια
τα οποία όμς υπάρει διαέσιμη η συσέτιση, μέσ της σέσης R = R(U).
Με νστά τα πεδία U και R και με τη ρήση του αντίστροφου διακριτού
μετασηματισμού Fourier, προκύπτουν τα πραματικά πεδία τν συντεεστών
που ρησιμοποιούνται ια την ανάυση τν μεεών σε σειρές Fourier.

3.2.1 Εφαρμοή της μεόδου ια δύο Αρμονικές
Ακοουεί η διαδικασία η οποία περιράφηκε σε μία εφαρμοή με δύο αρμονικές [3],
δηαδή ια NH = 2. Σε επόμενη παράραφο α παρουσιαστούν και οι ενικευμένοι
τύποι, όπς προκύπτουν ια περισσότερες αρμονικές. Για δύο αρμονικές (NH = 2)
προκύπτει ∆t = T

5
. Το πεδίο της ροϊκής ύσης U(t), προσειζόμενο με σειρές
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Fourier, ράφεται:

U(t) = Û0 + Ûa1 cosωt+ Ûb1 sinωt+ Ûa2 cos 2ωt+ Ûb2 sin 2ωt (3.2.6)

Τεικά είναι ανακαίο να υποοιστούν πέντε (5) άνστοι, οι συντεεστές-πεδία
Û0, Ûa1, Ûb1, Ûa2 και Ûb2. Σε μία περίοδο διακρίνουμε επίσης πέντε πεδία τιμών
της ύσης U, εφόσον άστε NT = 2NH + 1 = 5, τα οποία, σύμφνα με όσα ανα-
φέρηκαν προηουμένς, είναι:

−→Uhb =


U(t0)

U(t0 +∆t)

U(t0 + 2∆t)

U(t0 + 3∆t)

U(t0 + 4∆t)

 =


U0

U1

U2

U3

U4


Ισύουν οι παρακάτ σέσεις:

cos(ωt) =
ejω∆t + e−jω∆t

2

cos(2ωt) =
ej2ω∆t + e−j2ω∆t

2

sin(ωt) =
ejω∆t − e−jω∆t

2j
= j · e

−jω∆t − ejω∆t

2

sin(2ωt) = j · e
−j2ω∆t + ej2ω∆t

2

Οπότε, η σέση 3.2.6, μετά από πράξεις δίνει:

U(t) = Ũ−2e
−j2ω∆t + Ũ−1e

−jω∆t + Ũ0 + Ũ1e
jω∆t + Ũ2e

j2ω∆t (3.2.7)

όπου τα μιαδικά πεδία τιμών Ũ−2, Ũ−1, Ũ0, Ũ1 και Ũ2 ορίζονται ς εξής:

Ũ−2 =
Ûa2 + jÛb2

2
, Ũ−1 =

Ûa1 + jÛb1

2
, Ũ0 = Û0,

Ũ2 =
Ûa2 − jÛb2

2
, Ũ1 =

Ûa1 − jÛb1

2
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Θερώντας, ρίς άη της ενικότητας, ότι η ρονική αφετηρία είναι το μηδέν,
δηαδή ότι t0 = 0, και ικανοποιώντας το άροισμα Fourier ια δύο αρμονικές, με κάε
ένα από τα πέντε ρονικά ισαπέοντα πεδία τιμών της ύσης [U0,U1,U2,U3,U4]

T ,
καταήουμε στο ακόουο σύστημα εξισώσεν:

[0 ·∆t] : U0 = Ũ−2e
−j0ω∆t +Ũ−1e

−j0ω∆t + Ũ0 +Ũ1e
j0ω∆t + Ũ2e

j0ω∆t

[1 ·∆t] : U1 = Ũ−2e
−j2ω∆t +Ũ−1e

−jω∆t + Ũ0 +Ũ1e
jω∆t + Ũ2e

j2ω∆t

[2 ·∆t] : U2 = Ũ−2e
−j4ω∆t +Ũ−1e

−j2ω∆t + Ũ0 +Ũ1e
j2ω∆t + Ũ2e

j4ω∆t

[3 ·∆t] : U3 = Ũ−2e
−j6ω∆t +Ũ−1e

−j3ω∆t + Ũ0 +Ũ1e
j3ω∆t + Ũ2e

j6ω∆t

[4 ·∆t] : U4 = Ũ−2e
−j8ω∆t +Ũ−1e

−j4ω∆t + Ũ0 +Ũ1e
j4ω∆t + Ũ2e

j8ω∆t



⇐⇒



[0 ·∆t] : U0 = Ũ−2ϕ
0 + Ũ−1ϕ

0 + Ũ0ϕ
0 + Ũ1ϕ

0 + Ũ2ϕ
0

[1 ·∆t] : U1 = Ũ−2ϕ
−2 + Ũ−1ϕ

−1 + Ũ0ϕ
0 + Ũ1ϕ

1 + Ũ2ϕ
2

[2 ·∆t] : U2 = Ũ−2ϕ
−4 + Ũ−1ϕ

−2 + Ũ0ϕ
0 + Ũ1ϕ

2 + Ũ2ϕ
4

[3 ·∆t] : U3 = Ũ−2ϕ
−6 + Ũ−1ϕ

−3 + Ũ0ϕ
0 + Ũ1ϕ

3 + Ũ2ϕ
6

[4 ·∆t] : U4 = Ũ−2ϕ
−8 + Ũ−1ϕ

−4 + Ũ0ϕ
0 + Ũ1ϕ

4 + Ũ2ϕ
8

(3.2.8)

όπου τέηκε: ϕ = ejω∆t, ϕ2 = ej2ω∆t και ούτ καεξής.

Ισύει ενικότερα:
ϕ−q = ϕ−q±ρ(2NH+1) (3.2.9)

και, επομένς, εδώ έουμε:

ϕ−1 = ϕ4 , ϕ−2 = ϕ3 , ϕ−8 = ϕ−3 = ϕ2 = ϕ7 = ϕ12 κ.ο.κ

Για όους απότητας στη ραφή, υιοετείται η ααή δεικτών:

Ũ−2 ≡ Ũ3 , Ũ−1 ≡ Ũ4
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Έτσι, μετά την ααή δεικτών και κάνοντας ρήση της ταυτότητας 3.2.9, το σύστημα
3.2.8 είναι δυνατό να ραφεί σε μητρϊκή μορφή ς εξής:

1 1 1 1 1

1 ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4

1 ϕ2 ϕ4 ϕ6 ϕ8

1 ϕ3 ϕ6 ϕ9 ϕ12

1 ϕ4 ϕ8 ϕ12 ϕ16


·


Ũ0

Ũ1

Ũ2

Ũ3

Ũ4

 =


U0

U1

U2

U3

U4

 (3.2.10)

Υπενυμίζεται, σε αυτό το σημείο, πς το μητρώο τν συντεεστών και το διάνυσμα
στο αριστερό μέος της παραπάν εξίσσης (3.2.10) περιαμάνουν ς στοιεία μι-
αδικούς αριμούς, ενώ το ινόμενο τους, δηαδή το μητρώο στο δεξί μέος της εν
ό εξίσσης, περιαμάνει μόνο πραματικούς αριμούς, εφόσον περιέει τα πεδία
ύσεν U της ροής στις πέντε ρονικές στιμές στις οποίες αναύεται το πρόημα.
Είναι εύκοο να υποοιστεί αναυτικά ο αντίστροφος του μητρώου που αποτεεί
το συντεεστή τν ανώστν Ũi, και επομένς να διατυπεί απευείας η ύση του
συστήματος. Η αντιστροφή του συκεκριμένου μητρώου επιτυάνεται με τη ρήση
δύο ασικών ερημάτν:

Θεώρημα 1. [3]

Έστ ϕ = ejω∆t = ej2π
∆t
T . Αποδεικνύεται ότι:

1 + ϕ+ ϕ2 + · · ·+ ϕ2NH = 0

Θεώρημα 2. [3]

Αν r και q ακέραιοι αριμοί (r , q ∈ Z) αποδεικνύεται ότι:

2NH∑
κ=0

ϕκ·r =

{
0 , αν r ̸= q · (2NH + 1)

2NH + 1 , αν r = q · (2NH + 1)
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Ορίζουμε το μιαδικό πίνακα M και το συζυή του M :

M =


1 1 1 1 1

1 ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4

1 ϕ2 ϕ4 ϕ6 ϕ8

1 ϕ3 ϕ6 ϕ9 ϕ12

1 ϕ4 ϕ8 ϕ12 ϕ16

 , M =


1 1 1 1 1

1 ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4

1 ϕ2 ϕ4 ϕ6 ϕ8

1 ϕ3 ϕ6 ϕ9 ϕ12

1 ϕ4 ϕ8 ϕ12 ϕ16

 =


1 1 1 1 1

1 ϕ−1 ϕ−2 ϕ−3 ϕ−4

1 ϕ−2 ϕ−4 ϕ−6 ϕ−8

1 ϕ−3 ϕ−6 ϕ−9 ϕ−12

1 ϕ−4 ϕ−8 ϕ−12 ϕ−16


όπου έινε ρήση της ταυτότητας: ϕκ = ϕ−κ, με κ ∈Z, η οποία εύκοα αποδεικνύεται.

Είναι προφανές ότι ο ενικός τύπος ια τα στοιεία του M είναι: Mi,j = ϕ(i−1)(j−1)

και ομοίς ο αντίστοιος ενικός τύπος ια τα στοιεία του συζυούς του μητρώου
είναι: M i,j = ϕ−(i−1)(j−1), όπου i, j ∈ N με 1 ≤ i, j ≤ NT . Υπενυμίζεται ότι έει
οριστεί: NT = 2NH + 1. Για την εκτέεση της πράξης του ποαπασιασμού μεταξύ
τν δύο μητρών (M ·M) ξερίζουν οι εξής περιπτώσεις:
(i) ποαπασιασμός της i ραμμής του M με την i στήη του M :

NT∑
κ=1

ϕ(i−1)(κ−1) · ϕ−(κ−1)(i−1) =

NT∑
κ=1

(ϕ · ϕ)(i−1)(κ−1) = NT

(ii) ποαπασιασμός της i ραμμής του M με την j στήη του M :

NT∑
κ=1

ϕ(i−1)(κ−1)·ϕ−(κ−1)(j−1) =

NT∑
κ=1

ϕ(i−1)(κ−1)·ϕ(κ−1)(−j+1) =

NT∑
κ=1

ϕ(i−j)(κ−1) =

2NH∑
κ=0

ϕκ·(i−j) = 0

ό του Θερήματος 2 και επειδή: |i − j| < NT =⇒ (i − j) ̸= q · (2NH +

1),∀q ∈Z.
Εκτεώντας τις πράξεις υποοίζεται:

M ·M =



1 1 1 1 1

1 ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4

1 ϕ2 ϕ4 ϕ6 ϕ8

1 ϕ3 ϕ6 ϕ9 ϕ12

1 ϕ4 ϕ8 ϕ12 ϕ16


·



1 1 1 1 1

1 ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4

1 ϕ2 ϕ4 ϕ6 ϕ8

1 ϕ3 ϕ6 ϕ9 ϕ12

1 ϕ4 ϕ8 ϕ12 ϕ16


=


5 0 0 0 0

0 5 0 0 0

0 0 5 0 0

0 0 0 5 0

0 0 0 0 5
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και, επομένς, είναι προφανές ότι:

M−1 =
1

5
M , ή στη ενική περίπτση: M−1 =

1

NT

M (3.2.11)

Τεικά, η εξίσση 3.2.10 ράφεται:


Ũ0

Ũ1

Ũ2

Ũ3

Ũ4

 =



1 1 1 1 1

1 ϕ−1 ϕ−2 ϕ−3 ϕ−4

1 ϕ−2 ϕ−4 ϕ−6 ϕ−8

1 ϕ−3 ϕ−6 ϕ−9 ϕ−12

1 ϕ−4 ϕ−8 ϕ−12 ϕ−16


·


U0

U1

U2

U3

U4

 (3.2.12)

Κατ’ αντιστοιία, τα υπόοιπα τν εξισώσεν ροής, εξαιρουμένν τν ρονικών όρν
(άριν συντομίας, τα “ρικά υπόοιπα”), ράφονται αναυμένα σε σειρές Fourier,
με ρήση δύο αρμονικών, ς εξής:

R(t) = R̂0 + R̂a1 cosωt+ R̂b1 sinωt+ R̂a2 cos 2ωt+ R̂b2 sin 2ωt (3.2.13)

Ακοουώντας ακριώς την ίδια διαδικασία που περιράφηκε προηουμένς, προ-
κύπτει μία ακόμη εξίσση, αντίστοιη της 3.2.12, ραμμένη όμς ια τα ρικά
υπόοιπα Ri: 

R̃0

R̃1

R̃2

R̃3

R̃4

 =



1 1 1 1 1

1 ϕ−1 ϕ−2 ϕ−3 ϕ−4

1 ϕ−2 ϕ−4 ϕ−6 ϕ−8

1 ϕ−3 ϕ−6 ϕ−9 ϕ−12

1 ϕ−4 ϕ−8 ϕ−12 ϕ−16


·


R0

R1

R2

R3

R4

 (3.2.14)

όπου έουν οριστεί κατ’ αντιστοιία τα μιαδικά πεδία τιμών:

R̃−2 = R̃3 =
R̂a2 + jR̂b2

2
, R̃−1 = R̃4 =

R̂a1 + jR̂b1

2
, R̃0 = R̂0,

R̃2 =
R̂a2 − jR̂b2

2
, R̃1 =

R̂a1 − jR̂b1

2

Γνρίζοντας τα διανύσματα τν πεδίν τν μεταητών ροής και τν ρικών υπο-
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οίπν τν ισυουσών εξισώσεν, και ια τις πέντε ρονικές στιμές που επιέ-
ηκαν ό της ρήσης δύο αρμονικών, −→U = [ U0 , U1 ,U2 ,U3 ,U4 ]T και
−→R = [ R0 , R1 ,R2 ,R3 ,R4 ]T , και επιύοντας τα συστήματα 3.2.12 και 3.2.14,
υποοίζονται απευείας τα μιαδικά πεδία Ũi και R̃i.

Με νστά τα μιαδικά πεδία Ũi και R̃i και ρίζοντάς τα σε πραματικό και φα-
νταστικό μέρος είναι δυνατόν να υποοιστούν τα πραματικά διανύσματα:

−̂→U = (Û0, Ûa1, Ûb1, Ûa2, Ûb2)
T και −̂→R = (R̂0, R̂a1, R̂b1, R̂a2, R̂b2)

T

Αυτό που ενδιαφέρει στόσο είναι να διατυπούν δύο συστήματα που α εκφράζουν
απευείας τα −̂→U και −̂→R συσετισμένα με τα πεδία της ύσης και τν ρικών υπο-
οίπν −→U και −→R. Παρατίενται, εδώ, ξανά οι σέσεις που δίνουν τα μιαδικά πεδία
τιμών στην περίπτση που έουν ρησιμοποιηεί δύο αρμονικές:

Ũ3 =
Ûa2 + jÛb2

2
, Ũ4 =

Ûa1 + jÛb1

2
, Ũ0 = Û0,

Ũ2 =
Ûa2 − jÛb2

2
, Ũ1 =

Ûa1 − jÛb1

2

Ισύει ότι οι μιαδικοί Ũ2 και Ũ3 έουν το ίδιο πραματικό μέρος και αντίετο
φανταστικό μέρος ούτς ώστε να καταήουμε σε υποοισμό ίδιν Ûa2 και Ûb2.
Αντίστοια, το ίδιο ισύει και ια τους μιαδικούς Ũ1 και Ũ4. Ακοουεί μία διε-
ρεύνηση ια τους μιαδικούς Ũ2 και Ũ3, η οποία σε τίποτα δεν διαφέρει από μία
αντίστοιη ια τους μιαδικούς αριμούς Ũ1 και Ũ4, και η οποία πιστοποιεί την
παραπάν πρόταση. Υποοίζουμε:

5Ũ2 = U0 +U1ϕ
−2 +U2ϕ

−4 +U3ϕ
−6 +U4ϕ

−8

5Ũ3 = U0 +U1ϕ
−3 +U2ϕ

−6 +U3ϕ
−9 +U4ϕ

−12

Θέτουμε: α = ω∆t = 2π
T
∆t. Ισύει ότι: 5∆t

T
= 1 =⇒ ∆t

T
= 1

5
=⇒ 5α = 2π.

Αναύουμε τους μιαδικούς 5Ũ2 και 5Ũ2 σε πραματικό και μιαδικό μέρος.
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Είναι:

Re(5Ũ2) = U0 +U1 cos(−2α) +U2 cos(−4α) +U3 cos(−6α) +U4 cos(−8α)

= U0 +U1 cos(3α) +U2 cos(6α) +U3 cos(9α) +U4 cos(12α)
= U0 +U1 cos(−3α) +U2 cos(−6α) +U3 cos(−9α) +U4 cos(−12α)

= Re(5Ũ3)

Im(5Ũ2) = U1 sin(−2α) +U2 sin(−4α) +U3 sin(−6α) +U4 sin(−8α)

= U1 sin(3α) +U2 sin(6α) +U3 sin(9α) +U4 sin(12α)
= −U1 sin(−3α)−U2 sin(−6α)−U3 sin(−9α)−U4 sin(−12α)

= Im(5Ũ3)

Επομένς, καίσταται προφανές, πς είτε με τον υποοισμό από το Ũ2 είτε με τον
υποοισμό από το Ũ3, υποοίζονται οι ίδιες ακριώς τιμές τν συντεεστών Ûa2,
Ûa2 της σειράς Fourier. Χρησιμοποιώντας τις τρεις πρώτες εξισώσεις του συστήματος
3.2.10, δηαδή NH+1 εξισώσεις στη ενική περίπτση, προκύπτει η παρακάτ σέση:


Û0

Ûa1

Ûb1

Ûa2

Ûb2

 =
1

5
·



1 1 1 1 1

2 2 cos(α) 2 cos(2α) 2 cos(3α) 2 cos(4α)
0 2 sin(α) 2 sin(2α) 2 sin(3α) 2 sin(4α)
2 2 cos(2α) 2 cos(4α) 2 cos(6α) 2 cos(8α)
0 2 sin(2α) 2 sin(4α) 2 sin(6α) 2 sin(8α)


·


U0

U1

U2

U3

U4


Ορίζεται, επομένς, το μητρώο μετασηματισμού (transformation matrix), από το
οποίο προκύπτουν τα πραματικά πεδία Û, E:

E =
1

5
·



1 1 1 1 1

2 2 cos(α) 2 cos(2α) 2 cos(3α) 2 cos(4α)
0 2 sin(α) 2 sin(2α) 2 sin(3α) 2 sin(4α)
2 2 cos(2α) 2 cos(4α) 2 cos(6α) 2 cos(8α)
0 2 sin(2α) 2 sin(4α) 2 sin(6α) 2 sin(8α)
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Για την ειδική περίπτση τν δύο αρμονικών, το σύστημα 3.2.5 , ράφεται:

R̂0 = 0

−Ûb1ω = R̂a1

Ûa1ω = R̂b1

−2Ûb2ω = R̂a2

2Ûa2ω = R̂b2

ή, εναακτικά, σε μητρική μορφή:

ω ·


0 0 0 0 0

0 0 −1 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 −2

0 0 0 2 0

 ·


Û0

Ûa1

Ûb1

Ûa2

Ûb2

 =


R̂0

R̂a1

R̂b1

R̂a2

R̂b2

 ⇐⇒

⇐⇒ ωA ·
−̂→U =

−̂→R (3.2.15)

όπου ορίστηκε το μητρώο Α ς:

A =


0 0 0 0 0

0 0 −1 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 −2

0 0 0 2 0


Επομένς είναι: −̂→U = E

−→U, και κατ’ αντιστοιία: −̂→R = E
−→R. Η εξίσση 3.2.15 τεικά

ράφεται:
ωAE

−→U = E
−→R =⇒

=⇒ ωE−1AE
−→U =

−→R =⇒

=⇒ ωD
−→U +

−→R = 0 (3.2.16)
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όπου ορίστηκε ότι D = −E−1AE.

Η εξίσση 3.2.16 είναι η ασική εξίσση ισορροπίας τν αρμονικών (harmonic
balance equation) και είναι αντίστοιη τν αρικών διαφορικών εξισώσεν 3.2.1.
Απομένει να προσδιοριστεί το μητρώο D όπς διατυπώνεται ια την περίπτση που
ρησιμοποιούνται δύο αρμονικές. Από τις εξισώσεις 3.2.3, ραμμένες ια δύο αρμο-
νικές, και ια α = 2π

T
∆t, έουμε:

U0

U1

U2

U3

U4

 =


1 1 0 1 0

1 cos(α) sin(α) cos(2α) sin(2α)
1 cos(2α) sin(2α) cos(4α) sin(4α)
1 cos(3α) sin(3α) cos(6α) sin(6α)
1 cos(4α) sin(4α) cos(8α) sin(8α)

 ·


Û0

Ûa1

Ûb1

Ûa2

Ûb2


Ορίζεται το αντίστροφο μητρώο μετασηματισμού E−1:

E−1 =


1 1 0 1 0

1 cos(α) sin(α) cos(2α) sin(2α)
1 cos(2α) sin(2α) cos(4α) sin(4α)
1 cos(3α) sin(3α) cos(6α) sin(6α)
1 cos(4α) sin(4α) cos(8α) sin(8α)


Υποοίζεται:

E−1A =


0 0 −1 0 −2

0 sin(α) − cos(α) 2 sin(2α) −2 cos(2α)
0 sin(2α) − cos(2α) 2 sin(4α) −2 cos(4α)
0 sin(3α) − cos(3α) 2 sin(6α) −2 cos(6α)
0 sin(4α) − cos(4α) 2 sin(8α) −2 cos(8α)


Μιας και D = −E−1AE, εκτεώντας τις απαραίτητες πράξεις, αποδεικνύεται ότι
[3] ο ενικός τύπος από τον οποίο προκύπτουν τα στοιεία του μητρώου, ια την
περίπτση τν δύο αρμονικών (NH = 2), είναι ο ακόουος:

Di,j =
2

5
{sin[α(j − i)] + 2 sin[2α(j − i)]}
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3.2.2 Γενίκευση ια περισσότερες από δύο αρμονικές

Ακοουεί η ενίκευση όσν προηήηκαν [3], στην περίπτση που ρησιμοποιούνται
παραπάν από δύο αρμονικές (NH ≥ 2) στην προσέιση τν μεεών με σειρές
Fourier. Θερώντας, και πάι ρίς άη της ενικότητας, ότι t0 = 0, προκύπτουν
οι ακόουοι ενικοί τύποι:

E =
1

NT



1 1 1 . . . 1

2 2 cos(α) 2 cos(2α) . . . 2 cos[(NT − 1)α]

0 2 sin(α) 2 sin(2α) . . . 2 sin[(NT − 1)α]
... ... ... . . . ...
2 2 cos(NHα) 2 cos(2NHα) . . . 2 cos[(NT − 1)NHα]

0 2 sin(NHα) 2 sin(2NHα) . . . 2 sin[(NT − 1)NHα]


(3.2.17)

Και, αντίστοια, το αντίστροφο μητρώο μετασηματισμού:

E−1 =


1 1 0 . . . 1 0

1 cos(α) sin(α) . . . cos(NHα) sin(NHα)

1 cos(2α) sin(2α) . . . cos(NH2α) sin(NH2α)
... ... ... . . . ... ...
1 cos(4α) sin(4α) . . . cos[NH(NT − 1)α] sin[NH(NT − 1)α]


(3.2.18)

Ο ενικός τύπος που δίνει τα στοιεία του μητρώου D είναι ο ακόουος:

Di,j =
2

NT

NH∑
κ=1

κsin [ακ(j − i)] (3.2.19)

Τέος, το μητρώο A προκύπτει, ανάοα με το πήος τν αρμονικών, ς εξής:

Ai,j =


−n , ια i=2n και j=2n+1
n , ια i=2n+1 και j=2n
0 , ια κάε άο συνδυασμό

(3.2.20)

ια n ∈ N με: 1 ≤ n ≤ NH .
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3.3 Συμπεράσματα και παρατηρήσεις πάν στη
Μέοδο Ισορροπίας τν Αρμονικών

Σύμφνα με τη μέοδο Ισορροπίας τν Αρμονικών τεικά δεν επιύονται
οι εξισώσεις του ρονικά μη-μόνιμου προήματος (εξίσση 3.2.1) στο πεδίο του
ρόνου, αά αντίετα το σύστημα 3.2.16:

ωD
−→U +

−→R = 0

όπου είναι δυνατό να προστεεί επιπέον μία ψευδορονική παράος d
−→U
dτ
, όπου τ

ο ψευδορόνος, με σκοπό να διευκούνει την αριμητική σύκιση. Καταήοντας
στην παραπάν εξίσση, αποδείηκε ουσιαστικά, πς εάν προσείσουμε τη ύση
ενός προήματος U με πεπερασμένους όρους σειράς Fourier, τότε η προσέιση
της ρονικής παραώου του U ίνεται με τον ακόουο τρόπο:

d
−→U
dt

= ωD
−→U , με ω =

2π

T
όπου T η περίοδος. (3.3.1)

Σύμφνα με όα όσα προηήηκαν, ακοουείται η παρακάτ μεοδοοία ια τον
προσδιορισμό οόκηρου του πεδίου U σε κάε ρονική στιμή:

(i) Επιύεται το σύστημα 3.2.16 τν NT εξισώσεν και υποοίζεται το πεδίο ροής
U ια τις NT ισαπέουσες ρονικές στιμές.

(ii) Ποαπασιάζοντας το διάνυσμα −→U που προέκυψε με το μητρώο μετασηματι-
σμού E υποοίζονται οι συντεεστές Fourier, σύμφνα με τον τύπο:

−̂→U = E ·
−→U (3.3.2)

(iii) Το πεδίο −→U υποοίζεται την επιυμητή ρονική στιμή μέσα στην περίοδο,
άσει του τύπου Fourier ια NH αρμονικές, από τη σέση 3.2.3.

Αξίζει εδώ να σημειεί πς η αριμητική επίυση του προήματος ίνεται στο πεδίο
του ρόνου, παρότι οόκηρη η ανάυση τν εξισώσεν ίνεται στο πεδίο συνοτή-
τν. Μέσ του μετασηματισμού προκύπτουν οι συντεεστές της σειράς Fourier και,
τεικά, η ύση του προήματος. Η επιοή τώρα, του πήους τν αρμονικών που
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α ρησιμοποιηούν ια την προσέιση της ύσης του προήματος, εξαρτάται από
τη συνότητα διέερσης. Αυτή είναι πάντοτε νστή, καώς, όπς αναφέρηκε και
στην εισαή του κεφααίου, η μέοδος ισορροπίας τν αρμονικών είναι δυνατόν να
ρησιμοποιηεί μόνο σε προήματα εξανακασμένης ταάντσης. Οι μεαύτερες
συνότητες απαιτούν περισσότερες αρμονικές ούτς ώστε να προσειστούν καύ-
τερα. Για υψηές συνότητες όμς, ια φαινόμενα δηαδή που αρακτηρίζονται από
μικρή περίοδο, καίσταται δυσκοότερο να προσειστεί η ρονική παράος της
ύσης d

−→U
dt
.

Παρατηρώντας τα στοιεία του μητρώου D, όπς προκύπτουν μετά από πράξεις,
διαπιστώνεται πς εκείνα που αντιστοιούν στην κύρια διαώνιο του μητρώου εί-
ναι πάντοτε μηδενικά. Αυτό σημαίνει πς η επίδραση καενός πεδίου U από τα NT,
στα πεδία τν υπόοιπν ρονικών στιμών, μπορεί να αροιστεί και να αποτεέσει
ένα επιπέον όρο πηής της προς επίυση εξίσσης, κάτι που α φανεί και παρακάτ.

Ακόμη, αναφέρεται, ότι το άροισμα τν στοιείν του μητρώου D σε μία ραμμή
ισούται με το μηδέν. Αυτό ενδιαφέρει επειδή, τεικά, η μέοδος είναι δυνατό να εφαρ-
μοστεί και σε ρονικά σταερές συναρτήσεις, ερώντας τις οριακά περιοδικές, και να
δώσει το ακριές αποτέεσμα στην προσέιση της ρονικής παραώου της ύσης
d
−→U
dt

= 0.

Με τη ρήση της μεόδου ισορροπίας τν αρμονικών αποφεύουμε τεικά την επί-
υση τν εξισώσεν ροής μη-μόνιμν (unsteady) προημάτν. Αντ’ αυτού επιύο-
νται 2NH + 1 ρονικά μόνιμα (steady) προήματα, τα οποία όμς είναι μεταξύ τους
πεπεμένα (coupled). Η επίυση εξισώσεν, στις οποίες δεν εμφανίζονται ρονικά
μη-μόνιμοι όροι, είναι σημαντικά οικονομικότερη, από άποψη υποοιστικού κόστους.
Παρόα αυτά, η επίυση 2NH + 1 προημάτν, αντί ια ένα, έει ς αποτέεσμα
την ανάκη να δεσμευτεί αρκετή μνήμη (ουσιαστικά 2NH + 1 φορές περισσότερη
από εκείνη που απαιτείται ια το κάε πρόημα) καώς πέον ο κώδικας που ρη-
σιμοποιείται ια την επίυση διαειρίζεται 2NH + 1 διαφορετικά πεδία μεταητών
ροής. Επομένς, η απαιτούμενη μνήμη είναι πάντοτε ένας από τους παράοντες που
πρέπει να ηφούν υπόψη όταν αποφασίζεται η ρήση της μεόδου ισορροπίας τν
αρμονικών.
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Κεφάαιο 4

Η Συνεής συζυής μέοδος ια μη-μόνιμη,
ασυμπίεστη, στρτή ροή

4.1 Εξισώσεις ροής

Οι εξισώσεις που διέπουν το πρόημα της ροής, η οποία μεετάται στην παρούσα
διπματική ερασία, είναι οι εξισώσεις Navier-Stokes, όπς αυτές ράφονται στην
περίπτση του ασυμπίεστου, Νευτώνιου ρευστού [2]. Η ροή που μεετάται παραμένει
στρτή ενώ δεν αμάνονται υπόψη οι όροι μετάδοσης ερμότητας. Οι ισύουσες εξι-
σώσεις ια προήματα δύο ή τριών διαστάσεν, σε τανυστική ραφή, διατυπώνονται
ς εξής:

Rp =
∂vj
∂xj

= 0 (4.1.1)

Rv
i =

∂vi
∂t

+ vj
∂vi
∂xj

+
∂p

∂xi

− ∂

∂xj

[
ν

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)]
= 0, i = 1, 2(3) (4.1.2)

όπου με vi συμοίζονται οι συνιστώσες του διανύσματος της ταύτητας της ροής
και με p η στατική πίεση διαιρεμένη με την σταερή πυκνότητα του ρευστού (α
ονομάζεται απά “στατική πίεση” σε ότι ακοουεί). Με ν συμοίζεται η κινηματική
συνεκτικότητα του ρευστού, η οποία αμάνεται σταερή. Ορίζονται, ια τη συνέεια,
τα ακόουα:

• το U = [p, vi]
T είναι το διάνυσμα μεταητών της ροής.
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• ια τα υπόοιπα τν διακριτοποιημένν εξισώσεν ροής ισύει η αντιστοιία

RU
1 = Rp και RU

i+1 = Rv
i

Οι εξισώσεις ροής συμπηρώνονται από τις αρικές και οριακές συνήκες του προή-
ματος. Για εξτερικές ροές, όπς αυτή που μεετάται στην εφαρμοή της παρούσας
διπματικής ερασίας και η οποία παρατίεται σε ξεριστό κεφάαιο, οι οριακές
συνήκες οι οποίες κείνουν μαηματικά το σύστημα τν εξισώσεν ροής, στα όρια
του πεδίου ροής, είναι οι εξής:

Περιοή του περιάοντος ορίου όπου ίνεται είσοδος της ταύ-
τητας SIn

• συνήκη Dirichlet ια την ταύτητα, διαφορετική όμς ια κάε ρονική στιμή
μιας και η επ’ άπειρον ταύτητα αάζει,

• μηδενική συνήκη Neumann ια την πίεση.

Περιοή του περιάοντος ορίου όπου ίνεται έξοδος της ταύτη-
τας SOut

• μηδενική συνήκη Neumann ια την ταύτητα,

• μηδενική συνήκη Neumann ια την πίεση συσετιζόμενη όμς με μία πίεση
αναφοράς στο σύνορο του ρίου.

Στερεά τοιώματα αεροδυναμικών σμάτν Sw

• μηδενική συνήκη Dirichlet ια την ταύτητα,

• μηδενική συνήκη Neumann ια την πίεση.

Κρίνεται απαραίτητο εδ να σημειεί ότι η επιοή να ίνει διαρισμός του επά-
πειρον ορίου σε δύο ξεριστά τμάματα (ένα απ’ όπου εισέρεται η ροή και ένα απ’
όπου εξέρεται) οφείεται σε ιδιαιτερότητα του οισμικού OpenFOAM που ρησι-
μοποιείται. Το εν ό οισμικό ια να αντιμετπιστεί ένα πρόημα εξτερικής
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αεροδυναμικής, όπς αυτό που μεετάται εδώ, τίενται οριακές συνήκες σε δύο τμή-
ματα (εισόδου και εξόδου της ροής), τα οποία όμς στην πραματικότητα αποτεούν
ενιαίο σύνορο.

4.2 Εισαή τν μεταητών του συζυούς
προήματος

Η επίυση ενός προήματος μονοκριτηριακής ετιστοποίησης της αεροδυναμικής
μορφής ενός σώματος, ς προς ένα προκαορισμένο κριτήριο, εκφρασμένο από μία
συνάρτηση κόστους/στόο Fobj = Fobj (U(b),b), υοποιείται μέσ της εαιστο-
ποίησης της συνάρτησης αυτής, στο ώρο τν μεταητών σεδιασμού b [1]. Στην
περίπτση του έτιστου σεδιασμού μορφής, οι μεταητές σεδιασμού προκύπτουν
είτε από σημεία πάν στο ίδιο το αεροδυναμικό σώμα είτε, τις περισσότερες φορές
τουάιστον, από συντεεστές που έουν προκύψει από κάποια τενική παραμετρο-
ποίησης της προς σεδιασμό μορφής. Το διάνυσμα b = (b1, b2, . . . , bM) περιαμάνει
το σύνοο τν M μεταητών σεδιασμού.

Η αντικειμενική συνάρτηση του εκάστοτε προήματος, εκφράζεται μαηματικά από
τη συνάρτηση Fobj = Fobj (U(b),b) επειδή ακριώς συσετίζεται τόσο με τις μετα-
ητές σεδιασμού όσο και με τις μεταητές της ροής U. Η εξάρτηση της συνάρ-
τησης από τις εμετρικές ποσότητες του ρίου είναι διττή. Οι εμετρικές ποσό-
τητες του ρίου, που είναι κατά κανόνα άρρηκτα συνδεδεμένες με τις μεταητές
σεδιασμού σε προήματα ετιστοποίησης μορφής, επιδρούν άμεσα στην αντικει-
μενική συνάρτηση. Εκτός τούτου όμς, επιδρούν και στη ροϊκή ύση U, εφόσον
αυτή αάζει καώς μεταάονται οι τιμές τν μεταητών σεδιασμού b, καώς
μεταάεται δηαδή η εμετρία της προς σεδιασμό μορφής, και ικανοποιούνται οι
εξισώσεις ροής στο τροποποιημένο ρίο. Με αυτόν τον τρόπο οι μεταητές σε-
διασμού επιδρούν στην αντικειμενική συνάρτηση (και) έμμεσα.

Για τη διατύπση του συζυούς προήματος ορίζεται η επαυξημένη αντικει-
μενική συνάρτηση (augmented objective function) Faug, η οποία προκύπτει προ-
σέτοντας στην αντικειμενική συνάρτηση του προήματος μηδενικούς όρους πο-
απασιαζόμενους με ποαπασιαστές Lagrange. Οι μηδενικοί όροι Rv

i και Rp που
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ρησιμοποιούνται εδώ, είναι οι εξισώσεις ροής ια το μη-μόνιμο πρόημα, και δίνο-
νται από τις εξισώσεις 4.1.1 και 4.1.2 οι οποίες έουν ικανοποιηεί ια το πρόημα
που εξετάζεται. Οι ποαπασιαστές Lagrange ταυτίζονται με τα πεδία τν συζυ-
ών μεταητών (adjoint variables). Η επαυξημένη αντικειμενική συνάρτηση
ορίζεται [2]:

Faug = Fobj +

∫
T

∫
Ω

ΨlR
U
l dΩdt = Fobj +

∫
T

∫
Ω

uiR
v
i dΩdt−

∫
T

∫
Ω

qRpdΩdt (4.2.1)

όπου το διάνυσμα συζυών μεταητών Ψ = [q,u]T περιαμάνει τα αντίστοια
συζυή μεέη ια την πίεση (q) και το διάνυσμα της ταύτητας (u). Ο δεύτερος
όρος (

∫
T

∫
Ω
qRpdΩdt) αφαιρείται, αντί να προτίεται. Αυτό επιέεται ούτς ώστε,

όταν α προκύψουν οι συζυείς πεδιακές εξισώσεις, να υπάρει αντιστοιία αυτών με
τις ροϊκές εξισώσεις του προήματος. Είναι αρακτηριστικό ότι η ποσότητα ΨlR

U
l

οοκηρώνεται σε όο το ρίο ροής Ω, αά και στο πεδίο του ρόνου, ια μία περί-
οδο, καώς οι εξισώσεις ροής είναι ραμμένες ια την περίπτση της μη-μόνιμης ροής.

Σκοπός της συζυούς μεόδου είναι ο υποοισμός τν παραών ευαισησίας
δFobj

δbm
οι οποίες εκφράζουν τις μεταοές της αντικειμενικής συνάρτησης ς προς τις

μεταοές τν τιμών τν μεταητών σεδιασμού. Επειδή, όμς, όοι οι επιπέον
όροι της 4.2.1 είναι εξ ορισμού μηδενικοί, οι παράοι ευαισησίας δFobj

δbm
ταυτίζονται

με τις παραώους ευαισησίας της επαυξημένης αντικειμενικής συνάρτησης δFaug

δbm
.

Διαφορίζοντας [2], [7], [8]:

δFaug

δbm
=

δFobj

δbm
+

∫
T

∫
Ω

δui

δbm
Rv

i dΩdt+

∫
T

∫
Ω

ui
δRv

i

δbm
dΩdt

−
∫
T

∫
Ω

δq

δbm
RpdΩdt−

∫
T

∫
Ω

q
δRp

δbm
dΩdt+

∫
T

∫
Ω

(uiR
v
i − qRp)

δdΩ

δbm

και τεικά :

δFaug

δbm
=

δFobj

δbm
+

∫
T

∫
Ω

ui
δRv

i

δbm
dΩdt−

∫
T

∫
Ω

q
δRp

δbm
dΩdt+

∫
T

∫
Ω

(uiR
v
i − qRp)

δdΩ

δbm
(4.2.2)

δεδομένου ότι ισύει εκ ταυτότητος: Ru
i = Rp = 0.
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Ο οικός ρυμός μεταοής δΦ
δbm

μίας οποιασδήποτε ποσότητας Φ, προκύπτει ς άροι-
σμα της άμεσης επίδρασης τν μεταητών σεδιασμού και της μετακίνησης της έ-
σης του υπόψη σημείου ό, ουσιαστικά, μετακίνησης του πέματος. Έτσι είναι
δυνατόν να ραφεί:

δΦ

δbm
=

∂Φ

∂bm
+

∂Φ

∂xk

δxk

δbm
(4.2.3)

Για κάε κόμο του πέματος, ο όρος ∂Φ
∂bm

εκφράζει το ρυμό μερικής μεταοής
της τιμής της ποσότητας Φ ό της μεταοής του bm, ερώντας ότι η έση
του κόμου δεν επηρεάζεται από τη μεταοή του bm. O όρος ∂Φ

∂xk

δxk

δbm
εκφράζει την

επιπέον μεταοή της τιμής της ποσότητας Φ σε κάποιον κόμο, ακριώς ό
της μετατόπισης του κόμου αυτού. Είναι φανερό πς εμπέκονται τόσο η ρική
παράος της ποσότητας Φ, προτού η εμετρία μεταηεί, όσο και ο ρυμός
μεταοής της έσης του κόμου. Επιπέον ισύει η ταυτότητα [7]:

δ(dΩ)

δbm
=

∂

∂xk

(
δxk

δbm

)
dΩ (4.2.4)

Λό τν σέσεν 4.2.3 και 4.2.4, η 4.2.2 ράφεται στην ακόουη μορφή:

δFaug

δbm
=

δFobj

δbm
+

∫
T

∫
Ω

ui
∂Rv

i

∂bm
dΩdt−

∫
T

∫
Ω

q
∂Rp

∂bm
dΩdt

+

∫
T

∫
Ω

(
ui
∂Rv

i

∂xk

− q
∂Rp

∂xk

)
δxk

δbm
dΩdt

+

∫
T

∫
Ω

(uiR
v
i − qRp)

∂

∂xk

(
δxk

δbm

)
dΩdt (4.2.5)

Εφαρμόζοντας το εώρημα Green-Gauss, το τεευταίο οοκήρμα της εξίσσης
4.2.5, μετασηματίζεται:∫

T

∫
Ω

(uiR
v
i − qRp)

∂

∂xk

(
δxk

δbm

)
dΩdt =

∫
T

∫
S

(uiR
v
i − qRp)

δxk

δbm
nkdSdt

−
∫
T

∫
Ω

(
∂ui

∂xk

Rv
i −

∂q

∂xk

Rp)
δxk

δbm
dΩdt

−
∫
T

∫
Ω

(ui
∂Rv

i

∂xk

− q
∂Rp

∂xk

)
δxk

δbm
dΩdt
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και τεικά:∫
T

∫
Ω

(uiR
v
i − qRp)

∂

∂xk

(
δxk

δbm

)
dΩdt =

∫
T

∫
S

(uiR
v
i − qRp)

δxk

δbm
nkdSdt

−
∫
T

∫
Ω

(ui
∂Rv

i

∂xk

− q
∂Rp

∂xk

)
δxk

δbm
dΩdt

όπου S το όριο του πεδίου ροής Ω. H σέση 4.2.5, μετά από αμοιαίες απαοιφές
όρν, ίνεται:

δFaug

δbm
=

δFobj

δbm
+

∫
T

∫
Ω

ui
∂Rv

i

∂bm
dΩdt−

∫
T

∫
Ω

q
∂Rp

∂bm
dΩdt+

∫
T

∫
S

(uiR
v
i −qRp)

δxk

δbm
nkdSdt

(4.2.6)
Σημειώνεται πς το οοκήρμα που περιαμάνει τους όρους ∂RU

l

∂xk
ήταν δυνατό να

αποειφεί από την εξίσση 4.2.5. Όπς φάνηκε όμς, κάτι τέτοιο δεν ήταν ανακαίο,
καώς απαείφηκε αμοιαία με τους το δεύτερο οοκήρμα που προέκυψε από το
μετασηματισμό του

∫
T

∫
Ω
(uiR

v
i − qRp) ∂

∂xk

(
δxk

δbm

)
dΩdt.

4.3 Αντικειμενική συνάρτηση

Η αντικειμενική συνάρτηση προημάτν αεροδυναμικής ετιστοποίησης αποτεεί-
ται συνής από οοκηρώματα ροϊκών ποσοτήτν στο εστερικό του πεδίου ροής
Ω ή/και τα όρια του πεδίου S [2]. Μία τέτοια συνάρτηση ράφεται στη μορφή:

Fobj =

∫
S

fsdS +

∫
Ω

fΩdΩ (4.3.1)

όπου με fs και fω συμοίζονται οι προς οοκήρση ποσότητες στο όριο, ή σε τμήμα
του ορίου, και στο εστερικό του ρίου αντίστοια. Η παράος της συνάρτησης
της σέσης 4.3.1 ράφεται:

δFobj

δbm
=

∫
S

∂fs
∂bm

dS +

∫
S

∂fs
∂xk

δxk

δbm
dS +

∫
S

fs
δ(dS)

δbm

+

∫
Ω

∂fΩ
∂bm

dΩ +

∫
Ω

∂fΩ
∂xk

δxk

δbm
dΩ +

∫
Ω

fΩ
δ(dΩ)

δbm
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Εφαρμόζοντας το εώρημα Green-Gauss, το τεευταίο οοκήρμα της παραπάν
σέσης ράφεται: ∫

Ω

fΩ
δ(dΩ)

δbm
=

∫
S

fΩ
δxk

δbm
nkdS −

∫
Ω

∂fΩ
∂xk

δxk

δbm
dΩ

Επομένς, τεικά οδηούμαστε στη μορφή:

δFobj

δbm
=

∫
S

∂fs
∂bm

dS +

∫
S

(
∂fs
∂xk

+ fΩnk

)
δxk

δbm
dSdt+

∫
S

fs
δ(dS)

δbm
+

∫
Ω

∂fΩ
∂bm

dΩ

Καίσταται φανερό πς με τη ρήση του ερήματος Green-Gauss επιέεται να
αντικαίστανται τα ρικά οοκηρώματα από τα αντίστοια συνοριακά. Η συκε-
κριμένη τενική αποσκοπεί στη μείση υποοιστικού κόστους καώς αποφεύονται
οι υποοισμοί οοκηρμάτν που εξαρτώνται από τις μεταοές σε οόκηρο το
πεδίο ροής. Επιπέον, ενισύεται και η ακρίεια με την οποία υποοίζονται οι πα-
ράοι ευαισησίας. Στη συνέεια, ακοουεί η αντικειμενική συνάρτηση η οποία
ρησιμοποιείται στην εφαρμοή της παρούσας διπματικής ερασίας.

4.3.1 Εαιστοποίηση της μέσης δύναμης αντίστασης
Στόος του προήματος ετιστοποίησης αεροδυναμικής μορφής που εξετάζεται
στην παρούσα διπματική ερασία, είναι η εαιστοποίηση της ρονικά μέσης τιμής
της αεροδυναμικής αντίστασης που ασκείται σε οόκηρο το σώμα σε μία περίοδο.
Η συκεκριμένη εφαρμοή δε διαφοροποιείται στη οική από μία αντίστοιη, ια
τη μειστοποίηση της άνσης παραδείματος άριν, εκτός από το εονός ότι α
είαμε εαφρώς διαφορετική αντικειμενική συνάρτηση Fobj = Fobj (U(b),b). Η με-
οδοοία και η ακοουία τν πράξεν στόσο α ήταν κοινή σε κάε περίπτση.
Η αντικειμενική συνάρτηση που επιέηκε δίνεται από τη σέση:

(min) Fobj =
1

T

∫
T

∫
Sw

fdSwdt (4.3.2)

όπου f είναι η δύναμη που ασκείται σε κάε σημείο του αεροδυναμικού σώματος
ό της ροής. Οοκηρώνοντας την σε όο το στερεό σύνορο Sw (στα στερεά
τοιώματα), προκύπτει η συνοική δύναμη που ασκείται σε οόκηρο το σώμα. Η
οοκήρση στο ρόνο α δώσει τη συνοική δύναμη που δέεται το σώμα στη
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διάρκεια μίας περιόδου. Η f υποοίζεται και δίνεται από τον τύπο:

f =

[
−ν

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
nj + pni

]
ri

όπου ri οι συνιστώσες ενός μοναδιαίου διανύσματος παράηου στο διάνυσμα της
επ’ άπειρον ταύτητας στην περίπτση που μεετάται η εαιστοποίηση της οπισέ-
κουσας. Ξερίζουν στην παραπάν σέση δύο όροι, το άροισμα τν οποίν δίνει
τη συνοική δύναμη. Ο πρώτος αφορά τις συνεκτικές δυνάμεις που ασκούνται πάν
στο σώμα ενώ ο δεύτερος αναφέρεται στις δυνάμεις ό πίεσης. H παράος ευαι-
σησίας της αντικειμενικής συνάρτησης, ακοουώντας μία διαδικασία αντίστοιη με
εκείνη που περιράφηκε στην προηούμενη παράραφο, δίνεται από την έκφραση:

δFobj

δbm
=

1

T

∫
T

∫
Sw

∂f

∂bm
dSwdt+

1

T

∫
T

∫
Sw

∂f

∂xk

∂xk

∂bm
dSwdt+

1

T

∫
T

∫
Sw

f
δ(dSw)

δbm
dt

η οποία, αντικαιστώντας τον τύπο από τον οποίο υποοίζεται η f, ράφεται:

δFobj

δbm
=

1

T

∫
T

∫
Sw

[
−ν

∂

∂bm

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
nj +

∂p

∂bm
ni

]
ridSwdt

+
1

T

∫
T

∫
Sw

[
−ν

∂

∂xk

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
nj +

∂p

∂xk

ni

]
δxk

δbm
ridSwdt

+
1

T

∫
T

∫
Sw

[
−ν

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
δ

δbm
(njdSw) + p

δ

δbm
(nidSw)

]
ridt

(4.3.3)

4.4 Διατύπση τν συζυών πεδιακών εξισώ-
σεν

Οι συζυείς εξισώσεις στο πεδίο ροής προκύπτουν από περαιτέρ ανάπτυξη της σέ-
σης 4.2.6 [2]. Στην εν ό σέση εμφανίζονται οι άμεσες μεταοές τν ρικών
υποοίπν τν εξισώσεν ροής ∂RU

l

∂bm
. Για τη διατύπση τν συζυών εξισώσεν, τα

υπόοιπα πρέπει να αντικατασταούν από τις αναυτικές τους εκφράσεις, όπς αυτές
δίνονται από τις εξισώσεις ροής 4.1.1 και 4.1.2. Σημειώνεται εδώ πς, επειδή ακρι-
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ώς υπάρει εμποκή μόνο τν άμεσν μεταοών ∂
∂bm
, και όι τν οικών δ

δbm
, μετά

την αντικατάσταση τν αναυτικών εκφράσεν, επιτρέπεται η ενααή της σειράς
παραώισης, στις μεταητές της ροής στις οποίες εμφανίζεται η μικτή παράος
ς προς τις μεταητές σεδιασμού και τις ρικές συντεταμένες, εφόσον άστε
η άμεση ∂

∂bm
μεταοή είναι απεμπεμένη από οποιαδήποτε ρική μετατόπιση δxk.

Για κάε ποσότητα Φ ισύει:

∂

∂bm

(
∂Φ

∂xk

)
=

∂

∂xk

(
∂Φ

∂bm

)
Οι εξισώσεις ροής, σύμφνα με όσα αναφέρηκαν, ράφονται:

∂Rp

∂bm
=

∂

∂xj

(
∂vj
∂bm

)
(4.4.1)

και:

∂Rv
i

∂bm
=

∂

∂t

(
∂vi
∂bm

)
+

(
∂vj
∂bm

)
∂vi
∂xj

+ vj
∂

∂xj

(
∂vi
∂bm

)
+

∂

∂xi

(
∂p

∂bm

)

− ν
∂

∂xj

[
∂

∂xj

(
∂vi
∂bm

)
+

(
∂

∂xi

∂vj
∂bm

)]
, i = 1, 2(3) (4.4.2)

Με τη ρήση του ερήματος Green-Gauss αναπτύσσονται, ξεριστά, τα οοκη-
ρώματα του δεξιού μέους της εξίσσης 4.2.6, [8]:

• Το ρικό οοκήρμα της συζυούς πίεσης δίνει:

−
∫
T

∫
Ω

q
∂Rp

∂bm
dΩdt = −

∫
T

∫
Ω

q
∂

∂xj

(
∂vj
∂bm

)
dΩdt = −

∫
T

∫
S

q
∂vj
∂bm

njdSdt

+

∫
T

∫
Ω

∂p

∂xj

∂vj
∂bm

dΩdt

• Οι μη-συνεκτικοί όροι του έτερου ρικού οοκηρώματος
(∫

T

∫
Ω
ui

∂Rv
i

∂bm

)
ρά-
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φονται:∫
T

∫
Ω

uivj
∂

∂xj

(
∂vi
∂bm

)
dΩdt =

∫
T

∫
S

uivjnj
∂vi
∂bm

dSdt−
∫
T

∫
Ω

∂

∂xj

(uivj)
∂vi
∂bm

dΩdt

∫
T

∫
Ω

ui
∂

∂xi

(
∂p

∂bm

)
dΩdt =

∫
T

∫
S

uini
∂p

∂bm
dSdt−

∫
T

∫
Ω

∂ui

∂xi

∂p

∂bm
dΩdt

ενώ ο όρος
∫
T

∫
Ω
ui

∂vj
∂bm

∂vi
∂xj

dΩdt α ρησιμοποιηεί ς έει, και ς εκ τούτου
δεν μετασηματίζεται.

• Και αντίστοια, οι συνεκτικοί όροι του τεευταίου οοκηρώματος δίνουν:

−
∫
T

∫
Ω

νui
∂

∂xj

[
∂

∂xj

(
∂vi
∂bm

)]
dΩdt = −

∫
T

∫
S

νui
∂

∂xj

(
∂vi
∂bm

)
njdSdt

+

∫
T

∫
Ω

ν
∂ui

∂xj

∂

∂xj

(
∂vi
∂bm

)
dΩdt

= −
∫
T

∫
S

νui
∂

∂xj

∂vi
∂bm

njdSdt+

∫
T

∫
S

ν
∂ui

∂xj

∂vi
∂bm

njdSdt

−
∫
T

∫
Ω

ν
∂2ui

∂x2
j

∂vi
∂bm

dΩdt

και ομοίς:

−
∫
T

∫
Ω

νui
∂

∂xj

[
∂

∂xi

(
∂vj
∂bm

)]
dΩdt = −

∫
T

∫
S

νui
∂

∂xi

(
∂vj
∂bm

)
njdSdt

+

∫
T

∫
Ω

ν
∂ui

∂xj

∂

∂xi

(
∂vj
∂bm

)
dΩdt

= −
∫
T

∫
S

νui
∂

∂xi

(
∂vj
∂bm

)
njdSdt+

∫
T

∫
S

ν
∂ui

∂xj

∂vj
∂bm

nidSdt

−
∫
T

∫
Ω

ν
∂2ui

∂xi∂xj

∂vj
∂bm

dΩdt
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• Τέος, ο ρονικός όρος του οοκηρώματος
∫
T

∫
Ω
ui

∂Rv
i

∂bm
μετασηματίζεται:∫

T

∫
Ω

ui
∂

∂t

(
∂vi
∂bm

)
dΩdt =

∫
T

∫
Ω

∂

∂t

(
ui

∂vi
∂bm

)
dΩdt−

∫
T

∫
Ω

∂ui

∂t

∂vi
∂bm

dΩdt

=

∫
Ω

[(
ui

∂vi
∂bm

)]T
0

dΩ −
∫
T

∫
Ω

∂ui

∂t

∂vi
∂bm

dΩdt = −
∫
T

∫
Ω

∂ui

∂t

∂vi
∂bm

dΩdt

εφόσον άστε οι δύο ρονικές αυτές στιμές, η αρή (t = 0) και το τέος
της περιόδου (t = T ), ταυτίζονται.

Αντικαιστώντας όα τα παραπάν αναπτύματα στην εξίσση 4.2.6, όπς επίσης
και τη σέση 4.3.3 στην οποία καταήξαμε σε προηούμενη παράραφο, και ομα-
δοποιώντας κατάηα τους όρους, η παράος της επαυξημένης συνάρτησης, ς
προς τις μεταητές σεδιασμού, ράφεται:

δFaug

δbm
=

1

T

∫
T

∫
Sw

[
−ν

∂

∂bm

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
nj +

∂p

∂bm
ni

]
ridSwdt

+
1

T

∫
T

∫
Sw

[
−ν

∂

∂xk

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
nj +

∂p

∂xk

ni

]
δxk

δbm
ridSwdt

+
1

T

∫
T

∫
Sw

[
−ν

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
δ

δbm
(njdSw) + p

δ

δbm
(nidSw)

]
ridt

+

∫
T

∫
S

[
uivjnj − qni + ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
nj

]
∂ui

∂bm
dSdt

+

∫
T

∫
Ω

[
−∂ui

∂t
+ uj

∂uj

∂xi

− ∂(uivj)

∂xj

+
∂q

∂xi

− ν
∂

∂xj

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)]
∂ui

∂bm
dΩdt

+

∫
T

∫
S

uini
∂p

∂bm
dSdt−

∫
T

∫
Ω

∂ui

∂xi

∂p

∂bm
dΩdt

−
∫
T

∫
S

νui
∂

∂bm

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
njdSdt (4.4.3)

όπου απαείφηκε το οοκήρμα
∫
T

∫
S
(uiR

v
i − qRp) δxk

δbm
nkdSdt μιας και οι όροι Rp

και Rv
i είναι εκ ταυτότητος μηδενικοί.
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Παρατηρώντας την παραπάν εξίσση (4.4.3) είναι φανερό πς οι όροι έουν ομαδο-
ποιηεί άσει δύο ειδών μεταοών, τν άμεσν μεταοών τν ροϊκών μεταητών
( δp
δbm

, δvi
δbm
), τόσο στο εστερικό όσο και στα όρια του πεδίου ροής, και τν εμετρι-

κών μεταοών ( δxk

δbm
, δ(dS)

δbm
) στα όρια του πεδίου ροής. Η συζυής μέοδος υποοι-

σμού τν παραών ευαισησίας αποσκοπεί ακριώς στο να μην υποοίζονται οι
μεταοές τν ροϊκών μεταητών ό του ότι το υποοιστικό κόστος ια κάτι
τέτοιο είναι ιδιαίτερα υψηό. Αντίετα, οι μεταοές τν εμετρικών ποσοτήτν
είναι υποοίσιμες με πού μικρό υποοιστικό κόστος. Με την απαοιφή επομένς
τν οοκηρμάτν που εμπεριέουν εκείνες τις μεταοές που δεν είναι επιυμητό
να υποοιστούν, επιτυάνεται η έκφραση τν παραών ευαισησίας συναρτήσει
μόνο τν εύκοα υποοίσιμν μεεών.

Απαείφοντας τα ρικά οοκηρώματα που εμπεριέουν τις μεταοές τν μετα-
ητών ροής, προκύπτουν οι συζυείς πεδιακές εξισώσεις:

Rq =
∂uj

∂xj

= 0 (4.4.4)

και:

Ru
i = −∂ui

∂t
+ uj

∂uj

∂xi

− ∂(uivj)

∂xj

+
∂q

∂xi

− ∂

∂xj

[
ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)]
= 0

ενώ κάνοντας ρήση της εξίσσης της συνέειας: ∂vj
∂xj

= 0, η προηούμενη εξίσση
ράφεται:

Ru
i = −∂ui

∂t
+ uj

∂uj

∂xi

− vj
∂ui

∂xj

+
∂q

∂xi

− ∂

∂xj

[
ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)]
= 0, i = 1, 2(3)

(4.4.5)

Η επίυση τν συζυών εξισώσεν έει υποοιστικό κόστος αντίστοιο με αυτό
της επίυσης τν ροϊκών εξισώσεν του προήματος. Ακόμη, η συζυής ύση που
προκύπτει είναι κοινή και ανεξάρτητη του πόσες και ποιες είναι οι μεταητές σε-
διασμού.
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4.5 Συζυείς οριακές συνήκες και παρά-
οι ευαισησίας

Ικανοποιώντας τις συζυείς πεδιακές εξισώσεις 4.4.4 και 4.4.5, οι παράοι ευαι-
σησίας καίστανται ανεξάρτητες τν μεταοών τν ροϊκών ποσοτήτν ς προς τις
μεταητές σεδιασμού, στο εστερικό του πεδίου ροής. Η παράος της επαυ-
ξημένης συνάρτησης ς προς τις μεταητές σεδιασμού, ράφεται στην παρακάτ,
αποποιημένη μορφή:

δFaug

δbm
=

1

T

∫
T

∫
Sw

[
−ν

∂

∂bm

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
nj +

∂p

∂bm
ni

]
ridSwdt

+
1

T

∫
T

∫
Sw

[
−ν

∂

∂xk

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
nj +

∂p

∂xk

ni

]
δxk

δbm
ridSwdt

+
1

T

∫
T

∫
Sw

[
−ν

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
δ

δbm
(njdSw) + p

δ

δbm
(nidSw)

]
ridt

+

∫
T

∫
S

[
uivjnj − qni + ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
nj

]
∂vi
∂bm

dSdt

+

∫
T

∫
S

uini
∂p

∂bm
dSdt−

∫
T

∫
S

νui
∂

∂bm

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
njdSdt (4.5.1)

Για να προκύψει η τεική έκφραση τν παραών ευαισησίας πρέπει να ηφούν
υπόψη οι οριακές συνήκες του συνήκες του προήματος ροής που εξετάζεται. Από
αυτές, και απαείφοντας τους όρους εκείνους που ποαπασιάζονται με τις μεταο-
ές τν ροϊκών μεεών, στα οοκηρώματα στα όρια του πεδίου ροής, προκύπτουν
οι οριακές συνήκες του συζυούς προήματος.

4.5.1 Συζυείς οριακές συνήκες στο SIn

Στα όρια εισόδου του ρίου SIn δεν μεταάεται η εμετρία του ρίου ροής.
Ισύει επομένς:

δxk

δbm
= 0 και δ(dS)

δbm
= 0 (4.5.2)
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Στην είσοδο του πεδίου ροής επιάεται καορισμένη κατανομή ταύτητας (συν-
ήκη Dirichlet). Επομένς, η τιμή της ταύτητας είναι πήρς ανεξάρτητη από τις
μεταητές σεδιασμού και, αυτονόητα, η οική μεταοή του διανύσματος της τα-
ύτητας, ς προς τις μεταητές σεδιασμού, α είναι μηδενική. Ισύει:

δvi
δbm

= 0 =⇒ ∂vi
∂bm

+
∂vi
∂xk

δxk

δbm
= 0 (4.5.3)

και, τεικά, ό της σέσης 4.5.2 προκύπτει ότι:

∂vi
∂bm

= 0 (4.5.4)

Για τη στατική πίεση στην είσοδο ισύει η μηδενική συνήκη Neumann. Οι όροι που
απομένουν στον τύπο της επαυξημένης αντικειμενικής συνάρτησης είναι:

δFaug

δbm
=

∫
T

∫
SIn

uini
∂p

∂bm
dSIndt−

∫
T

∫
SIn

νui
∂

∂bm

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
njdSIndt

Για να απαειφούν οι δύο παραπάν όροι, αρκεί να επιηούν στην είσοδο οι εξής
οριακές συνήκες:

uini = 0

ui
∂

∂bm

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
nj = 0

Αποδεικνύεται [2] ότι οι παραπάν συνήκες ισοδυναμούν με το να επιηεί στην
είσοδο του πεδίου ροής η συνήκη:{

u<n> = 0

u<t> = 0

}
=⇒ ui = 0

(4.5.5)

όπου u<n>, u<t> η κάετη και η εφαπτομενική συνιστώσα της ταύτητας στο όριο,
αντίστοια. Τεικά, δηαδή, και όες οι συνισταμένες της συζυούς ταύτητας είναι
μηδενικές. H συνήκη ια τη συζυή πίεση είναι η μηδενική Neumann και η τιμή της
υποοίζεται συσετιζόμενη με τη συζυή στατική πίεση στο εστερικό του ρίου.
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4.5.2 Συζυείς οριακές συνήκες στο Sout
Στα όρια εξόδου του ρίου sout, επίσης, δεν μεταάεται η εμετρία του πεδίου.
Ισύει και πάι επομένς:

δxk

δbm
= 0 και δ(dS)

δbm
= 0

Στην έξοδο του πεδίου ροής η πίεση συσετίζεται με μία πίεση αναφοράς έτσι ώστε
να προσαρμόζει τη ροή κατάηα. Επομένς, είναι ανεξάρτητη από τις μεταοές
τν μεταητών σεδιασμού. Αντίστοια με προηουμένς, η οική μεταοή της
στατικής πίεσης ς προς τις μεταητές σεδιασμού α είναι:

δp

δbm
= 0 =⇒ ∂p

∂bm
+

∂p

∂xk

δxk

δbm
= 0 (4.5.6)

και τεικά ό της σέσης 4.5.2 προκύπτει ότι:

∂p

∂bm
= 0 (4.5.7)

Οι όροι που απομένουν στον τύπο της επαυξημένης αντικειμενικής συνάρτησης είναι:

δFaug

δbm
=

∫
T

∫
SOut

[
uivjnj − qni + ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
nj

]
∂vi
∂bm

dSOutdt

−
∫
T

∫
SOut

νui
∂

∂bm

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
njdSOutdt

Για να απαειφούν οι δύο παραπάν όροι, αρκεί να επιηούν στην έξοδο οι εξής
οριακές συνήκες:

uivjnj − qni + ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
nj = 0

νui
∂

∂bm

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
nj = 0

Η δεύτερη από τις δύο εξισώσεις πρακτικά ισύει “αυτόματα” στην έξοδο ενός πε-
δίου ροής, αν το πεδίο ταύτητας διακρίνεται από ικανοποιητική ομοιοένεια, και ς
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εκ τούτου η ρική παράος της ταύτητας είναι μηδενική. Η πρώτη συνήκη
ξαναράφεται, αναυόμενη σε δύο συνιστώσες, μία κάετη και μία εφαπτομενική:

q = uinivjnj + ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
ninj (4.5.8)

0 = uitivjnj + ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
tinj (4.5.9)

Χρησιμοποιώντας τις δύο παραπάν σέσεις προσδιορίζονται πήρς τα ροϊκά μεέη
στην έξοδο του πεδίου ροής. Παίρνοντας πηροφορία ια μία συνιστώσα της ταύ-
τητας από το εστερικό του ρίου, παρεκάοντάς την ια παράδειμα στο όριο
της εξόδου, υποοίζεται η δεύτερη συνιστώσα ρησιμοποιώντας τη σέση 4.5.9.
Από τη σέση 4.5.8 υποοίζεται τεικά και η συζυής στατική πίεση με άση τις
τιμές τν συζυών μεεών που είαν υποοιστεί σε προηούμενη επανάηψη ενός
επαναηπτικού αορίμου.

4.5.3 Συζυείς οριακές συνήκες στα στερεά τοιώματα
Sw

Επισημαίνεται εξαρής ότι ο όρος “στερεά τοιώματα” αναφέρεται αποκειστικά, στην
παρούσα διπματική ερασία, στα όρια της προς ετιστοποίηση αεροδυναμικής
μορφής. Στα στερεά τοιώματα ισύει η συνήκη μη-οίσησης vi = 0. Επομένς,
η τιμή της ταύτητας είναι και σε αυτήν την περίπτση πήρς ανεξάρτητη από τις
μεταητές σεδιασμού. Η οική μεταοή του διανύσματος της ταύτητας ς προς
τις μεταητές σεδιασμού α είναι και εδώ μηδενική:

δvi
δbm

= 0 =⇒ ∂vi
∂bm

+
∂vi
∂xk

δxk

δbm
= 0 =⇒ ∂vi

∂bm
= − ∂vi

∂xk

δxk

δbm
(4.5.10)

αφού το στερεό σύνορο αναμένεται να κινηεί ( δxk

δbm
̸= 0). Με άση τα παραπάν

η σέση 4.5.1 αποποιείται περαιτέρ, και η επαυξημένη αντικειμενική συνάρτηση
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ράφεται:

δFaug

δbm
=

1

T

∫
T

∫
Sw

[
−ν

∂

∂bm

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
nj +

∂p

∂bm
ni

]
ridSwdt

+
1

T

∫
T

∫
Sw

[
−ν

∂

∂xk

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
nj +

∂p

∂xk

ni

]
δxk

δbm
ridSwdt

+
1

T

∫
T

∫
Sw

[
−ν

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
δ

δbm
(njdSw) + p

δ

δbm
(nidSw)

]
ridt

−
∫
T

∫
Sw

[
−qni + ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
nj

]
∂vi
∂xk

∂xk

∂bm
dSwdt

+

∫
T

∫
Sw

uini
∂p

∂bm
dSwdt−

∫
T

∫
Sw

νui
∂

∂bm

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
njdSwdt

ή, ισοδύναμα,

δFaug

δbm
=

1

T

∫
T

∫
Sw

[
−ν

∂

∂xk

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
nj +

∂p

∂xk

ni

]
δxk

δbm
ridSwdt

+
1

T

∫
T

∫
Sw

[
−ν

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
δ

δbm
(njdSw) + p

δ

δbm
(nidSw)

]
ridt

+

∫
T

∫
Sw

[
qni − ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
nj

]
∂vi
∂xk

∂xk

∂bm
dSwdt

+

∫
T

∫
Sw

(
uini +

1

T
niri

)
∂p

∂bm
dSwdt

−
∫
T

∫
Sw

ν

(
uinj +

1

T
njri

)
∂

∂bm

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
dSwdt

Για να απαειφούν τα οοκηρώματα στα οποία εμφανίζονται εκείνοι οι όροι, τν
οποίν ο υποοισμός πρέπει να αποφευεί, δηαδή οι ∂p

∂bm
και ∂

∂bm

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
,

επιάονται οι εξής οριακές συνήκες στα στερεά τοιώματα:

uini +
1

T
niri = 0 και uinj +

1

T
njri = 0
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Τεικά, η οριακή συνήκη, ια το διάνυσμα της συζυούς ταύτητας στα στερεά
τοιώματα, προκύπτει:

uini = − 1

T
niri

uinj = − 1

T
njri

 =⇒ ui = − 1

T
ri

(4.5.11)

Υπενυμίζεται ότι με ri συμοίζονται οι συνιστώσες του μοναδιαίου διανύσματος,
παράηου στην κατεύυνση του διανύσματος της ταύτητας, όπς εισέρεται από
την είσοδο του ρίου, στην περίπτση που στόος της ετιστοποίησης είναι η
μείση της αεροδυναμικής αντίστασης. Για τη συζυή στατική πίεση ρησιμοποιείται
η μηδενική μηδενική Neumann.

4.5.4 Τεική έκφραση παραών ευαισησίας

Με την απαοιφή όν τν παραπάν όρν, ια την ανάπτυξη τν συζυών πεδιακών
εξισώσεν, αά και τν αντίστοιν οριακών συνηκών, προέκυψε η τεική, σημα-
ντικά αποποιημένη έκφραση τν παραών ευαισησίας, από τους εναπομείναντες
όρους:

δFaug

δbm
=

1

T

∫
T

∫
Sw

[
−ν

∂

∂xk

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
nj +

∂p

∂xk

ni

]
δxk

δbm
ridSwdt

+
1

T

∫
T

∫
Sw

[
−ν

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
δ

δbm
(njdSw) + p

δ

δbm
(nidSw)

]
ridt

+

∫
T

∫
Sw

[
qni − ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
nj

]
∂vi
∂xk

∂xk

∂bm
dSwdt (4.5.12)

Είναι αρακτηριστικό πς όα τα οοκηρώματα υποοίζονται κατά μήκος τν στέ-
ρεν τοιμάτν, καώς με την προηούμενη ανάυση έουν απαειφεί όοι οι
οοκηρματικοί όροι είτε στο εστερικό του ρίου είτε στα υπόοιπα όριά του.
Επιύοντας, τώρα, τις εξισώσεις της συζυούς ροής και υποοίζοντας τις συζυείς
μεταητές, ο υποοισμός τν παραών ευαισησίας είναι άμεσος. Οι μεταοές
τν κααρά εμετρικών ποσοτήτν δ

δbm
(nidSw) και δxk

δbm
, εξαρτώνται από την παρα-
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μετροποίηση που έει προηηεί και είναι επομένς και αυτές εύκοα υποοίσιμες.

4.6 Συνοπτική παράεση εξισώσεν συζυούς
προήματος

Παρατίενται σε αυτό το σημείο, όες οι σέσεις στις οποίες κατέηξε η συνεής
συζυής ανάυση που πραματοποιήηκε στις προηούμενες παραράφους, ξεκινώ-
ντας από τις μερικές διαφορικές εξισώσεις που διέπουν το πρόημα της μη-μόνιμης,
στρτής ροής ια ασυμπίεστο ρευστό. Οι εξισώσεις αυτές (4.1.1 και 4.1.2) καώς
και οι αντίστοιες συζυείς που προέκυψαν α επιυούν με τη ρήση της μεόδου
ισορροπίας τν αρμονικών, μέσ ανάυσης που ακοουεί στο επόμενο κεφάαιο.

Συζυείς πεδιακές εξισώσεις

Rq =
∂uj

∂xj

= 0

Ru
i = −∂ui

∂t
+ uj

∂uj

∂xi

− vj
∂ui

∂xj

+
∂q

∂xi

− ∂

∂xj

[
ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)]
= 0, i = 1, 2(3)

Οριακές συνήκες συζυούς προήματος

• ια την περιοή του περιάοντος ρίου απ’ όπου εισέρεται η ροή

ui = 0
∂q

∂xi

ni = 0

• ια την περιοή του περιάοντος ρίου απ’ όπου εξέρεται η ροή

q = uini · vjnj + ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
ninj

0 = uiti · vjnj + ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
tinj
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• ια τα στερεά τοιώματα του ρίου ροής

ui = − 1

T
ri

∂q

∂xi

ni = 0

Παράοι Ευαισησίας

δFaug

δbm
=

1

T

∫
T

∫
Sw

[
−ν

∂

∂xk

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
nj +

∂p

∂xk

ni

]
δxk

δbm
ridSwdt

+
1

T

∫
T

∫
Sw

[
−ν

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
δ

δbm
(njdSw) + p

δ

δbm
(nidSw)

]
ridt

+

∫
T

∫
Sw

[
qni − ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
nj

]
∂vi
∂xk

∂xk

∂bm
dSwdt



Κεφάαιο 5

Εφαρμοή της μεόδου ισορροπίας τν
αρμονικών και διακριτοποίηση τν πεδια-
κών μερικών διαφορικών εξισώσεν - Α-
όριμος επίυσης
Στον παρόν κεφάαιο παρουσιάζεται αναυτικά η μέοδος με την οποία διακριτοποιού-
νται οι πεδιακές εξισώσεις, τόσο του ευέος όσο και του συζυούς προήματος,
καώς και το ρίο επίυσης του προήματος. Σε πρώτη φάση, παρατίενται ξανά
οι προς επίυση εξισώσεις ροής τν δύο προημάτν, οι οποίες διακριτοποιούνται,
ρικά, με τη ρήση της μεόδου πεπερασμένν όκν. Επιπέον ρησιμοποιείται η
μέοδος ισορροπίας τν αρμονικών, η οποία αναύηκε σε προηούμενο κεφάαιο,
ούτς ώστε οι ρονικά μη-μόνιμοι όροι να αντικατασταούν από το ινόμενο του
μητρώου D με το διάνυσμα τν πεδιών τν ροϊκών μεταητών. Τέος, ίνεται ανα-
φορά στον (κοινό) αόριμο επίυσης του ευέoς και του συζυούς προήματος.

Η διακριτοποίηση, η ρήση της μεόδου ισορροπίας τν αρμονικών και ο αόρι-
μος επίυσης δεν απαιτούν διαφορετική διαείριση ια τα δύο προήματα, κάτι το
οποίο α ίνει φανερό στη συνέεια του κεφααίου. Αυτό άστε είναι και ένα από
τα ασικά προτερήματα της συνεούς συζυούς μεόδου, η οποία ρησιμοποιήηκε
στην ανάυση με την οποία προέκυψαν οι συζυείς πεδιακές εξισώσεις και οριακές
συνήκες.
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5.1 Εξισώσεις ροής ευέος και συζυούς προ-
ήματος

Οι πεδιακές εξισώσεις του ευέος προήματος παρατέηκαν στο δεύτερο κεφάαιο
(2.0.1 και 2.0.2) σε διαφορική συντηρητική μορφή [18], όπς αυτές ράφονται στην
περίπτση στρτής ροής, ρίς μετάδοση ερμότητας, ασυμπίεστου συνεκτικού ρευ-
στού. Στις συκεκριμένες σέσεις αμεούνται οι αρυτικές δυνάμεις ενώ υπενυμίζε-
ται ότι με p συμοίζεται η πίεση του ρευστού διαιρεμένη με τη σταερή πυκνότητα
αυτού.

Σε αντίστοιη μορφή ράφονται οι συζυείς πεδιακές εξισώσεις, στις οποίες κατέηξε
η συνεής συζυής μέοδος που εφαρμόστηκε στο προηούμενο κεφάαιο. Τα δύο
συστήματα εξισώσεν παρατίενται μαζί:

Ευύ πρόημα

Εξίσση Συνέειας ∇ · v⃗ = 0

Εξίσση Ορμής ∂v⃗
∂t

+∇ · (v⃗v⃗) = −∇p+∇ · (ν∇v⃗)

Συζυές πρόημα

Εξίσση Συνέειας ∇ · u⃗ = 0

Εξίσση Ορμής −∂u⃗
∂t

−∇ · (v⃗u⃗) + (u⃗∇) · v⃗ = −∇q +∇ · (ν∇u⃗)

Είναι αρακτηριστικό πς τα δύο προήματα είναι αντίστοια, με τη διαφορά ότι στο
συζυές πρόημα εμφανίζεται ένας ακόμη όρος μεταφοράς (u⃗∇) · v⃗.

5.2 Χρήση της μεόδου ισορροπίας τν αρμο-
νικών

Η συκεκριμένη μέοδος αναύηκε εκτενώς σε προηούμενο κεφάαιο όπου ανα-
πτύηκαν οι σέσεις με τις οποίες εφαρμόζεται. Με τη μέοδο της ισορροπίας τν
αρμονικών επιειρείται η προσέιση της ρονικής παραώου, από τη σέση 3.3.1,
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που προέκυψε μέσ μαηματικής ανάυσης προηουμένς:

d
−→U
dt

= ωD
−→U

όπου ω = 2π
T
με T τη περίοδος του φαινομένου. Τα στοιεία του πίνακα D δίνονται

από τη σέση 3.2.19.

Το ρονικά μη-μόνιμο πρόημα επομένς, αντικαίσταται από NT = 2NH + 1 πε-
πεμένα ρονικά μόνιμα προήματα, όπου NH το πήος τν αρμονικών που επι-
έηκε ια την προσέιση της παραώου, τα οποία αποτεούν ένα σύστημα εξι-
σώσεν. Οι εξισώσεις του εν ό συστήματος είναι δυνατόν να επιυούν είτε
πεπεμένα (implicitly) είτε ρητά (explicitly). Στη δεύτερη περίπτση, οι εξισώσεις
παραμένουν πεπεμένες (coupled), επιύονται όμς σε ξεριστό ήμα η καεμιά.
Εφαρμόζεται η προσέιση στις ροϊκές εξισώσεις τν δύο προημάτν ούτς ώστε
να απαειφούν οι ρονικές παράοι στην εξίσση ορμής του ευέος προήματος
και στη συζυή της:

Ευύ πρόημα

Εξίσση Συνέειας ∇ · V⃗ = 0

Εξίσση Ορμής ωDV⃗+∇ · (V⃗V⃗) = −∇P+∇ ·
(
ν∇V⃗

)
∇ · (V⃗V⃗)−∇ ·

(
ν∇V⃗

)
= −∇P− ωDV⃗

Συζυές πρόημα

Εξίσση Συνέειας ∇ · U⃗ = 0

Εξίσση Ορμής −ωDU⃗−∇ · (V⃗U⃗) +
(
U⃗∇

)
· V⃗ = −∇Q+∇ ·

(
ν∇U⃗

)
−∇ · (V⃗U⃗) +

(
U⃗∇

)
· V⃗−∇ ·

(
ν∇U⃗

)
= −∇Q+ ωDU⃗

Κρίνεται εδώ σκόπιμο να επαναηφεί το εξής: καεμιά ξεριστά από τις παραπάν
εξισώσεις, στην πραματικότητα, αποτεεί ένα σύστημα NT = 2NH + 1 εξισώσεν.
Τα V⃗, U⃗, P καιQ είναι διανύσματα που περιαμάνουν τα πεδία ια την ταύτητα, τη
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συζυή ταύτητα, τη στατική πίεση και τη συζυή στατική πίεση στις NT ρονικές
στιμές. Επιπέον, υπενυμίζεται ότι, επειδή η διαώνιος του μητρώου D περιαμά-
νει μόνο μηδενικά στοιεία, η ταύτητα της οποίας η εξίσση επιύεται κάε φορά δεν
εμπέκεται στο άροισμα που προσείζει τη ρονική μερική παράο. Επομένς,
οι όροι ωDV⃗ και ωDU⃗ μεταφέρονται στο δεξιό μέος της εξίσσης καώς, όπς α
φανεί και στις παραράφους που ακοουούν, είναι δυνατόν να αντιμετπιστούν σε
κάε εξίσση ς επιπέον όροι πηής.

Καεμιά από τις παραπάν εξισώσεις που αντιστοιεί σε μία από τις NT ρονικές
στιμές πρέπει να διακριτοποιηεί και να επιυεί. Η ύση όν τν εξισώσεν α
δώσει τα πεδία ια τις ρονικές στιμές αυτές. Με κατάηο μετασηματισμό, όπς
περιράφηκε σε προηούμενο κεφάαιο (σέση 3.3.2), α υποοιστούν τεικά οι
αντίστοιοι συντεεστές τν σειρών Fourier και επομένς α προσδιοριστεί η ύση
τν δύο προημάτν, ευέος και συζυούς δηαδή, ια τις επιυμητές ρονικές
στιμές.

5.3 Γένεση πέματος στο ρίο επίυσης

Η διακριτοποίηση του ρίου επίυσης παράει ένα υποοιστικό πέμα εντός του
οποίου επιύονται οι διαφορικές εξισώσεις και υποοίζονται οι μεταητές του προ-
ήματος. Καορίζει τη έση κάε σημείου του ώρου και καορίζει τα σύνορα του
ρίου ροής.

Σύμφνα με τη μέοδο τν πεπερασμένν όκν [17], [15] το ρίο διακριτοποιείται
σε μικρές υποοιστικές κυψέες, ή όπς αναφέρονται στη συκεκριμένη μέοδο,
σε όκους εέου. Οι όκοι δεν υπερκαύπτονται ποτέ και συμπηρώνουν οό-
κηρο το υποοιστικό ρίο. Όπς αναφέρηκε παραπάν, οι όκοι στη ενική
περίπτση είναι πούεδρα σήματα. Αυτό συνεπάεται ότι ειτονεύουν με ποούς
ακόμη όκους σηματίζοντας, πάντοτε στη ενική περίπτση, μη-δομημένα πέ-
ματα, παρέοντας μεάη εευερία στην ανάπτυξη πεμάτν που περιαμάνουν
περίποκες εμετρίες. Ένας τυπικός όκος εέου παρουσιάζεται στο Σχήμα 5.2.
Το σημείο P όπου ίνονται όοι οι υποοισμοί ια έναν όκο, τοποετείται στο
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Σήμα 5.1: Εξαεδρικοί όγκοι ελέγχου [15].

κέντρο αυτού, ούτς ώστε: ∫
VP

(x− xP ) dV = 0 (5.3.1)

Στις εφαρμοές της παρούσας διπματικής ερασίας ρησιμοποιούνται δομημένα
πέματα που αναπτύσσονται ύρ από μία αεροδυναμική μορφή. Τα συκεκριμένα
δομημένα πέματα ρησιμοποιούν εξαεδρικούς όκους και ς εκ τούτου είναι τριδιά-
στατα. Σημειώνεται στόσο πς το οισμικό OpenFOAM ειρίζεται τα δομημένα
πέματα ς μη-δομημένα. Η διαφοροποίηση έκειται στον τρόπο με τον οποίο απο-
ηκεύονται οι κόμοι του πέματος. Ο διδιάστατος αρακτήρας προσδίδεται στο
πρόημα μέσ κατάηης διακριτοποίησης κατά τη διεύυνση του άους, όπς α
φανεί και παρακάτ. Τυπικοί εξαεδρικοί όκοι εέου παρουσιάζονται στο Σχήμα
5.1.

Ένας όκος εέου οριοετείται από ένα σύνοο επίπεδν εδρών (faces) τις οποίες
μοιράζεται με ειτονικούς όκους. Το κέντρο ενός ειτονικού όκου N φαίνεται
στο Σχήμα 5.2.Οι έδρες αυτές ρίζονται σε δύο κατηορίες: τις εστερικές έδρες
(internal faces), οι οποίες ρίσκονται μεταξύ δύο ειτονικών όκν, και τις οριακές
έδρες (boundary faces), τα οποία μοιράζεται ο όκος εέου με τα σύνορα του
υποοιστικού ρίου. Το κάετο διάνυσμα σε μία έδρα Sf ορίζεται πάντοτε να έει
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Σήμα 5.2: Τυπικός όγκος ελέγχου [20].

φορά προς το εξτερικό του όκου με τη μικρότερη αρίμηση, όπς αυτή ορίζεται
από τη διαδικασία διακριτοποίησης και μέτρο ίσο με την επιφάνεια της αντίστοιης
έδρας. Αντίστοια, τα κάετα διανύσματα στα οριακά μέτπα έουν φορά προς το
εξτερικό του υποοιστικού ρίου.

5.4 Διακριτοποίηση με τη μέοδο τν πεπερα-
σμένν όκν

Η διαδικασία της διακριτοποίησης έει στόο να μετατρέψει μία μερική διαφορική εξί-
σση σε ένα σύστημα αερικών εξισώσεν, ια την αριμητική επίυση της. Στη
ενική περίπτση η διαδικασία περιαμάνει τη διακριτοποίηση του ρίου επίυσης
και τη διακριτοποίηση τν ρικών και ρονικών διαφορών τν εν ό εξισώσεν
[20].

Η διακριτοποίηση του ρίου επίυσης παρέει μία αριμητική περιραφή του ρίου
όπου ίνονται οι υποοισμοί. Το ρίο διαιρείται σε πεπερασμένο αριμό υποο-
ιστικών κυψεών, στην ουσία μικρότερν διακριτών τμημάτν. Έτσι καίσταται
πήρς νστή η έση κάε σημείου στην οποία υποοίζεται η ύση και περιρά-
φονται πήρς τα όρια του ρίου. Για μη-μόνιμα ρονικά φαινόμενα, το πεδίο του
ρόνου διακριτοποιείται αντίστοια σε πεπερασμένο αριμό ρονικών ημάτν.
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Η μέοδος τν πεπερασμένν όκν περιαμάνει συκεκριμένα ήματα, τα οποία
εδώ περιράφονται, και ακοουούνται στις επόμενες παραράφους. Σε πρώτη φάση,
οι διαφορικές εξισώσεις, οι εξισώσεις ροής ια το πρόημα που αντιμετπίζεται στην
παρούσα διπματική ερασία, οοκηρώνονται σε κάε πεπερασμένο όκο, που ταυ-
τίζεται ουσιαστικά με την υποοιστική κυψέη, όπς ορίζεται στη διακριτοποίηση
του ρίου επίυσης. Στη συνέεια, οι οοκηρματικές εξισώσεις διακριτοποιού-
νται ώστε να ικανοποιούνται οι φυσικοί νόμοι που διέπουν το πρόημα, όπς είναι
η διατήρηση της μάζας και της ορμής, και σε διακριτό επίπεδο. Απαιτείται έαια το
σύστημα συντεταμένν να είναι αναοίτο με το ρόνο και το πέμα του -
ρίου επίυσης να μην μεταάεται. Οι πεπερασμένοι όκοι, στη ενική περίπτση,
έουν πουεδρικό σήμα, κάτι που κάνει τη μέοδο κατάηη τόσο ια δομημένα
(structured) όσο και ια μη-δομημένα (unstructured) πέματα.

Όπς και συμαίνει και με τις περισσότερες μεόδους διακριτοποίησης, οι μη-ραμμικές
διαφορικές εξισώσεις απαιτούν ραμμικοποίηση πριν τη διακριτοποίησή τους. Με τη
διαδικασία αυτή οι μη-ραμμικοί ερούνται “παμένοι” (frozen) στην τρέουσα επα-
νάηψη ενός αόριμου επίυσης, νστοί δηαδή από προηούμενη επανάηψη, και
ρησιμοποιούνται ια τους αριμητικούς υποοισμούς.

Στις επόμενες παραράφους περιράφεται η διαδικασία διακριτοποίησης του υποο-
ιστικού ρίου και τν ρικών διαφορών τν ροϊκών εξισώσεν που διέπουν το
πρόημα που μεετάται. Σημειώνεται πς δεν εφαρμόζεται κάποια διακριτοποίηση
στο πεδίου του ρόνου καώς με τη ρήση της μεόδου ισορροπίας τν αρμονικών η
ρονική παράος προσείζεται διακριτοποιώντας την ουσιαστικά σε NT ρονικές
στιμές.

5.4.1 Διακριτοποίηση της εξίσσης της ορμής
Για καεμιά από τις NT ρονικές στιμές, η εξίσση της ορμής ια το ευύ πρόημα,
αά και η συζυής της, ράφονται:

Εξίσση Ορμής

∇ · (V⃗iVi)−∇ · (ν∇Vi) = −∇Pi − ωDi ·V
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Συζυής της Εξίσσης Ορμής

−∇ ·
(
U⃗iVi

)
−∇ · (ν∇Ui) = −∇Qi −

(
U⃗i∇

)
· V⃗i + ωDi ·U

με 1 ≤ i ≤ NT , όπου με Di συμοίζονται όα τα στοιεία μίας σειράς του μητρώου
D. Τα Vi, Ui είναι αμτά μεέη που αντιστοιούν σε μία από τις συνιστώσες της
ταύτητας του ευέος και του συζυούς προήματος αντίστοια, ανάοα με τη
διεύυνση ς προς την οποία ράφεται η εξίσση της ορμής. Ο επιπέον όρος μετα-
φοράς της συζυούς εξίσσης μεταφέρεται στο δεύτερο μέος της εξίσσης, καώς
πρόκειται να αντιμετπιστεί και αυτός ς όρος πηής, ούτς ώστε να διευκουνεί
η αριμητική σύκιση του προήματος.

Οι δύο εξισώσεις είναι αντίστοιες. Για αυτόν ακριώς το όο, η ανάυση που
ακοουεί δεν επανααμάνεται και ια τις δύο εξισώσεις. Αντ’ αυτού εφαρμόζεται
σε μία εξίσση μεταφοράς-διάυσης ια μία αμτή μεταητή uk, έστ ια μία από
τις συνιστώσες της ταύτητας, που αποτεεί ενική μορφή τν προηούμενν δύο:

∇ · (u⃗uk)−∇ · (ν∇uk) = S(uk) (5.4.1)

όπου με S(·) συμοίζονται οι όροι πηής της εξίσσης. Στη ενική περίπτση η
S(·) είναι συνάρτηση του αμτού μεέους uk. Η παραπάν είναι μία μη-ραμμική
διαφορική εξίσση δεύτερης τάξης.

Η εξίσση 5.4.1, σε οοκηρματική μορφή, πρέπει να ικανοποιείται σε κάε όκο
εέου VP ύρ από το κάε σημείο P . Οοκηρώνοντας:∫

VP

∇ · (u⃗uk)dV −
∫
VP

∇ · (ν∇uk) dV =

∫
VP

S(uk)dV (5.4.2)

Η διακριτοποίηση τν ρικών όρν της εξίσσης 5.4.2 επιτυάνεται με ρήση του
ερήματος Gauss. Ακοουεί απή παράεση τν ασικών σέσεν που ρησιμο-
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ποιούνται, ρίς περαιτέρ ανάυση [20]:∫
V

∇ · adV =

∮
∂V

dSf · a (5.4.3)∫
V

∇adV =

∮
∂V

dSfa (5.4.4)∫
V

∇adV =

∮
∂V

dSfa (5.4.5)

όπου ∂V η κειστή επιφάνεια που περικείει έναν όκο V και dSf το απειροστό
στοιείο επιφάνειας ποαπασιασμένο με το κάετο στην επιφάνεια μοναδιαίο διά-
νυσμα με φορά προς το εξτερικό της. Στις παραπάν σέσεις ρησιμοποιούνται: ένα
αμτό μέεος και a ένα διανυσματικό. Τα παραπάν επικαμπύια οοκηρώματα
μετασηματίζονται σε αροίσματα στο σύνοο τν μετώπν f του όκου.

Η διακριτοποίηση της 5.4.2 α εξεταστεί ξεριστά ια κάε όρο [20].

5.4.1.1 Διακριτοποίηση του όρου μεταφοράς

Η διακριτοποίηση του όρου μεταφοράς επιτυάνεται με ρήση της εξίσσης 5.4.3:∫
VP

∇ · (u⃗uk)dV =

∮
∂VP

dSf · (u⃗uk)f =
∑
f

Sf · (u⃗)f (uk)f =
∑
f

φ(uk)f (5.4.6)

όπου το αμτό μέεος φ αντιπροσπεύει τη ροή μάζας (mass flux) διαμέσου
κάε μετώπου f . Η συκεκριμένη εφαρμοή είναι απαραίτητη προκειμένου να ραμ-
μικοποιηεί ο μη-ραμμικός όρος που εμφανίζεται στην εξίσση ορμής του ευέος
προήματος.

Η τιμή της μεταητής u στην κάε έδρα f , υποοίζεται μέσ παρεμοής στις
τιμές της μεταητής από τα κέντρα δύο ειτονικών όκν, όπς παρουσιάζεται κα-
ύτερα στο Σχήμα 5.3.

Στην περίπτση που ρησιμοποιείται ραμμική παρεμοή μεταξύ τν κέντρν τν
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Σήμα 5.3: Σχηματική παράσταση της γραμμικής παρεμβολής για τον προσδιορισμό της
τιμής σε ένα μέτωπο [20].

δύο όκν, η τιμή της u στο μέτπο υποοίζεται από τη σέση:

(uk)f = fx(uk)p + (1− fx)(uk)N

όπου το fx ορίζεται ς ο όος τν παρακάτ αποστάσεν:

fx =

∣∣∣−→fN ∣∣∣∣∣∣−−→PN
∣∣∣

Η παραπάν ανάυση είναι ένα αρακτηριστικό παράδειμα κεντρικών διαφορών
(central differencing). Ωστόσο, η ρήση κεντρικών διαφορών δεν εξασφαίζει σε
καμία περίπτση σύκιση του αορίμου, ό του ότι προκαούν ταάντση της
ύσης ια τον όρο μεταφοράς. Στην εφαρμοή της παρούσας διπματικής ερασίας
ρησιμοποιήηκαν σήματα πρώτης και δεύτερης τάξης στα οποία η τιμή της μεταη-
τής u καορίζεται ανάοα με τη κατεύυνση της ροής. Εδώ παρατίεται ενδεικτικά
ένα τέτοιο σήμα πρώτης τάξης (first order upwind differencing):

(uk)f =

(uk)P , ια φ ≥ 0

(uk)N , ια φ < 0
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5.4.1.2 Διακριτοποίηση του όρου διάυσης

Η διακριτοποίηση του όρου διάυσης επιτυάνεται αντίστοια με τη ρήση του ε-
ρήματος Green:∫

VP

∇ · (ν∇uk)dV =

∮
∂VP

dSf · (ν∇uk)f =
∑
f

νSf · (∇uk)f (5.4.7)

Στη ενική περίπτση τα πέματα δεv ρειάζεται να είναι οροώνια. Το αποτέεσμα
του εστερικού ινομένου Sf · (∇φ)f ρίζεται σε δύο μέρη:

Sf · (∇uk)f = ∆ · (∇uk)f + k · (∇uk)f (5.4.8)

Ο πρώτος από τους δύο παραπάν όρους αναφέρεται στην οροώνια συμοή του
ινομένου ενώ ο δεύτερος αποτεεί απά μία διόρση ό της μη-ορονικότητας.
Τα δύο διανύσματα της εξίσσης 5.4.8 πρέπει να ικανοποιούν την παρακάτ συνήκη:

Sf = ∆+ k

Το διάνυσμα ∆ επιέεται παράηο στην ευεία που διέρεται από τα κέντρα δύο
ειτονικών όκν και, επομένς, απομένει μόνο η κατάηη επιοή του διανύσμα-
τος k, ανάοα με την τενική διόρσης που ρησιμοποιείται.
Η τεική διακριτοποιημένη μορφή του όρου διάυσης δίνεται από την ακόουη

Σήμα 5.4: Σχηματική παράσταση της τομή μίας έδρας f με το επίπεδο στο οποίο
κείτεται το διάνυσμα PN για ένα μη-ορθογωνικό πλέγμα, και ανάλυση του κάθετου στην
έδρα διανύσματος Sf σε δύο συνιστώσες.



64 5. Εφαρμοή μεόδου ισορροπίας τν αρμονικών & διακριτοποίηση εξισώσεν

σέση:
S · (∇uk)f = |∆| · (uk)N − (uk)P∣∣∣−−→PN

∣∣∣ + k · (∇uk)f (5.4.9)

όπου ο όρος (∇u)f προσείζεται, ια την συμοή της μη-ορονικότητας, ενα-
ακτικά από τη σέση:

(∇uk)f = fx (∇uk)P + (1− fx) (∇uk)N , όπου: (∇uk)P =
1

VP

∑
f

S(uk)f

Εάν το πέμα αρακτηρίζεται από ικανοποιητική ορονικότητα και, επομένς,
δεν υπάρει ανάκη μη-ορονικής διόρσης, το εστερικό ινόμενο S · (∇φ)f

διακριτοποιείται με την ακόουη έκφραση:

S · (∇φ)f = |S| · φN − φP∣∣∣−−→PN
∣∣∣

5.4.1.3 Διακριτοποίηση τν όρν πηής

Αναύηκε προηουμένς ποιοι όροι σε κάε εξίσση αντιμετπίζονται ς όροι πη-
ής, μιας και δεν είναι δυνατό να ραφούν ς μεταφορικοί όροι ή όροι διάυσης. Η
ραμμικοποίηση του όρου πηής προηείται της διακριτοποίησής του. Έτσι ο όρος
πηής αναύεται:

S(uk) = Su(uk) + Sp(uk) · u

H οοκήρση στον όκο εέου δίνει:∫
VP

S(uk)dV = Suk
VP + SpVP (uk)P (5.4.10)

5.4.2 Τεική έκφραση της εξίσσης μεταφοράς-διάυσης

Διακριτοποιώντας όους τους παραπάν όρους, η τεική έκφραση της εξίσσης με-
ταφοράς 5.4.1 που μεετάται στο παρούσα παράραφο, και κατ’ αντιστοιία της εξί-
σσης ορμής του ευέος προήματος που αναφέρηκε σε προηούμενη παράραφο
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αά και της συζυούς της, είναι δυνατό να ραφεί σε ημι-διακριτή μορφή ς εξής:

αP (uk)P −H(uk) = −∇p (5.4.11)

όπου H(uk) = −
∑

N αN(uk)N . Υπενυμίζεται ότι με τον δείκτη P ορίζεται η τιμή
της μεταητής στο κέντρο του όκου εέου, και με το δείκτη N οι τιμές της
μεταητής στα κέντρα τν ειτονικών όκν. Οι συντεεστές αP και αN ορίζονται
και αυτοί συναρτήσει της μεταητής uk, καώς η εξίσση, όπς αναφέρηκε ήδη, εί-
ναι μη-ραμμική. Οι συκεκριμένοι όροι προέκυψαν από τη διακριτοποίηση τν όρν
μεταφοράς, διάυσης και τν όρν πηών της μεταφορικής εξίσσης.

Ακοουεί ο αόριμος που περιράφει τη διαδικασία επίυσης της παραπάν εξίσ-
σης (5.4.11) και ο οποίος ρησιμοποιήηκε στην εφαρμοή της παρούσας διπματι-
κής ερασίας. Όπς α φανεί παρακάτ, οι συντεεστές αP και αN υποοίζονται
με τις υπάρουσες τιμές της μεταητής u, από προηούμενο ήμα του αορίμου,
ακριώς ό της ανάκης να ξεπεραστεί το πρόημα της μη-ραμμικότητας της
εξίσσης.

5.5 Αόριμος SIMPLE
Παρατίεται ο αόριμος ο οποίος ακοουείται ια την επίυση του προήματος
[19]. Ο αόριμος SIMPLE είναι ένας ευρές ρησμοποιούμενος επιύτης ρονικά
μόνιμν προημάτν. Βασικό στοιείο του είναι η διαδικασία που ακοουεί ια τον
υποοισμό της στατικής πίεσης μέσ της τενικής της “διόρσης πίεσης (pressure
correction)”. Η συκεκριμένη τενική ρησιμοποιείται καώς δεν υπάρει ξεριστή,
ρητή έκφραση ια τον υποοισμό της πίεσης.

Η εξίσση της ορμής ράφεται σε ημι-διακριτή μορφή σύμφνα με τη σέση 5.4.11,
κατ’ αντιστοιία δηαδή με την εξίσση μεταφοράς της προηούμενης ενότητας. Η
εξίσση 5.4.11, σε διανυσματική μορφή, ράφεται:

v⃗P =
H(v⃗)

αP

− ∇p

αP

(5.5.1)

Υπενυμίζεται ότι οι συντεεστές αP και αN ερούνται νστοί καώς υποοί-
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στηκαν με τιμές του πεδίου u από προηούμενο ήμα. Μέσ παρεμοής στη σέση
5.5.1, υποοίζεται η τιμή της u σε κάε μέτπο του όκου εέου ς εξής:

v⃗f =

(
H(v⃗)

αP

)
f

−
(
∇p

αP

)
f

(5.5.2)

Διακριτοποιείται η εξίσση της συνέειας:

∇ · v⃗ =
∑
f

Sf · v⃗f = 0 (5.5.3)

Αντικαιστώντας την εξίσση 5.5.2 στη διακριτοποιημένη εξίσση συνέειας, κα-
ταήουμε στην απαιτούμενη επιπέον εξίσση ια τον υποοισμό της στατικής
πίεσης:

∇ ·
(
∇p

αP

)
= ∇ ·

(
H(v⃗)

αP

)
=

∑
f

Sf ·
(
H(v⃗)

αP

)
f

(5.5.4)

Τεικά, το σύστημα τν δύο εξισώσεν, της συνέειας και της ορμής (ή τν συζυών
τους), ράφεται σε διακριτοποιημένη μορφή ς εξής:

αP v⃗P = H(v⃗)−
∑
f

Sfp (5.5.5)

∑
f

Sf ·
(
∇p

αP

)
=

∑
f

Sf ·
(
H(v⃗)

αP

)
f

(5.5.6)

Ο επαναηπτικός αόριμος επίυσης του παραπάν συστήματος ακοουεί τα εξής
ήματα:

• Ανακτώνται τα δεδομένα της προηούμενης επανάηψης του αορίμου. Ση-
μειώνεται πς οι επαναήψεις αυτές αναφέρονται σε επαναήψεις ια σύκιση
του αορίμου και δεν αποτεούν ρονικά ήματα καώς επιύονται ρονικά
μόνιμα προήματα.

• Επιύεται η εξίσση 5.5.5 ρησιμοποιώντας τις τιμές πίεσης της προηούμενης
επανάηψης, ια μία πρώτη εκτίμηση του πεδίου ταύτητας.

• Υποοίζονται οι συντεεστές αP οόκηρου του πεδίου και η τιμή της v⃗ ρίς
όμς τη διόρση της πίεσης.
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• Με την παραπάν τιμή της v⃗ υποοίζεται η ροή μάζας μέσ παρεμοής.

• Επιύεται η εξίσση 5.5.6, νρίζοντας τη ροή μάζας σε όο το πεδίο, και
προκύπτει το διορμένο πεδίο στατικής πίεσης.

• Με τη διόρση της πίεσης υποοίζεται η νέα διορμένη τιμή της ταύτητας
και της ροής μάζας.

• Τα παραπάν ήματα επανααμάνονται ές ότου επιτευεί σύκιση.

Επανααμάνεται ακόμη πς η επίυση του καενός από τα NT συστήματα εξισώ-
σεν, ια καεμία από τις NT ρονικές στιμές αντίστοια, ίνεται σε ξεριστό
ήμα στην ίδια επανάηψη σύκισης του αορίμου. Η παραπάν διαδικασία ακο-
ουείται επακριώς ια την επίυση της συζυούς εξίσσης ορμής.
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Κεφάαιο 6

Πιστοποίηση της μεόδου ισορροπίας τν
αρμονικών

Στον παρόν κεφάαιο ίνεται η πιστοποίηση της μεόδου στους υποοισμούς ια
το ευύ και συζυές πρόημα. Για το ευύ πρόημα, αυτό επιτυάνεται μέσ
σύκρισης της άνσης και της δύναμης της αντίστασης που ασκούνται σε μία αερο-
τομή, όπς υποοίζεται με τη μέοδο ισορροπίας τν αρμονικών και από τον ήδη
πιστοποιημένο κώδικα επίυσης στο πεδίο του ρόνου (με ρήση της μεόδου ρονο-
προέασης). Για το συζυές πρόημα, συκρίνονται οι παράοι ευαισησίας που
υποοίζονται με ρήση της μεόδου ισορροπίας τν αρμονικών, με εκείνες που υπο-
οίζονται αντίστοια με την “κασική” μέοδο.

Η πιστοποίηση ίνεται ια τρεις ξεριστές περιπτώσεις ροών ύρ από την ίδια
αεροτομή, όπου διαφοροποιούνται οι τιμές ια το εύρος ταάντσης της νίας που
σηματίζει το διάνυσμα της ταύτητας όπς εισέρεται στο ρίο με τη ορδή της
αεροτομής και η συνότητα με την οποία αυτή τααντώνεται, ο αριμός Reynolds της
ροής αά και το πήος τν αρμονικών που ρησιμοποιούνται. Οι τρεις αυτές περι-
πτώσεις καίστανται επαρκείς να πιστοποιήσουν την εκυρότητα της μεόδου αά
και να αναδείξουν τυόν αδυναμίες της. Η πρόεξη της ροής σε κάε εφαρμοή ίνε-
ται με ρήση του εεύερου οισμικού OpenFOAM και η πιστοποίηση της μεόδου
ίνεται σε σύκριση με τα αποτεέσματα που υποοίζει ο επιύτης pisoFoam, ένας
επιύτης του OpenFOAM που εφαρμόζει τον αόριμο PISO .
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6.1 Περιραφή του προήματος

Στις εφαρμοές που α ακοουήσουν, εξετάζεται το πρόημα διδιάστατης στρ-
τής ροής ασυμπίεστου ρευστού ύρ από μία αεροτομή. Οι πεδιακές εξισώσεις ια
το συκεκριμένο πρόημα παρατέηκαν σε προηούμενο κεφάαιο. Από αυτές τις
εξισώσεις ροής αναπτύηκαν οι πεδιακές εξισώσεις και του συζυούς προήματος.
Τα δύο προήματα (ευύ και συζυές) μαζί με τις αντίστοιες οριακές συνήκες
που παρουσιάστηκαν σε προηούμενο κεφάαιο, επιύονται ια καεμιά από τις τρεις
περιπτώσεις ια τις οποίες ίνεται η πιστοποίηση της μεόδου.

Στο πρόημα το οποίο μεετάται, το διάνυσμα της επ’ άπειρον ταύτητας δεν σημα-
τίζει σταερή νία με τη ορδή της αεροτομής καόη τη διάρκεια του φαινομένου.
Αντίετα, η νία που σηματίζει με τον οριζόντιο άξονα τααντώνεται εξανακα-
σμένα ημιτονοειδώς με το ρόνο ύρ από την τιμή μηδέν, οδηώντας έτσι το φαινό-
μενο να αποκτήσει μη-μόνιμο αρακτήρα. Το μέτρο του διανύσματος της ταύτητας
της αδιατάρακτης ροής παραμένει σταερό. Σύμφνα με τα παραπάν, οι συνιστώσες
του διανύσματος της επ’ άπειρον ταύτητας υποοίζονται κάε ρονική στιμή από
τον τύπο:

v⃗inf = (|v⃗inf | · cosϑ, |v⃗inf | · sinϑ) (6.1.1)

με:
ϑ = ϑampl · sin(2πft) (6.1.2)

όπου: f η συνότητα ταάντσης, ϑampl το πάτος ταάντσης της νίας και |v⃗in|
το σταερό μέτρο της επ’ άπειρον ταύτητας.

Ο υποοισμός τν δυνάμεν που ασκούνται πάν στην αεροτομή κάε ρονική
στιμή, ίνεται με ρήση της σέσης:

D =

∫
Sw

fdSw (6.1.3)

όπου f είναι η δύναμη που ασκείται σε ένα σημείο του αεροδυναμικού σώματος και
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υποοίζεται αντίστοια από τον τύπο:

f =

[
−ν

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
nj + pni

]
di

όπου di είναι οι συνιστώσες του μοναδιαίου διανύσματος, παράηου στην ευεία
που ορίζει η ορδή της αεροτομής όταν υποοίζεται η αεροδυναμική αντίσταση και
κάετου στην ευεία που ορίζει η ορδή της αεροτομής όταν υποοίζεται η άνση1.

Παρατίενται οι παράοι ευαισησίας που προκύπτουν ια την εαιστοποίηση της
οπισέκουσας όπς αυτές προέκυψαν από την ανάυση προηούμενου κεφααίου:

δFaug

δbm
=

1

T

∫
T

∫
Sw

[
−ν

∂

∂xk

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
nj +

∂p

∂xk

ni

]
δxk

δbm
ridSwdt

+
1

T

∫
T

∫
Sw

[
−ν

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
δ

δbm
(njdSw) + p

δ

δbm
(nidSw)

]
ridt

+

∫
T

∫
Sw

[
qni − ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
nj

]
∂vi
∂xk

∂xk

∂bm
dSwdt

Ως μεταητές σεδιασμού ια τις εφαρμοές που α ακοουήσουν, ρησιμοποι-
ήηκαν οι μετατοπίσεις, κατά τη κάετη στο τοίμα διεύυνση, κάε κόμου που
αποτεεί και σημείο της αεροτομής. Όταν ένας κόμος της αεροτομής μετακινείται, τα
υπόοιπα σημεία της επιφάνειάς της παραμένουν σταερά. Συνεπώς, ια έναν κόμο
µ του τοιώματος της αεροτομής, με συντεταμένες xµ

k και με μοναδιαίο κάετο διά-
νυσμα στη έση αυτή το nµ

k , α ισύει ότι:

δxµ
k

δbm
=


δxµ

k

δbm
= 0 , ια µ ̸= m

δxm
k

δbm
= nm

k , ια µ = m
(6.1.4)

1Σημειώνεται πς οι δυνάμεις που υποοίζονται και συκρίνονται εδώ δεν είναι οι μέιστες δυ-
νάμεις που ασκούνται πάν στην αεροδυναμική μορφή κάε ρονική στιμή καώς η ευεία πάν
στην οποία προάονται έει σταερή στο ρόνο διεύυνση και δεν ακοουεί το διάνυσμα της
ταύτητας.
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Γράφοντας το διακριτό ισοδύναμο της σέσης με την οποία υποοίζονται οι παρά-
οι ευαισησίας, προκύπτει η παρακάτ έκφραση:

δFaug

δbm
=

1

T

T∑
t=0

M∑
µ=1

[
−ν

∂

∂xk

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
nj +

∂p

∂xk

ni

]
µ

nµ
kri ∥Sµ∥∆t

+
1

T

T∑
t=0

M∑
µ=1

[
−ν

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
µ

δ

δbm

(
nµ
j ∥Sµ∥

)
+ pµ

δ

δbm
(nµ

i ∥Sµ∥)

]
ri∆t

+
T∑
t=0

M∑
µ=1

[
qni − ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
nj

]
µ

∂vi
∂xµ

k

nµ
k ∥Sµ∥∆t

όπου με ∥Sµ∥ συμοίζεται το στοιειώδες τμήμα επιφάνειας της αεροτομής. Η πα-
ραπάν σέση αποποιείται περαιτέρ με ρήση της εξίσσης 6.1.4 και αμάνει τη
μορφή:

δFaug

δbm
=

1

T

T∑
t=0

[
−ν

∂

∂xk

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
nj +

∂p

∂xk

ni

]
m

nm
k ri ∥Sm∥∆t

+
1

T

T∑
t=0

[
−ν

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
m

δ

δbm

(
nm
j ∥Sm∥

)
+ pm

δ

δbm
(nm

i ∥Sm∥)
]
ri∆t

+
T∑
t=0

[
qni − ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
nj

]
m

∂vi
∂xm

k

nm
k ∥Sm∥∆t (6.1.5)

Η τεευταία εξίσση (6.1.5) ρησιμοποιείται ια τον προσδιορισμό τν παραών
ευαισησίας, που τεικά συνέτουν το άρτη ευαισησίας.

6.1.1 Γεμετρία του προήματος
Όπς αναφέρηκε, μεετάται η ροή ύρ από μία αεροτομή. Η αεροτομή έει ορδή
ίση με c = 0.035m και είναι μη-συμμετρική. Το πέμα που ρησιμοποιήηκε αποτε-
είται από 14060 υποοιστικές κυψέες και παρουσιάζεται στο Σχήμα 6.1. Πρέπει
να τονιστεί εδώ πς, επειδή το συκεκριμένο οισμικό επιύει μόνο τριδιάστατα
προήματα, το πέμα αποτεείται από εξαεδρικούς όκους. Η ροή στόσο αποκτά
τον επιυμητό, ια το πρόημα που εξετάζεται, διδιάστατο αρακτήρα έτοντας κα-
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Σήμα 6.1: C-type πλέγμα γύρω από τη μελετούμενη αεροτομή.

τάηες συνήκες συμμετρίας και διακριτοποιώντας στην τρίτη διεύυνση (σε αυτή
του άος) μόνο με μία υποοιστική κυψέη.

6.2 Εφαρμοή της μεόδου
Ακοουούν οι τρεις εφαρμοές τις μεόδου που πραματοποιήηκαν σε τρεις δια-
φορετικές περιπτώσεις ροών. Σε καεμιά από τις εφαρμοές επιέονται διαφορετι-
κές τιμές του πάτους της ταάντσης της νίας που σηματίζει το διάνυσμα της
ταύτητας με τον οριζόντιο άξονα. Επιπέον η ταάντση ίνεται με διαφορετική
συνότητα άση της οποίας καορίζεται και το πήος τν αρμονικών που α ρησι-
μοποιηούν. Ιδιαίτερο άρος, στόσο, δίνεται στο εάν οι τιμές του αριμού Reynolds
και του πάτους της ταάντσης της νίας που σηματίζει η επ’ άπειρον ταύτητα
με τη ορδή της αεροτομής επηρεάζουν άμεσα την ικανότητα της μεόδου ισορρο-
πίας τν αρμονικών να εκτεέσει ακριείς υποοισμούς. Η διερεύνηση αυτή ίνεται
δικαιοοημένα καώς η επίδραση της συνότητας ταάντσης έει μεετηεί σε
πααιότερη ερασία [3]. Οι τρεις εφαρμοές ταξινομούνται ανάοα με τον αριμό
Reynolds της ροής, ανοιμένο στη ορδή της αεροτομής, και παρατίενται συνοπτικά
στον Πίνακα 6.1.
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Case 1 Case 2 Case 3
Reynolds number 100 350 1000
frequency (Hz) 1 2 1

ϑampl 2o 5o 3o

|v⃗inf |(m/s) 10 1 1

Πίνακας 6.1: Παράθεση των βασικών χαρακτηριστικών της ροής για τις τρεις εφαρμογές.

Σε όες τις εφαρμοές ακοουείται παρόμοια διαδικασία. Επιέεται ο κατάηος
αριμός αρμονικών ια την εφαρμοή της μεόδου. Το ευύ πρόημα επιύεται με τις
οριακές συνήκες που προκύπτουν από τα αρακτηριστικά της εκάστοτε εφαρμοής.
Με την επίυση του ευέος προήματος προκύπτουν τα πεδία της ταύτητας και της
στατικής πίεσης. Το πήος τν πεδίν που προκύπτουν εξαρτάται από το πήος
τν αρμονικών που ρησιμοποιούνται (NT = 2NH + 1). Από τα πεδία με ρήση της
σέσης 3.3.2 προκύπτουν οι συντεεστές τν σειρών Fourier. Με τους συντεεστές
αυτούς είναι δυνατόν να υποοιστούν τα πεδία ταύτητας και στατικής πίεσης κάε
ρονική στιμή.

Έοντας πήρς διαέσιμο το πεδίο της ταύτητας και της στατικής πίεσης σε κάε
ρονική στιμή της περιόδου ταάντσης της νίας, υποοίζονται οι δυνάμεις που
ασκούνται στην αεροδυναμική μορφή, ς προς τον σταερά οριζόντιο άξονα και τον
κάετο σε αυτόν. Με τις δυνάμεις αυτές υποοίζονται οι αδιάστατοι αεροδυναμικοί
συντεεστές. Αυτοί προκύπτουν με την αδιαστατοποίηση τν δυνάμεν (ανά μονάδα
άους πεδίου b) που υποοίζονται, ια αρακτηριστικό μήκος ίσο με το μήκος της
ορδής της αεροτομής c και σταερή πυκνότητα ρευστού ίση με ρ = 1.2kg/m3, από
τις σέσεις:

cL =
L/b

1
2
ρu2

infc
, cD =

D/b
1
2
ρu2

infc

Το ευύ πρόημα επιύεται με τον αόριμο PISO. Οι αεροδυναμικοί συντεεστές
που προκύπτουν με τη μέοδο ισορροπίας τν αρμονικών και με τον αόριμο PISO
παρατίενται σε κοινά διαράμματα. Οι τιμές τν συντεεστών συκρίνονται μέσ
της ποσοστιαίας σετικής απόκισης που παρουσιάζουν οι τιμές που υποοίζονται
με τη μέοδο της ισορροπίας τν αρμονικών (ΗΒ από αυτό το σημείο και έπειτα) από
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εκείνες που υποοίζονται με τον αόριμο PISO. Η σετική απόκιση υποοίζεται
από τη σέση:

var =

∥∥∥∥forces|HB − forces|PISO

forces|PISO

∥∥∥∥ (6.2.1)

Έοντας πήρς προσδιορισμένα και αποηκευμένα τα NT = 2NH + 1 πεδία της
ταύτητας και της στατικής πίεσης επιύεται και το συζυές πρόημα. Οι ορια-
κές συνήκες του προήματος είναι εκείνες που εξήησαν και περιράφηκαν σε
προηούμενο κεφάαιο. Η συζυής ταύτητα πάν στο σύνορο της αεροτομής τί-
εται ui = −firi (m/s), όπου ri είναι οι συνιστώσες του μοναδιαίου διανύσματος
παράηου (εφόσον ενδιαφερόμαστε ια ετιστοποίηση με στόο τη μείση της
αεροδυναμικής αντίστασης) στο διάνυσμα της ταύτητας της αδιατάρακτου ροής κάε
ρονική στιμή. Επομένς η διεύυνση του ri α τααντώνεται ημιτονοειδώς με συ-
νότητα f = 1Hz και πάτος ταάντσης ϑamp ύρ από την τιμή μηδέν, όπς
ακριώς και το διάνυσμα της αδιατάρακτου ροής ια το ευύ πρόημα. Για την επί-
υση του συζυούς προήματος ρησιμοποιείται ίδιο πήος αρμονικών με το ευύ
πρόημα.

Με την επίυση του συζυούς προήματος προκύπτουν τα αντίστοια NT πεδία τν
συζυών μεταητών. Από τα πεδία και με ρήση της σέσης 3.3.2 προκύπτουν οι
αντίστοιοι συντεεστής τν σειρών Fourier. Με τους συντεεστές αυτούς είναι δυ-
νατό να υποοιστούν τα πεδία συζυούς ταύτητας και συζυούς στατικής πίεσης
κάε ρονική στιμή.

Με πήρς προσδιορισμένα τα πεδία της συζυούς ταύτητας και συζυούς στατικής
πίεσης κάε ρονική στιμή, αά και εκείνα της ταύτητας και της στατικής πίεσης
από το ευύ πρόημα, είναι δυνατό να προσδιοριστούν οι παράοι ευαισησίας, με
ρήση της σέσης 6.1.5. Οι παράοι ευαισησίας συνέτουν με τη σειρά τους το
άρτη ευαισησίας, μία κατανομή δηαδή πάν στην αεροτομή που δηώνει ποιοτικά
το πόσο α επηρεάσει η μετατόπιση του κάε κόμου τη μείση της αεροδυναμικής
αντίστασης που ασκείται πάν στην αεροτομή. Αρνητική τιμή της παραώου ευαι-
σησίας δηώνει ότι ο κόμος πρέπει να μετακινηεί προς το εστερικό της αεροτομής
ούτς ώστε να μειεί η αεροδυναμική αντίσταση που ασκείται στην αεροτομή, ενώ
αντίετα, ετική τιμής δηώνει την ανάκη ια μετατόπιση προς το εξτερικό της
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αεροτομής.

Το συζυές πρόημα επιύεται, και ατό, με ρήση του αορίμου PISO. Με ρήση
της μεόδου checkpointing υποοίζονται οι μεταητές της ροής που προέκυψαν από
την επίυση του ευέος προήματος, η νώση τν οποίν απαιτείται στην επίυση
του συζυούς. Η κατανομή τν παραών ευαισησίας, κατά μήκος τν κόμν της
αεροτομής, που προκύπτει με τη ρήση του PISO παρατίεται σε κοινό διάραμμα με
εκείνη που υποοίστηκε με ρήση της μεόδου ΗΒ. Η σύκριση τν δύο κατανομών
συκρίνονται με τον υποοισμό και πάι της ποσοστιαίας σετικής απόκισης που
παρουσιάζουν οι τιμές τν παραών ευαισησίας όπς υποοίζονται με ρήση
της μεόδου ισορροπίας τν αρμονικών, από τις αντίστοιες που υποοίζονται με
τον αόριμο PISO. Η σετική απόκιση δίνεται:

var =

∥∥∥∥∥ dF
dbm

|HB − dF
dbm

|PISO

dF
dbm

|PISO

∥∥∥∥∥ (6.2.2)

6.2.1 Εφαρμοή ια Re=100
Στην παρούσα εφαρμοή ρησιμοποιήηκαν δύο αρμονικές οι οποίες κρίηκαν επαρ-
κείς ια την ικανοποιητική πρόεξη της ροής. Στα Σχήματα 6.2 και 6.3 παρουσιάζονται
τα πεδία της ταύτητας και της στατικής πίεσης που προκύπτουν από την πρόεξη της
ροής ια το ευύ πρόημα. Παρατίενται τα πεδία ια τις πέντε (NT = 2NH +1 = 5)

ρονικές στιμές μέσα σε μία περίοδο ταάντσης (T = 1sec), που προκύπτουν από
τη ρήση δύο αρμονικών. Στα Σχήματα 6.4αʹ και 6.4ʹ παρουσιάζεται η μεταοή τν
αεροδυναμικών συντεεστών με το ρόνο ια μία περίοδο.

Παρατηρώντας τα Σχήματα 6.4αʹ και 6.4ʹ είναι εμφανής η ικανοποιητική ακρίεια με
την οποία οι δυνάμεις υποοίζονται, σε σέση με τους υποοισμούς που ίνονται
από τον “κασικό” επιύτη ια τα μη-μόνιμα προήματα. Οι τιμές τν μεεών που
υποοίζονται είναι παραπήσιες, ενώ είναι ιδιαίτερα σημαντικό ότι και με τις δύο
μεόδους τα μεέη παρουσιάζουν πανομοιότυπη ταανττική συμπεριφορά. Οι υπο-
οισμοί ια την δύναμη αντίστασης φαίνονται να απέουν, στόσο αυτό οφείεται
κααρά στην κίμακα του κατακόρυφου άξονα. Ο συντεεστής άνσης τααντώνεται
με την περίοδο του φαινομένου, ενώ ο συντεεστής αντίστασης με τη μισή. Ο όος
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που συμαίνει αυτό είναι προφανής. Η δύναμη άνσης προάεται στον κάετο στην
ορδή άξονα,

(αʹ) t = 0sec (ʹ) t = 0.2sec

(ʹ) t = 0.4sec (δʹ) t = 0.6sec

(εʹ) t = 0.8sec

Σήμα 6.2: Εφαρμογή για Re=100, πεδίο ταχύτητας υπολογισμένο με τη μέθοδο HB,
για τις 5 χρονικές στιγμές που προκύπτουν από τη χρήση δύο αρμονικών.
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(αʹ) t = 0sec (ʹ) t = 0.2sec

(ʹ) t = 0.4sec (δʹ) t = 0.6sec

(εʹ) t = 0.8sec

Σήμα 6.3: Εφαρμογή για Re=100, πεδίο στατικής πίεσης υπολογισμένο με τη μέθοδο
HB, για τις 5 χρονικές στιγμές που προκύπτουν από τη χρήση δύο αρμονικών.
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Σήμα 6.4: Μεταβολή των αεροδυναμικών συντελεστών της αεροτομής με το χρόνο, για
Re = 100 και πλάτος ταλάντωσης της γωνίας ϑampl = 2o, όπως υπολογίζεται από τις δύο
μεθόδους.
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Σήμα 6.5: Ποσοστιαία απόκλιση των αεροδυναμικών συντελεστών όπως υπολογίζονται
με τη μέθοδο ΗΒ, από τα αποτελέσματα του αλγορίθμου PISO.
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επομένς, καώς το διάνυσμα ταύτητας τααντώνεται και η κάετη συνιστώσα του
παίρνει αρνητικές τιμές, η άνση α πάρει και αυτή αρνητικές τιμές. Μέσα στην ίδια
περίοδο όμς, η αντίσταση, που προάεται πάντοτε στον οριζόντιο άξονα, δεν α
πάρει αρνητικές τιμές αφού η οριζόντια συνιστώσα της ταύτητας παραμένει πάντα
ετική και ς εκ τούτου α εκτεέσει άη μία ταάντση μέσα στην ίδια περίοδο.

Η ακρίεια με την οποία υποοίζονται οι δυνάμεις καίσταται ακόμη περισσότερο
εμφανής μέσ τν Σχημάτων 6.5αʹ και 6.5ʹ που ακοουούν, όπου παρουσιάζεται η
σετική ποσοστιαία απόκιση τν δυνάμεν, όπς υποοίζονται από τη μέοδο HB,
από τις δυνάμεις που υποοίζονται από τον κώδικα ια τα μη-μόνιμα φαινόμενα. Η
σετική απόκιση παίρνει μικρές τιμές (εάιστα μεαύτερη του 5%) στον υποοι-
σμό της δύναμης αντίστασης (Σχήμα 6.5ʹ) καόη τη διάρκεια του φαινομένου. Το
ίδιο φαίνεται να ισύει και ια την υποοιζόμενη άνση. Οι παραπανητικά υψηές
τιμές που εμφανίζονται στο Σχήμα 6.5αʹ οφείονται στο ότι σε εκείνες τις ρονικές
στιμές (t1 = 1.6sec, t2 = 1.9sec) η δύναμη άνσης μηδενίζεται, και ς εκ τούτου η
σετική απόκιση, υποοιστικά, απειρίζεται. Στις υπόοιπες ρονικές στιμές όμς
παραμένει σε τιμές σημαντικά μικρότερες του 10%.

Στα Σχήματα 6.6 και 6.7 παρουσιάζονται τα πεδία της συζυούς ταύτητας και της
συζυούς στατικής πίεσης που προκύπτουν από την πρόεξη της ροής ια το συζυές
πρόημα. Παρατίενται τα πεδία ια τις πέντε (NT = 2NH + 1 = 5) ρονικές στι-
μές μέσα σε μία περίοδο ταάντση που προκύπτουν από τη ρήση δύο αρμονικών.
Οι παράοι ευαισησίας υποοίζονται και συνέτουν με τη σειρά τους το άρτη
ευαισησίας (Σχήμα 6.8).

Αυτό που απομένει είναι να συκριούν οι τιμές τν παραών ευαισησίας που υπο-
οίζονται με τη μέοδο HB, με τις αντίστοιες που υποοίζονται με ρήση “κασι-
κού” του επιύτη μη-μόνιμν προημάτν. Η σύκριση ίνεται μέσ του Σχήματος
6.9αʹ. Στο εν ό σήμα παρουσιάζονται οι τιμές τν παραών ευαισησίας, όπς
υποοίζονται και με τις δύο μεόδους, ια κάε κόμο της αεροτομής. Οι κόμοι
παρατίενται με τη σειρά που το οισμικό ένεσης πέματος τους έει αριμήσει.
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(αʹ) t = 0sec (ʹ) t = 0.2sec

(ʹ) t = 0.4sec (δʹ) t = 0.6sec

(εʹ) t = 0.8sec

Σήμα 6.6: Εφαρμογή για Re=100, πεδίο συζυγούς ταχύτητας υπολογισμένο με τη
μέθοδο HB, για τις 5 χρονικές στιγμές που προκύπτουν από τη χρήση δύο αρμονικών.
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(αʹ) t = 0sec (ʹ) t = 0.2sec

(ʹ) t = 0.4sec (δʹ) t = 0.6sec

(εʹ) t = 0.8sec

Σήμα 6.7: Εφαρμογή για Re=100, πεδίο συζυγούς στατικής πίεσης υπολογισμένο με τη
μέθοδο HB, για τις 5 χρονικές στιγμές που προκύπτουν από τη χρήση δύο αρμονικών.
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Οι δύο κατανομές παρουσιάζουν παραπήσιες τιμές. Η κατανομή που προκύπτει από
τον κώδικα ια την επίυση μη-μόνιμν φαινομένν είναι εαφρώς μετατοπισμένη
προς τα επάν σε σέση με την αντίστοιη που προκύπτει με τη μέοδο HB. Ωστόσο,
και οι δύο κατανομές μεταάονται με παρόμοιο τρόπο, κάτι ιδιαίτερα σημαντικό κα-
ώς φανερώνει πς, ποιοτικά τουάιστον, οι δύο μέοδοι παράουν ακριώς τα ίδια
αποτεέσματα. Αυτό πιστοποιείται εξετάζοντας επιπέον το Σχήμα 6.9ʹ όπου πα-
ρουσιάζεται η ποσοστιαία απόκιση μεταξύ τν αποτεεσμάτν τν δύο μεόδν.

Σήμα 6.8: Χάρτης ευαισθησίας πάνω στην αεροτομή, με μεταβλητές σχεδιασμού τη
μετατόπιση του κάθε κόμβου κατά την κάθετη στον κόμβο διεύθυνση, για Re = 100 και
πλάτος ταλάντωσης της γωνίας ϑampl = 2o.

Η ποσοστιαία απόκιση μεταξύ τν τιμών που υποοίζονται με τις δύο μεόδους,
παραμένει μικρότερη του 20% σεδόν σε όα τα σημεία της αεροτομής. Στις περιοές
που φαίνεται η απόκιση να παίρνει μεάες τιμές η τιμή τν παραών ευαιση-
σίας τείνουν προς το μηδέν. Επομένς, όπς και με τις δυνάμεις οι τιμές αυτές είναι
πασματικές. Πρόκειται στην ουσία ια υποοιστικά σφάματα και δεν αντικατο-
πτρίζουν την απόκιση σε εκείνες τις περιοές, η οποία, παρατηρώντας και το Σχήμα
6.9αʹ κυμαίνεται σε φυσιοοικά επίπεδα.

Ένας σημαντικός παράοντας στον οποίο οφείεται η απόκιση τν παραών ευαι-
σησίας είναι η όποια διαφορά σημειώνεται στους υποοισμούς ια το ευύ πρόημα
και ίνεται φανερή από την εξέταση τν δυνάμεν.
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Σήμα 6.9: Παράγωγοι ευαισθησίας της μέσης αντίστασης για Re = 100, όπως υπο-
λογίζονται με τις δύο μεθόδους και ποσοστιαία απόκλιση των τιμών που η μέθοδος ΗΒ
υπολογίζει από εκείνες που υπολογίζονται με τον αλγόριθμο PISO.
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6.2.2 Εφαρμοή ια Re=350
Στην παρούσα εφαρμοή ρησιμοποιήηκαν τρεις αρμονικές οι οποίες κρίηκαν επαρ-
κείς ια την ικανοποιητική πρόεξη της ροής. Στα Σχήματα 6.10 και 6.11 παρου-
σιάζονται τα πεδία της ταύτητας και της στατικής πίεσης που προκύπτουν από
την πρόεξη της ροής ια το ευύ πρόημα. Παρατίενται τα πεδία ια τις επτά
(NT = 2NH+1 = 7) ρονικές στιμές μέσα σε μία περίοδο ταάντσης (T = 0.5sec),
που προκύπτουν από τη ρήση τριών αρμονικών.

Στα Σχήματα 6.12αʹ και 6.12ʹ παρουσιάζεται η μεταοή τν αεροδυναμικών συ-
ντεεστών με το ρόνο ια μία περίοδο. Παρατηρώντας τα εν ό σήματα είναι
εμφανής η ακρίεια με την οποία οι δυνάμεις υποοίζονται, σε σέση με τους υπο-
οισμούς που ίνονται από τον “κασικό” επιύτη ια τα μη-μόνιμα προήματα.
Οι τιμές τν μεεών που υποοίζονται σεδόν ταυτίζονται κάτι που ίνεται ακόμη
περισσότερο εμφανές εξετάζοντας τα Σχήματα 6.13αʹ και 6.13ʹ που ακοουούν.
Στα τεευταία, παρουσιάζεται η σετική ποσοστιαία απόκιση τν δυνάμεν, όπς
υποοίζονται από τις δύο μεόδους. Η σετική απόκιση ια τον υποοισμό της
άνσης (Σχήμα 6.13αʹ) κυμαίνεται σε τιμές μικρότερες του 10% ενώ η απόκιση ια
την υποοιζόμενη αντίσταση (Σχήμα 6.13ʹ) είναι ιδιαίτερα μικρή (τιμές αμηότε-
ρες του 0.5%). Τονίζεται ξανά πς στις ρονικές στιμές κοντά στις οποίες η άνση
μηδενίζεται η σετική απόκιση απειρίζεται αριμητικά. Αυτό έει ς αποτέεσμα
να εμφανίζονται οι παραπανητικά υψηές τιμές της απόκισης τις ρονικές στιμές
t1 = 1.73sec και t2 = 1.95sec.
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(αʹ) t = 0sec (ʹ) t = 0.07sec

(ʹ) t = 0.14sec (δʹ) t = 0.21sec

(εʹ) t = 0.29sec (στʹ) t = 0.36sec

(ζʹ) t = 0.43sec

Σήμα 6.10: Εφαρμογή για Re=350, πεδίο τα-
χύτητας υπολογισμένο με τη μέθοδο HB, για τις
7 χρονικές στιγμές που προκύπτουν από τη χρήση
τριών αρμονικών.



88 6. Πιστοποίηση της μεόδου ισορροπίας τν αρμονικών

(αʹ) t = 0sec (ʹ) t = 0.07sec

(ʹ) t = 0.14sec (δʹ) t = 0.21sec

(εʹ) t = 0.29sec (στʹ) t = 0.36sec

(ζʹ) t = 0.43sec

Σήμα 6.11: Εφαρμογή για Re=350, πεδίο στα-
τικής πίεσης υπολογισμένο με τη μέθοδο HB, για
τις 7 χρονικές στιγμές που προκύπτουν από τη
χρήση τριών αρμονικών.
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Σήμα 6.12: Μεταβολή των αεροδυναμικών συντελεστών της αεροτομής με το χρόνο, για
Re = 350 και πλάτος ταλάντωσης της γωνίας ϑampl = 5o, όπως υπολογίζεται από τις δύο
μεθόδους.
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Σήμα 6.13: Ποσοστιαία απόκλιση των αεροδυναμικών συντελεστών όπως υπολογίζονται
με τη μέθοδο ΗΒ, από τα αποτελέσματα του αλγορίθμου PISO.
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Στα Σχήματα 6.14 και 6.15 παρουσιάζονται τα πεδία της συζυούς ταύτητας και της
συζυούς στατικής πίεσης που προκύπτουν από την πρόεξη της ροής ια το συζυές
πρόημα. Παρατίενται τα πεδία ια τις επτά (NT = 2NH+1 = 7) ρονικές στιμές,
μέσα σε μία περίοδο ταάντσης, που προκύπτουν από τη ρήση τριών αρμονικών.
Οι παράοι ευαισησίας υποοίζονται και συνέτουν με τη σειρά τους το άρτη
ευαισησίας (Σχήμα 6.17).

Ακοουεί η σύκριση τν τιμών τν παραών ευαισησίας που υποοίζονται
με τη μέοδο HB με τις αντίστοιες που υποοίζονται με ρήση του αορίμου
PISO. Η σύκριση ίνεται μέσ του Σχήματος 6.16αʹ όπου παρουσιάζονται οι τιμές
τν παραών ευαισησίας, όπς υποοίζονται και με τις δύο μεόδους, ια κάε
κόμο της αεροτομής.

Οι δύο κατανομές σεδόν ταυτίζονται. Η μέοδος ΗΒ φαίνεται να υποεκτιμά τις πα-
ραώους ευαισησίας σε κάποιους κόμους πάν στην αεροτομή. Αυτό πιστοποιεί-
ται εξετάζοντας και την ποσοστιαία απόκιση τν δύο κατανομών (Σχήμα 6.16ʹ).
Η ποσοστιαία απόκιση μεταξύ τν τιμών που υποοίζονται με τις δύο μεόδους
(εξαιρουμένου πάντα τν σημείν όπου οι παράοι μηδενίζονται και τα αποτεέ-
σματα είναι τεείς παραπανητικά) κυμαίνεται σε τιμές μικρότερες του 10%, ενώ σε
κάποιες περιοές εμφανίζονται αποκίσεις σεδόν μηδενικές.
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(αʹ) t = 0sec (ʹ) t = 0.07sec

(ʹ) t = 0.14sec (δʹ) t = 0.21sec

(εʹ) t = 0.29sec (στʹ) t = 0.36sec

(ζʹ) t = 0.43sec

Σήμα 6.14: Εφαρμογή για Re=350, πεδίο συ-
ζυγούς ταχύτητας υπολογισμένο με τη μέθοδο HB,
για τις 7 χρονικές στιγμές που προκύπτουν από τη
χρήση τριών αρμονικών.
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(αʹ) t = 0sec (ʹ) t = 0.07sec

(ʹ) t = 0.14sec (δʹ) t = 0.21sec

(εʹ) t = 0.29sec (στʹ) t = 0.36sec

(ζʹ) t = 0.43sec

Σήμα 6.15: Εφαρμογή για Re=350, πεδίο συ-
ζυγούς στατικής πίεσης υπολογισμένο με τη μέθοδο
HB, για τις 7 χρονικές στιγμές που προκύπτουν
από τη χρήση τριών αρμονικών.
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Σήμα 6.16: Οι κατανομές των παραγώγων ευαισθησίας της μέσης αντίστασης για Re =
350 και η ποσοστιαία απόκλιση των τιμών που η μέθοδος ΗΒ υπολογίζει από εκείνες που
υπολογίζονται με τον αλγόριθμο PISO.
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Σήμα 6.17: Χάρτης ευαισθησίας πάνω στην αεροτομή, με μεταβλητές σχεδιασμού τη
μετατόπιση του κάθε κόμβου κατά την κάθετη στον κόμβο διεύθυνση διεύθυνση, για Re =
350 και πλάτος ταλάντωσης της γωνίας ϑampl = 5o.

6.2.3 Εφαρμοή ια Re=1000
Στην παρούσα εφαρμοή ρησιμοποιήηκαν και πάι τρεις αρμονικές. Στα Σχήματα
6.18 και 6.19 παρουσιάζονται τα πεδία της ταύτητας και της στατικής πίεσης που
προκύπτουν από την πρόεξη της ροής ια το ευύ πρόημα. Παρατίενται τα πεδία
ια τις επτά (NT = 2NH +1 = 7) ρονικές στιμές μέσα σε μία περίοδο ταάντσης
(T = 1sec), που προκύπτουν από τη ρήση τριών αρμονικών.

Στα Σχήματα 6.20αʹ και 6.20ʹ παρουσιάζεται η μεταοή τν αεροδυναμικών συ-
ντεεστών με το ρόνο ια μία περίοδο. Παρατηρώντας τα προαναφερέντα σήματα
είναι εμφανές πς οι αποκίσεις μεταξύ τν δυνάμεν παραμένουν μικρές. Στον υπο-
οισμό της άνσης εμφανίζονται οι μεαύτερες διαφορές, ρίς στόσο να είναι
ιδιαίτερα έντονες. Η προσέιση της δύναμης αντίστασης στόσο (Σχήμα 6.20ʹ) πα-
ραμένει εξαιρετική, αν αναοιστεί κανείς και την κίμακα του κατακόρυφου άξονα.

Στα Σχήματα 6.21 και 6.22 παρουσιάζονται τα πεδία της συζυούς ταύτητας και
της συζυούς στατικής πίεσης που προκύπτουν από την πρόεξη της ροής ια το
συζυές πρόημα της τρίτης εφαρμοής. Παρατίενται τα πεδία ια τις επτά (NT =

2NH +1 = 7) ρονικές στιμές μέσα στην περίοδο ταάντσης που προκύπτουν από
τη ρήση τριών αρμονικών.
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Η σύκριση τν τιμών τν παραών ευαισησίας που υποοίζονται με τη μέοδο
ΗΒ με τις αντίστοιες που υποοίζονται με τον αόριμο PISO, ίνεται μέσ τν
σημάτν 6.23αʹ και 6.23ʹ. Είναι φανερό πς οι τιμές τν παραών ευαισησίας
που υποοίζονται από τις δύο μεόδους έουν σημαντικά μικρή απόκιση. Υπάρ-
ουν περιοές στην αεροτομή που η σετική απόκιση μεταξύ τν παραών που
υποοίζονται με τις δύο μεόδους αυξάνεται, στο μεαύτερο μέρος τους στόσο
οι δύο κατανομές είναι αρκετά κοντά (αποκίσεις μικρότερες του 20%).
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(αʹ) t = 0sec (ʹ) t = 0.07sec

(ʹ) t = 0.14sec (δʹ) t = 0.21sec

(εʹ) t = 0.29sec (στʹ) t = 0.36sec

(ζʹ) t = 0.43sec

Σήμα 6.18: Εφαρμογή για Re=1000, πεδίο τα-
χύτητας υπολογισμένο με τη μέθοδο HB, για τις
7 χρονικές στιγμές που προκύπτουν από τη χρήση
τριών αρμονικών.
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(αʹ) t = 0sec (ʹ) t = 0.07sec

(ʹ) t = 0.14sec (δʹ) t = 0.21sec

(εʹ) t = 0.29sec (στʹ) t = 0.36sec

(ζʹ) t = 0.43sec

Σήμα 6.19: Εφαρμογή για Re=1000, πεδίο
στατικής πίεσης υπολογισμένο με τη μέθοδο HB,
για τις 7 χρονικές στιγμές που προκύπτουν από τη
χρήση τριών αρμονικών.
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(ʹ) Μεταβολή του συντελεστή αντίστασης της αεροτομής με το χρόνο.

Σήμα 6.20: Μεταβολή των αεροδυναμικών συντελεστών της αεροτομής με το χρόνο, για
Re = 1000 και πλάτος ταλάντωσης της γωνίας ϑampl = 3o, όπως υπολογίζεται από τις
δύο μεθόδους.
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(αʹ) t = 0sec (ʹ) t = 0.07sec

(ʹ) t = 0.14sec (δʹ) t = 0.21sec

(εʹ) t = 0.29sec (στʹ) t = 0.36sec

(ζʹ) t = 0.43sec

Σήμα 6.21: Εφαρμογή για Re=1000, πεδίο συ-
ζυγούς ταχύτητας υπολογισμένο με τη μέθοδο HB,
για τις 7 χρονικές στιγμές που προκύπτουν από τη
χρήση τριών αρμονικών.
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(αʹ) t = 0sec (ʹ) t = 0.07sec

(ʹ) t = 0.14sec (δʹ) t = 0.21sec

(εʹ) t = 0.29sec (στʹ) t = 0.36sec

(ζʹ) t = 0.43sec

Σήμα 6.22: Εφαρμογή για Re=1000, πεδίο συ-
ζυγούς στατικής πίεσης υπολογισμένο με τη μέθοδο
HB, για τις 7 χρονικές στιγμές που προκύπτουν
από τη χρήση τριών αρμονικών.
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(ʹ) Ποσοστιαία απόκλιση των παραγώγων ευαισθησίας.

Σήμα 6.23: Παράγωγοι ευαισθησίας της μέσης αντίστασης για Re = 1000, όπως
υπολογίζονται με τις τρεις μεθόδους και ποσοστιαία απόκλιση των τιμών που η μέθοδος ΗΒ
υπολογίζει από εκείνες που υπολογίζονται με τις άλλες δύο μεθόδους.



Κεφάαιο 7

Ανακεφααίση & Συμπεράσματα
Στην παρούσα διπματική ερασία ρησιμοποιήηκε η συνεής συζυής μέοδος ια
περιοδική ροή στον υποοισμό τν παραών ευαισησίας με ρήση της μεόδου
ισορροπίας τν αρμονικών (ΗΒ) στην επίυση τόσο του ευέος όσο και του συζυούς
προήματος, που προκύπτει έπειτα από κατάηη ανάυση. Στόος της ερασίας
ήταν ο επιτυής συνδυασμός τν δύο αυτών μαηματικών εραείν-μεόδν ια τον
υποοισμό τν παραών ευαισησίας αά και η πιστοποίηση της αξιοπιστίας της
μεόδου ΗΒ στη συκεκριμένη διαδικασία. Η ρήση της μεόδου ΗΒ προσφέρει μία
εναακτική ύση στο πρόημα δέσμευσης μνήμης (σε περιπτώσεις όπου η ροή εί-
ναι περιοδική), ένα πρόημα το οποίο πηάζει από το εονός ότι τα πεδία τν
μεταητών της πρτεύουσας ροής πρέπει να παραμένουν αποηκευμένα καώς είναι
απαραίτητα κατά την επίυση του συζυούς προήματος.

Η μεέτη έινε ια στρτή περιοδική ροή ασυμπίεστου ρευστού ύρ από μία αε-
ροτομή. Η συνεής συζυής μέοδος εφαρμόστηκε στις εξισώσεις ροής που περι-
ράφουν το μη-μόνιμο πρόημα. Η αντικειμενική συνάρτηση ήταν το ρονικό και
ρικό οοκήρμα της αεροδυναμικής αντίστασης που δέεται η αεροτομή, στην ου-
σία δηαδή η μέση τιμή της αεροδυναμικής αντίστασης. Ως μεταητές σεδιασμού
επιέηκαν οι μετατοπίσεις κάε κόμου της αεροτομής κατά την κάετη στον κάε
κόμο διεύυνση. Το εονός ότι επιέηκε να μεετηεί συκεκριμένη αεροτομή
και έιναν οι παραπάν επιοές ια την εφαρμοή της συνεούς συζυούς μεόδου
δεν επηρεάζει την αξιοόηση της μεόδου. Διαφορετική επιοή αντικειμενικής συ-
νάρτησης και μεταητών σεδιασμού δεν α πρόσφερε τίποτα το διαφορετικό στη
διερεύνηση της ερασίας αυτής.
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Η μέοδος ισορροπίας τν αρμονικών εφαρμόστηκε στο ευύ και στο συζυές πρό-
ημα. Η εφαρμοή της μεόδου μετασημάτισε τα περιοδικά αυτά προήματα σε
σύστημα συζευμένν ρονικά μόνιμν προημάτν. Η επίυση του συστήματος
τν μόνιμν προημάτν που αντιστοιούν στο ευύ πρόημα οδήησε στον προσ-
διορισμό πεπερασμένου πήους πεδίν ροϊκών μεεών της πρτεύουσας ροής. Έο-
ντας αποηκευμένα τα πεδία αυτά (καώς μόνο αυτά απαιτούνται) πραματοποιείται
και η επίυση του συζυούς προήματος από την οποία προκύπτουν ίδια στο πήος
αντίστοια συζυή πεδία.

Μία πρώτη πτυή της μεόδου εμφανίστηκε στα παραπάν. Η επίυση του συζυούς
προήματος ς νστών απαιτεί να υπάρουν αποηκευμένα τα πεδία της πρτεύ-
ουσας ροής. Αυτό πρακτικά σημαίνει ότι όταν το μη-μόνιμο πρόημα επιύεται με
τη μέοδο ρονοπροέασης τα πεδία κάε ρονικής στιμής πρέπει να παραμένουν
στην μνήμη, κάτι το οποίο έαια δεν είναι δυνατόν. Επιπέον, μέοδοι όπς εκείνη
της αποήκευσης δεικτών μνήμης (checkpointing) απαιτούν την ανά διαστήματα επί-
υση του ευέος προήματος, ξανά, κατά την επίυση του συζυούς, με αποτέεσμα
την αύξηση του υποοιστικού κόστους. Επιπέον, απαιτούν δέσμευση περισσότερης
μνήμης κατά τη διάρκεια της επίυσης, σε σέση πάντα με τη μέοδο ΗΒ. Επιπέον,
η μέοδος ΗΒ προσφέρει τη δυνατότητα να υπάρει πήρς αποηκευμένο το πεδίο
μόνιμα, με την έννοια ότι έοντας αποηκευμένα ία στο πήος πεδία, με έναν
μετασηματισμό υποοίζονται ανά πάσα στιμή οι μεταητές της μη-μόνιμης ροής
οποιαδήποτε ρονική στιμή.

Σημειώνεται στόσο, ότι απαιτείται αρκετός ρόνος ια τη σύκιση του αορί-
μου που εφαρμόζει τη μέοδο ΗΒ, συκριτικά πάντοτε με τον αόριμο PISO, που
αποτεεί ένα “κασικό” επιύτη μη-μόνιμν προημάτν και ρησιμοποιείται στην
παρούσα διπματική ερασία σε σύκριση με τη μέοδο ΗΒ. Συκεκριμένα, ο ΗΒ
κώδικας με την υπάρουσα δομή, δεν είναι ταύτερος του PISO, κάτι που πιανώς
οφείεται στον τρόπο με τον οποίο επιύονται οι εξισώσεις. Υπενυμίζεται ότι οι
ρονικοί όροι αντιμετπίζονται ς όροι πηής, τόσο ια το ευύ όσο και ια το συ-
ζυές πρόημα. Επομένς, το πεπεμένο (coupled) σύστημα εξισώσεν δίνει τη
έση του σε εξισώσεις που επιύονται ξεριστά η μία από την άη (segregated).
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Εάν στόσο ο αόριμος τροποποιηεί ούτς ώστε να επιύεται το πεπεμένο
σύστημα (οι επιδράσεις τν υπόοιπν ρονικών όρν να μην αντιμετπίζονται ς
όροι πηής δηαδή) τότε είναι δυνατόν να επιτευεί ταύτερη σύκιση.

Επιπέον αξίζει να σημειεί ότι η μέοδος ΗΒ προσφέρεται ια τη μείση του υπο-
οιστικού ρόνου που απαιτεί ένας αόριμος ετιστοποίησης. Επιύοντας ευύ
και συζυές πρόημα από μία φορά, προσδιορίζονται τα πεδία τν μεταητών της
ροής και της συζυούς ροής. Αυτά, παραμένουν αποηκευμένα και είναι δυνατόν να
ρησιμοποιηούν ια την αρικοποίηση τν μεταητών τν δύο προημάτν σε
κάε επόμενο ήμα ετιστοποίησης, μειώνοντας έτσι τον ρόνο που απαιτείται ια
σύκιση του κάε προήματος σε ίδιο ήμα.

Στη συνέεια, πραματοποιήηκε αξιοόηση της μεόδου στον υποοισμό τν πα-
ραών ευαισησίας. Οι συκρίσεις έιναν με τα αποτεέσματα ενός “κασικού” α-
ορίμου επίυσης με ρονοπροέαση που ρησιμοποιούσε τη μέοδο checkpointing.
Κατέστη φανερό ότι σημαντικός ρόο ια ικανοποιητικά αποτεέσματα στον υποο-
ισμό τν παραών ευαισησίας έπαιζε η όσο το δυνατόν ακριέστερη πρόεξη της
ροής με τη μέοδο ΗΒ, ια το ευύ πρόημα. Επομένς ακοούησε διερεύνηση ια
την αξιοπιστία της μεόδου όι μόνο στον υποοισμό τν παραών ευαισησίας
αά και στον υποοισμό τν δυνάμεν που ασκούνται στην αεροδυναμική μορφή.
Λό του ότι διερεύνηση με άση τη μεταοή της συνότητας του προήματος είε
προηηεί σε πααιότερη διπματική ερασία [3], προτιμήηκε να ίνει διερεύνηση
που να εξετάζει κυρίς τον αριμό Reynolds της ροής και το πάτος ταάντσης της
νίας που η επ’ άπειρον ροή σηματίζει με τη ορδή της αεροτομής. Εξετάστηκαν
τρεις περιπτώσεις.

Για την πιστοποίηση της μεόδου υποοίστηκαν οι αποκίσεις τν δυνάμεν που
υποοίζονται με τη μέοδο ΗΒ, από τις αντίστοιες που υποοίζει ο αόριμος
PISO. Αντίστοια, υποοίζονται οι αποκίσεις τν παραών ευαισησίας. Και
στις τρεις εφαρμοές διαπιστώηκε πς η μέοδος δύναται να υποοίσει τις δυνάμεις
που ασκούνται στην αεροτομή και τις παραώους ευαισησίας με μεάη ακρίεια.
Ως εκ τούτου, πιστοποιήηκε η αξιοπιστία της μεόδου στην επίυση τόσο του ευέος
όσο και του συζυούς προήματος.
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Προτάσεις ια μεοντική ερασία
Το ενδιαφέρον της παρούσας διπματικής ερασίας έκειται τόσο στο ότι δύο μαη-
ματικές μέοδοι-εραεία συνδυάζονται στην επίυση ενός προήματος ετιστο-
ποίησης, όσο και στο εονός ότι είναι δυνατόν να ακοουήσει περαιτέρ σετική
ερασία.

Μία πρώτη επιοή α ήταν να επιειρηεί ανάυση ια τυρώδη ροή. Κάτι τέτοιο
α απαιτούσε έαια και το κατάηο μοντέο τύρης που α εισήαε επιπέον
εξισώσεις ροής. Η μέοδος της ισορροπίας τν αρμονικών α εφαρμοζόταν και στις
επιπέον εξισώσεις. Αντίστοιη διαδικασία ήταν δυνατόν να ακοουηεί και στην
επίυση του συζυούς προήματος, όπου και πάι α προέκυπταν επιπέον συζυείς
εξισώσεις.

Επιπέον, ιδιαίτερο ενδιαφέρον α παρουσίαζε μια διερεύνηση ς προς το πώς η μέ-
οδος της ισορροπίας τν αρμονικών εφαρμόζεται στην επίυση του συζυούς προ-
ήματος. Στην παρούσα διπματική ερασία, όπς έει ίνει αντιηπτό, η συνεής
συζυής μέοδος εφαρμόζεται με τις εξισώσεις της μη-μόνιμης ροής και η μέοδος
ισορροπίας τν αρμονικών εφαρμόζεται στις συζυείς μη-μόνιμες εξισώσεις εκ τν
υστέρν. Εναακτικά οιπόν, α ήταν ενδιαφέρον να εξεταστεί η εφαρμοή της συ-
νεούς συζυούς μεόδου επί τν εξισώσεις που προκύπτουν από τη μέοδο ΗΒ,
όταν αυτή εφαρμόζεται στο ευύ πρόημα.
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