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Αντικείµενο της εργασίας 
 

Η παρούσα διπλωµατική εργασία έχει ως στόχο τη µαθηµατική διατύπωση και 
τον προγραµµατισµό µιας µεθόδου επίλυσης µη-συνεκτικών αξονοσυµµετρικών 
πεδίων ροής, µε ή χωρίς περιφερειακή συνιστώσα ταχύτητας σε δοµηµένα και µη-
δοµηµένα πλέγµατα µέσω πεπερασµένων όγκων και ανάντι σχηµάτων 
διακριτοποίησης 2ης τάξης, σε ενιαία µορφή. Η µέθοδος που αναπτύχθηκε χειρίζεται 
µε διαφορετικό λογισµικό τα   δοµηµένα και τα µη-δοµηµένα πλέγµατα στο 
µεσηµβρινό επίπεδο ακολουθώντας τη γενική δοµή του αξιόπιστου λογισµικού 
PUMA (Parallel Unstructured Multigrid Adapted-Grid) του Εργαστηρίου Θερµικών 
Στροβιλοµηχανών του Ε.Μ.Π. Η ερευνητική οµάδα του εργαστηρίου έχει ήδη 
αναπτύξει έναν κώδικα επίλυσης αξονοσυµµετρικών ροών, ο οποίος όµως 
χρησιµοποιεί σχήµα κεντρικών 
διαφορών και ως εκ τούτου 
χρησιµοποιεί δοµηµένα 
πλέγµατα, οπότε προέκυπτε 
άµεσα η ανάγκη να 
προγραµµατιστούν και κώδικες 
οι οποίοι να εκµεταλλεύονται 
την ευελιξία των µη-δοµηµένων 
πλεγµάτων. Οι νέοι επιλύτες που 
προγραµµατίστηκαν διατηρούν 
τα χαρακτηριστικά των 
διδιάστατων επιλυτών του 
εργαστηρίου που χρησιµοποιούν ανάντι σχήµατα, όπως η χρήση του προσεγγιστικού 
επιλύτη του Roe, η παρεµβολή µε ανάπτυγµα Taylor των µεταβλητών στα όρια των 
κυψελών για αύξηση της ακρίβειας, η εξασφάλιση της µονοτονίας της λύσης µε 
χρήση συναρτήσεων περιορισµού (limiters), η επιβολή τοπικού χρονικού βήµατος για 
επιτάχυνση της σύγκλισης και τελικώς η επίλυση του συστήµατος των εξισώσεων 
χρονικά µε σηµειακά πεπλεγµένο σχήµα (Jacobi). Επιπλέον, όπου εξυπηρετούσε, 
χρησιµοποιήθηκε και προσαρµογή πλέγµατος στην υπό διαµόρφωση λύση 
(δυνατότητα που προσφέρεται από το λογισµικό PUMA). 



Στόχος της εργασίας   
 

Στόχος της εργασίας, πέρα από το προφανές κέρδος της απόκτησης ενός 
επιλύτη ο οποίος γενικότερα µπορεί να επιλύει αξονοσυµµετρικά πεδία ροής, ήταν 
και η επαλήθευση των αποτελεσµάτων που δίνουν οι επιλύτες τριδιάστατων ροών του 
Εργαστηρίου Θερµικών Στροβιλοµηχανών (ΕΘΣ), αλλά και η εφαρµογή (του κώδικα, 
συγκεκριµένα, που χειρίζεται µη-δοµηµένα πλέγµατα) στη βελτιστοποίηση της 
γεωµετρίας ενός υπερηχητικού αεραγωγού εισόδου, µε χρήση εξελικτικών 
αλγορίθµων. 

 
Συνοπτική περιγραφή και στοιχεία εµβάθυνσης 

 
Προκειµένου να διατηρηθεί η βασική δοµή του λογισµικού του ΕΘΣ, 

χρειάστηκε να γίνουν επεµβάσεις στο λογισµικό PUMA ώστε να λύνει 
αξονοσυµµετρικά πεδία ροής, αλλά και να ξεπεραστούν κάποια εµπόδια που 
προέκυψαν κατά την υλοποίηση τους. Πρωτίστως κρίθηκε σκόπιµο να γραφούν οι 
εξισώσεις της ροής (εξισώσεις Euler στο κυλινδρικό σύστηµα συντεταγµένων µε 
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 κατά την περιφερειακή κατεύθυνση) κατά τέτοιο τρόπο 

ώστε οι όροι των χωρικών και χρονικών παραγώγων να διατηρούν τη συντηρητική 
γραφή τους. Αυτό επιτυγχάνεται µε αντικατάσταση των µεταβλητών ρ  και p  µε τις 
αντίστοιχες τιµές πολλαπλασιασµένες µε την ακτίνα r σε κάθε θέση, έστω rρ ρ∗ =  
και p rp∗ = . Η τελική µορφή των διαφορικών εξισώσεων που επιλύθηκαν στις 
κυψέλες ελέγχου ήταν η παρακάτω (σε διανυσµατική γραφή): 
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Στις παραπάνω εξισώσεις περιέχεται και η εξίσωση διατήρησης της ορµής 
κατά την περιφερειακή συνιστώσα, και η οποία έπρεπε να προστεθεί. Κατά συνέπεια 
τα µητρώα διαγωνοποίησης των ιακωβιανών οριζουσών των εξισώσεων, που πρέπει 
να βρεθούν προκειµένου να επιλυθούν οι εξισώσεις µε ανάντι σχήµατα 
διακριτοποίησης, είναι πλέον 5 5×  και πρέπει να υπολογιστούν (οι υπολογισµοί 
έγιναν ‘στο χαρτί’ και επαληθεύτηκαν µε χρήση του πακέτου µαθηµατικών 
Mathematica). Κατά τον υπολογισµό των ιδιοδιανυσµάτων απαιτείται η επιλογή 
κάποιων αυθαίρετων σταθερών, ώστε τα µητρώα να πάρουν την τελική τους µορφή. 
∆οκιµάστηκαν δύο σύνολα σταθερών που διατηρούν τη γραµµική ανεξαρτησία των 
ιδιοδιανυσµάτων, από τα οποία το ένα απορρίφθηκε ως ακατάλληλο, αφού περιείχε 
γεωµετρικά στοιχεία του πλέγµατος στον παρονοµαστή κάποιων όρων του, µε 
αποτέλεσµα να καθιστά αδύνατη την αριθµητική λύση µέσω κώδικα. Το δεύτερο 
σύνολο σταθερών που επελέγη και προγραµµατίστηκε είχε άριστη απόδοση και είναι 
το: 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
1

2
1

3
1

1 2 3
2 2 2

4 5

ˆ

ˆ

ˆ 0
1

1

r

z

n

n

n

n

θ

µ

µ

µ

µ µ µ

µ µ

=

=

= =

= = =

= =

 

µε χρήση των οποίων προκύπτουν τα παρακάτω µητρώα διαγωνοποίησης: 
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Ο προσεγγιστικός επιλύτης του Roe εκφράστηκε µε τρόπο όµοιο όπως και 
στην περίπτωση των εξισώσεων Euler καρτεσιανού συστήµατος συντεταγµένων, µε 
αντικατάσταση της πυκνότητας ρ  µε την αντίστοιχη µεταβλητή ρ∗  του 
αξονοσυµµετρικού προβλήµατος.  

Τέλος προστέθηκαν και οι όροι πηγής στο αριστερό και δεξί  µέλος των 
εξισώσεων (γραµµένοι µε Newton γραµµικοποίηση σε πεπλεγµένη µορφή), ώστε να 
προκύψει η τελική µορφή του συστήµατος των εξισώσεων, το οποίο επιλύεται 
χρονικά µε τη σηµειακά πεπλεγµένη µέθοδο Jacobi. 
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 Ιδιαίτερη προσοχή έπρεπε να δοθεί και κατά την επιβολή των οριακών 
συνθηκών εισόδου και εξόδου, αφού αυτές πρέπει να ικανοποιούν την εξίσωση 

ακτινικής ισορροπίας, 
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R R
θρ∂

=
∂

, όπως αυτή γράφεται για είσοδο του εργαζόµενου 

µέσου χωρίς ακτινική συνιστώσα της ταχύτητας. Συγκεκριµένα, όσον αφορά την 
στατική πίεση (εξόδου αν η ροή είναι υποηχητική και εισόδου αν η ροή είναι 
υπερηχητική), αυτή ολοκληρώνεται αριθµητικά (θεωρώντας ότι δίνεται η τιµή της 
στο πόδι της εν λόγω διατοµής). Για την ακτινική γωνία εισόδου θεωρείται ότι 

0rθ = . Για να βρεθεί η περιφερειακή γωνία εισόδου uθ  πρέπει να δοθεί κάποια 
απαίτηση σχετικά µε την περιφερειακή συνιστώσα της ταχύτητας στην είσοδο. Εδώ 
µελετήθηκαν και υπολογίστηκαν δύο ‘σενάρια’ επιβολής οριακών συνθηκών, για τα 
οποία βρέθηκαν αναλυτικές σχέσεις για την ακτινική κατανοµή των µεταβλητών σε 
κάθε διατοµή: 

• u ctθ =  
Σε αυτή την περίπτωση δεν χρειάζονται περαιτέρω υπολογισµοί για την ακτινική 
κατανοµή της γωνίας – οι υπολογισµοί παρ’ όλ’ αυτά γίνονται για τις άλλες 
µεταβλητές ώστε να επιτευχθεί µια καλή αρχικοποίηση του πεδίου και η οποία 
αποδεικνύεται ιδιαίτερα χρήσιµη στην περίπτωση των µη-δοµηµένων πλεγµάτων, 
όπου η αριθµητική ολοκλήρωση της εξίσωσης ακτινικής ισορροπίας πάνω στις 
πλεγµατικές γραµµές δεν είναι δυνατή. Με χρήση θερµοδυναµικών σχέσεων και της 
εξίσωσης ακτινικής ισορροπίας καταλήγουµε σε αναλυτικές εκφράσεις της µορφής: 
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•  Ru ctθ =  (ροή ελεύθερης στροβιλότητας) 

Με πράξεις προκύπτει όµοια µε την προηγούµενη περίπτωση η αναλυτική σχέση για 
την ακτινική κατανοµή της περιφερειακής γωνίας: 
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και αντίστοιχες σχέσεις εκφράζονται και για τις λοιπές µεταβλητές. 



Μεγάλη προσοχή δόθηκε στον τρόπο έκφρασης και διακριτοποίησης των 
όρων που περιείχαν την ακτίνα, δεδοµένου ότι αυτοί µπορούν να δηµιουργήσουν 
σφάλµατα διακριτοποίησης, ιδιαίτερα στα όρια του υπολογιστικού χωρίου. Μάλιστα, 
διαπιστώθηκε ότι στα µη-δοµηµένα πλέγµατα, στα οποία εµφανίζονται υπολογιστικές 
κυψέλες µε πιο πολύπλοκο σχήµα από τις κυψέλες των δοµηµένων πλεγµάτων, τα 
σφάλµατα που εµφανίζονται λόγω του τρόπου διακριτοποίησης είναι αισθητά 
µεγαλύτερα. Προτάθηκαν δύο διορθώσεις στο αρχικό σχήµα. Η πρώτη σχετίζεται µε 
το σηµείο στο οποίο πρέπει να ορίζεται η ακτίνα που εµπεριέχουν οι µεταβλητές, και 
το οποίο πρέπει σε κάθε περίπτωση να είναι το µέσο του τµήµατος του ορίου, για το 
οποίο υπολογίζεται το διάνυσµα ροής. Αµέσως µε την επιβολή της διόρθωσης αυτής 
εµφανίζεται ένα δεύτερο σφάλµα στις εξισώσεις οι οποίες περιέχουν όρους πηγής, και 
το οποίο επίσης σχετίζεται µε τη διακριτοποίηση των ορίων της υπολογιστικής 
κυψέλης. Συγκεκριµένα, κατά την ολοκλήρωση των διανυσµάτων ροής και λόγω του 
τρόπου µε τον οποίο το όριο διαιρείται σε διακριτά τµήµα, στο υπόλοιπο των 
εξισώσεων  προστίθεται µία επιπλέον ποσότητα δεδοµένου ότι οι εξισώσεις δεν 

ολοκληρώνονται στο εµβαδόν A  της υπολογιστικής 
κυψέλης αλλά σε ένα εµβαδόν A Aδ+ , και το οποίο 
πρέπει να ληφθεί υπόψη κατά την έκφραση των όρων 
πηγής ώστε η προσθήκη αυτή να αντισταθµιστεί και 
το υπόλοιπο να εκφράζεται σωστά. 

Τελικώς, µε την ολοκλήρωση του 
προγραµµατισµού των επιλυτών, έγιναν δοκιµές µε 
σκοπό την πιστοποίησή τους και κατόπιν εφαρµογή 
στο πολύ ενδιαφέρον τεχνολογικό θέµα της 
βελτιστοποίησης υπερηχητικού αεραγωγού εισόδου, 

που βρίσκει εφαρµογή σε σώµατα µεγάλων ταχυτήτων πτήσης. Στην περίπτωση αυτή 
µάλιστα χρησιµοποιήθηκε και προσαρµογή του πλέγµατος στην υπό επίλυση ροή 
ώστε τα αποτελέσµατα να είναι ποιοτικά καλύτερα στις περιοχές ασυνεχειών. 
Ενδεικτικά παρουσιάζονται στις επόµενες σελίδες µερικά από τα αποτελέσµατα των 
δοκιµών. 
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ΑΓΩΓΟΣ ΜΕ ∆ΙΑΜΟΡΦΩΣΗ ΣΤΟ ΚΑΤΩ ΤΟΙΧΩΜΑ 

ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΑΡΙΘΜΟΥ MACH ΣΤΟ ΚΑΤΩ ΤΟΙΧΩΜΑ 
ΜΕ ΤΙΣ ΤΙΜΕΣ ΠΟΥ ∆ΙΝΕΙ ΚΩ∆ΙΚΑΣ 
ΑΞΟΝΟΣΥΜΜΕΤΡΙΚΩΝ ΡΟΩΝ ΠΟΥ 

ΧΡΗΣΙΜΟΠΟΙΕΙ ΣΧΗΜΑΤΑ ΚΕΝΤΡΙΚΩΝ 
∆ΙΑΦΟΡΩΝ 

ΛΥΣΗ ΣΕ ΜΗ-∆ΟΜΗΜΕΝΟ ΠΛΕΓΜΑ ΜΕ ΤΙΣ ∆ΙΟΡΘΩΣΕΙΣ
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ΛΥΣΗ ΣΕ ΜΗ-∆ΟΜΗΜΕΝΟ ΠΛΕΓΜΑ ΧΩΡΙΣ ΤΙΣ ∆ΙΟΡΘΩΣΕΙΣ

Οι πρώτες εφαρµογές έγιναν σε απλές γεωµετρίες προκειµένου να ανιχνευθούν και να 
αντιµετωπιστούν αποτελεσµατικά τα προβλήµατα ως προς τη διακριτοποίηση που δηµιουργεί η 
ακτίνα που εµπεριέχουν οι µεταβλητές των εξισώσεων. Αρχικά, αντιµετωπίστηκε η περίπτωση 
ροής µέσα σε αξονοσυµµετρικό αγωγό χωρίς διαµόρφωση (ροή µέσα από δυο οµοαξονικούς 
σωλήνες) ώστε να προταθούν οι κατάλληλες διορθώσεις (οι οποίες προαναφέρθηκαν, σχετικά µε 
την τοποθέτηση της ακτίνας και τη διόρθωση του εµβαδού της κυψέλης). Κατόπιν έγιναν δοκιµές 
στην περίπτωση αγωγού µε ελαφριά διαµόρφωση τόξου στο κάτω τοίχωµα (πάνω αριστερά). Έγινε 
µια πρώτη σύγκριση των αποτελεσµάτων µε τα αποτελέσµατα που έδωσε κώδικας επίλυσης 
αξονοσυµµετρικών ροών του ΕΘΣ, ο οποίος έκανε χρήση κεντρικών σχηµάτων διαφορών σε 
δοµηµένα πλέγµατα (πάνω δεξιά). Επιπλέον φαίνεται η βελτίωση µε την επιβολή των διορθώσεων 
που προτάθηκαν (κάτω δεξιά) σε σχέση µε τη λάθος εικόνα που δίνεται για το πεδίο λόγω των 
σφαλµάτων διακριτοποίησης (κάτω αριστερά). Οι βελτιώσεις αυτές είναι πολύ ωφέλιµες ιδιαίτερα 
στην περίπτωση των µη-δοµηµένων πλεγµάτων, όπως φαίνεται και από τα παραπάνω σχήµατα.    



 
 
 
 
 

ΛΥΣΗ ΠΕ∆ΙΟΥ ΑΓΩΓΟΥ ΜΕ ΣΤΕΝΩΣΗ ∆ΙΑΤΟΜΗΣ - 
ΤΡΙ∆ΙΑΣΤΑΤΟΣ ΕΠΙΛΥΤΗΣ ΣΕ ∆ΟΜΗΜΕΝΟ ΠΛΕΓΜΑ 

ΛΥΣΗ ΠΕ∆ΙΟΥ ΑΓΩΓΟΥ ΜΕ ΣΤΕΝΩΣΗ 
∆ΙΑΤΟΜΗΣ - ΑΞΟΝΟΣΥΜΜΕΤΡΙΚΟΣ 
ΕΠΙΛΥΤΗΣ ΣΕ ∆ΟΜΗΜΕΝΟ ΠΛΕΓΜΑ 
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ΛΥΣΗ ΠΕ∆ΙΟΥ ΑΓΩΓΟΥ ΜΕ ΣΤΕΝΩΣΗ 
∆ΙΑΤΟΜΗΣ - ΤΡΙ∆ΙΑΣΤΑΤΟΣ ΕΠΙΛΥΤΗΣ ΣΕ ΜΗ-

∆ΟΜΗΜΕΝΟ ΠΛΕΓΜΑ 

Η επόµενη γεωµετρία που δοκιµάστηκε ήταν η γεωµετρία αξονοσυµµετρικού αγωγού µε 
στένωση διατοµής. Έγιναν δοκιµές σε διάφορες συνθήκες εισόδου (εδώ δοκιµάστηκαν και 
τα δύο ‘σενάρια’ οριακών συνθηκών που αναφέρθηκαν) και τα αποτελέσµατα συγκρίθηκαν 
µε αυτά των τριδιάστατων επιλυτών του εργαστηρίου (σε δοµηµένα και µη-δοµηµένα 
πλέγµατα). ∆ίνονται ενδεικτικά και κάποια από τα αριθµητικά αποτελέσµατα των δοκιµών 
για την περίπτωση σταθερής περιφερειακής γωνίας εισόδου: 
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Η τελευταία (και πιο ενδιαφέρουσα από τεχνολογικής άποψης) εφαρµογή ήταν η επίλυση ροής 
γύρω και µέσα από έναν υπερηχητικό αεραγωγό εισόδου που συναντάται σε σώµατα υψηλών 
ταχυτήτων πτήσης. Σκοπός είναι να χρησιµοποιηθεί ο επιλύτης για τη βελτιστοποίηση τέτοιων 
γεωµετριών µε χρήση γενετικών αλγορίθµων. Πρόκειται για µια περίπτωση συνδυασµού 
εσωτερικής και εξωτερικής αεροδυναµικής, και ως εκ τούτου πρέπει να τεθούν οριακές συνθήκες 
αδιατάρακτης ροής µακριά από τον αγωγό, αλλά και να δοθεί η πίεση στην έξοδό του, δεδοµένου 
ότι απαιτούνται υποηχητικές συνθήκες στη διατοµή εξόδου (µεσαίο σχήµα). Προσοχή σε αυτή 
την περίπτωση πρέπει να δοθεί και κατά την αρχικοποίηση του πεδίου, αφού στα σηµεία 
εσωτερικά του αγωγού (γκρι περιοχή του σχήµατος) πρέπει να δοθούν τιµές που αντιστοιχούν σε 
υποηχητικές συνθήκες, ώστε να υπάρχει µηχανισµός που θα διατηρήσει την πίεση που δόθηκε ως 
οριακή συνθήκη εξόδου. Η γεωµετρία αυτή είναι µια καλή περίπτωση που αναδεικνύει την 
χρησιµότητα των µη-δοµηµένων πλεγµάτων, τα οποία είναι πιο ευέλικτα από τα δοµηµένα 
πλέγµατα και εφαρµόζονται εδώ χωρίς δυσκολία. 
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Παραπάνω φαίνεται το πεδίο του αριθµού Mach που δόθηκε από τον επιλύτη για 
την περιοχή κοντά στη διατοµή εισόδου του αεραγωγού. Επιπλέον φαίνεται και η 
προσαρµογή του πλέγµατος που χρησιµοποιήθηκε στην περίπτωση αυτή 
προκειµένου να υπολογιστεί µε ακρίβεια το πεδίο κοντά στις περιοχές των 
ασυνεχειών (κρουστικών κυµάτων) καθώς και η περιοχή υποηχητικής ροής (µπλε 
περιοχή) στο εσωτερικό του αγωγού. 



 
Σύνοψη-Τελικές Παρατηρήσεις 

 
Σε αυτή τη διπλωµατική εργασία προγραµµατίστηκαν κώδικες επίλυσης 

αξονοσυµµετρικών ατριβών πεδίων ροής µε και χωρίς περιφερειακή συνιστώσα της 
ταχύτητας και µε χρήση δοµηµένων και µη-δοµηµένων πλεγµάτων. Αφετηρία 
αποτέλεσαν κώδικες επίλυσης διδιάστατων πεδίων ροής της σειράς PUMA του ΕΘΣ, 
στους οποίους έγιναν οι απαραίτητες µετατροπές. Ως αποτέλεσµα αυτού, πρώτα 
αντιµετωπίστηκε η περίπτωση επίλυσης πεδίων ροής χωρίς περιφερειακή ταχύτητα, 
τα οποία εκφράζονται µε συστήµατα τεσσάρων εξισώσεων (όπως και τα διδιάστατα 
πεδία ροής) και κατόπιν προστέθηκε η εξίσωση διατήρησης της ορµής κατά την 
περιφερειακή συνιστώσα, ενώ διατηρήθηκαν και οι αρχικοί επιλύτες, αφού είναι 
ταχύτεροι στην περίπτωση που όντως δεν υπάρχει περιφερειακή συνιστώσα στο πεδίο 
ροής. Κατά τον προγραµµατισµό διαπιστώθηκαν προβλήµατα ως προς τη 
διακριτοποίηση των όρων που περιέχουν την ακτίνα και ως προς την επιλογή των 
µητρώων διαγονοποίησης, τα οποία ξεπεράστηκαν. Οι επιλύτες δοκιµάστηκαν σε ένα 
σύνολο γεωµετριών δίνοντας ίδια αποτελέσµατα µε αυτά που δίνουν οι 
‘δοκιµασµένοι’ τριδιάστατοι κώδικες του ΕΘΣ. Τελικώς έγινε εφαρµογή στη επίλυση 
ροής γύρω και µέσα από έναν αξονοσυµµετρικό υπερηχητικό αεραγωγό εισόδου, 
εφαρµογή στην οποία έγινε εµφανής η χρησιµότητα του επιλύτη αξονοσυµµετρικών 
ροών για µη-δοµηµένα πλέγµατα, επιλύτη που µέχρι τώρα δεν διέθετε το ΕΘΣ. Ήδη 
έχουν ξεκινήσει στο ΕΘΣ δοκιµές για βελτιστοποίηση αυτής της γεωµετρίας. 
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