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ΕΝΟΤΗΤΑ  ΑΣΚ1 
 
 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ  ΜΕ  ΥΠΟ∆ΕΙΞΗ  ΛΥΣΗΣ 
 
 
Άσκηση 1: 
 
∆είξτε ότι ένα δοµηµένο πλέγµα τύπου Ο µεταξύ δύο 
οµόκεντρων κύκλων ακτίνας 1R  και 2R  (έστω 21 RR 〈 ), που 
σχηµατίζεται από πλεγµατικές γραµµές τους ακτινικά 
ισαπέχοντες κύκλους (είναι οι γραµµές η=σταθερό) και 
περιφερειακά ισαπέχοντα τµήµατα ακτίνων (είναι οι γραµµές 
ξ=σταθερό) δεν  ικανοποιεί, την εξίσωση Laplace ( )021 == ff . 
Στη συνέχεια, προτείνετε µιά ακτινική κατανοµή των 
πλεγµατικών γραµµών ξ=σταθερό (λ.χ. κατά µήκος της 
διαχωριστικής γραµµής - split line AB) ώστε το προκύπτον 
πλέγµα (δηλ. ο συνδυασµός οµόκεντρων κύκλων που δεν 
ισαπέχουν και περιφερειακά οµοιόµορφα κατανεµηµένων 
ακτίνων) να ικανοποιεί την εξίσωση Laplace. 
 
 
 
Υπόδειξη Λύσης: 
 
(α)  Υποθέστε λ.χ. ότι 
 
 ( ) ( )ξφη cos, Rjix =  
 
( ) ( )ξφη sin, Rjiy =  

 
αφού προσέξετε τι θα συµβολίσετε µε R  και  φ , βρείτε τις µερικές ( )( )ξφηηξξ sin,,, Ryxyx = , 

βρείτε τους συντελεστές ( )2RA = , Γ και Β , τα ( )0,,, =ηηξξηηξξ yyxx  και δείξτε ότι: 
 

( ) 0cos2 23 ≠−=Γ+Β− ξφηφηηξηξξ RxxAx . 
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(β)  Υποθέστε ότι   
 
( ) ( ) ( )ξφη cos, Rjix =   

 
( ) ( ) ( )ξφη sin, Rjiy =  

 
όπου πρέπει να υπολογίσουµε τη συνάρτηση ( )ηR (ας µη µπερδευτεί µε το προηγούµενο R !). 
Υπολογίστε ξx …(όπως πριν).  ∆είξτε ότι 
 

02 22 =+−=Γ+Β− ηηηηηξηξξ RRRRxxAx  
 
Ζητάµε νά’ναι µηδέν και συνεπώς πρέπει να λύσετε τη διαφορική εξίσωση. Η λύση είναι ¨κάτι¨ µε 
kne ,  (µόνο;). Προσοχή να καταλάβετε τι ακριβώς µοιράζεται εκθετικά (είναι η ακτίνα  R , το 

διάστηµα  dR ). 
 
 
Άσκηση 2: 
 
Η µέθοδος των Thomas-Middlecoff (µε τις παραδοχές κ.λ.π. που ξέρετε ) καταλήγει να υπολογίζει  
τη συνάρτηση  
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κατά µήκος της πλεγµατικής γραµµής 1=η  (ή βέβαια και της maxηη = ). 
∆είξτε ότι αυτό ισοδυναµεί µε την εξίσωση  
 

0=Φ+ ξξξ ss            (*) 
 
στη γραµµή 1=η . ∆ηλαδή, µε το να χρησιµοποιούµε τη (Γ∆.15) για να βρούµε το Φ σε κάθε 
κόµβο του ορίου αυτού ισοδυναµεί µε το να κάνουµε µιά εκθετική προσαρµογή καµπύλης (curve-
fit) µεταξύ των οριακών σηµείων.  Εξηγείστε το ¨εκθετική¨. 
 
Υπόδειξη Λύσης: 
 
(α) Χρησιµοποιείστε ότι 22 dydxds += , 22

ξξξ yxS j +=  

(β)  ∆είτε ότι για Φ =σταθερό, ή εξίσωση ( )∗  έχει λύσεις ¨εκθετικής µορφής¨. 
 
 
Άσκηση 3: 
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Στη µέθοδο των Thomas-Middlecoff  οι παραδοχές (Γ∆.11) και (Γ∆.12) στο όριο 1=η , οδήγησαν 
στο να διατυπωθεί εκεί η σχέση (Γ∆.15). 
Αν (για οποιαδήποτε λόγο) ζητήσετε τη γωνία που σχηµατίζει η εγκάρσια πλεγµατική γραµµή στο 
όριο να µην είναι ορθή αλλά  να έχει µια τυχαία τιµή θ, δείξτε ότι στο όριο 1=η , αντί της (Γ∆.15) 
θα είχατε την εξίσωση  
 

( ) ( ) ( )[ ]
( )22

cotcot
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ξξ

ξξξξξξξξξ θθ
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Προσοχή : To θ µπορεί να αλλάζει από κόµβο σε κόµβο (είναι δηλαδή ( )ξθθ = ). 
 
Υπόδειξη Λύσης: 
 
Αντί της (Γ∆.12), γράψτε και αναπτύξτε τη σχέση 
 

θηξηξ cos12 ⋅⋅=⋅= rrrrg rr   

 
 
Άσκηση 4: 
 
Στη θεωρία δείξαµε (δεν περιέχεται στις σηµειώσεις σας) ότι µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις 
ελλειπτικές µ.δ.ε. ii f=∇ ξ2  για προσαρµογή δοµηµένου πλέγµατος στη λύση.  Ένας τρόπος είναι 
να ονοµάσουµε  
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και να προκύψει το σύστηµα  
 

( ) ( ) 02 2
1112

1
22 =++−+ ξηηξηξξξ xPxgxgxPxg  (το ίδιο και για το y) 

 
(α) Κάντε τις πράξεις για να βγει το παραπάνω σύστηµα. 
 
(β) Ασχοληθείτε µε το µονοδιάστατο παράδειγµα του ξξξ xPx 1+  και δείξτε ότι µοιάζει µε το νόµο 

ισοκατανοµής (Equidistribution Law, 0=′xw )  αν 
w
wP
′

=1  , άρα προτείνετε εκφράσεις για τα 1P  

και 2P . 
 
Υπόδειξη Λύσης: 
 

(β)  
ξ

ξ ξ
w
w

P
∂∂

=
/1  

η

η η
w
w

P
∂∂

=
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Προσέξτε ότι ξw  είναι ο δείκτης δεν είναι παράγωγος!)  και ηw  είναι το αισθητήριο κατά η . 
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Άσκηση 5: 
 
∆ουλεύτε στη γένεση 3∆ δοµηµένων πλεγµάτων µε ii f=∇ ξ2 , 3,2,1=i  όπου 
( ) ( )321 ,,,, ξξξ→zyx  ή απλούστερα ( ) ( )ζηξ ,,,, →zyx . Σε µια από τις έξι έδρες, την 1=ζ  θέλετε 
να ζητήσετε: 
 
(α)  ορθογωνιότητα της ( =ζ µεταβλητό) γραµµής που φτάνει σε κάθε σηµείο της έδρας 
(β)  συγκεκριµένη απόσταση (S) του πρωτου κόµβου από την έδρα. 
 
∆ιατυπώστε σύστηµα που να υλοποιεί τα παραπάνω. Ποιές ποσότητες θα υπολογίζει ένα τέτοιο 
σύστηµα; Τι πρέπει να προσεχτεί στην επίλυσή του;  
 
Υπόδειξη Λύσης: 
 
∆είξτε ότι 
 

0=++ zzyyxx ζξζξζξ  
 

0=++ zzyyxx ζηζηζη   
 

2222 Szx =++ ζζζ υ  
 
Από το σύστηµα θα υπολογίζονται τα ( )ζζζ zyx ,, . Πρόσηµα τέτοια ώστε 0〉J !!! 
 
 
Άσκηση 6: 
 
∆ηµιουργήστε ένα σύστηµα µ.δ.ε. για γένεση 2-∆ οριόδετων δοµηµένων πλεγµάτων ζητώντας 
  
( ) 012 =ξg    και   ( ) 012 =ηg  
 
∆είξτε ότι το σύστηµα αυτό θα είναι το 
  

0=+++ ηξξξηξηξξξηξ yyyyxxxx  
 

0=+++ ηξηηηξηξηηηξ yyyyxxxx  
 
Σχολιάστε καλά και κακά στοιχεία του νέου συστήµατος ως προς το γνωστό 02 =∇ iξ . 
 
 
Άσκηση 7: 
 
Υπολογίστε τις τιµές των συµβόλων Christoffel k

jiΓ  για το επίπεδο πλέγµα µε κυψέλες 
τετραγωνικής µορφής και πλευράς 1=∆=∆ yx . Αν αυτό το (απλό) πλέγµα προέκυψε από τη λύση 
εξισώσεων Poisson  
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ii f=∇ ξ2  

 
δείξτε ότι προφανώς 021 == ff  , εκµεταλλευόµενοι τις εκφράσεις για τα k

jiΓ  που βρήκαµε. 
 
Υπόδειξη Λύσης: 
 
Συγκρίνετε τις εξισώσεις 
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και παρατητείστε ότι k

ij
ijk gf Γ−= . Κάνετε τις λίγες πράξεις που χρειάζεται. 

 
 
Άσκηση 8: 
 
(∆εν πρόκειται ακριβώς για άσκηση αλλά για βοήθηµα κατανόησης της σχετικής θεωρίας). 
Κατανοήστε ότι για να δηµιουργήσετε ένα δοµηµένο πλέγµα (ξ,η) πάνω σε µια επιφάνεια στο χώρο 
που σε κάθε σηµείο της ξέρετε το κάθετο µοναδιαίο διάνυσµα N

r
 και τη µέση καµπυλότητα µ  

πρέπει να λύσετε το σύστηµα  
 
( ) xNxL µ2= ,   ( ) yNyL µ2= ,   ( ) zNzL µ2=  

 
µε τον τελεστή 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ηξηηξηξξ ⋅+⋅+⋅+⋅−⋅=⋅ 2212

111222 2 fJfJgggL  
 
όπου ( )zyx NN Ν,,  είναι οι συνιστώσες του N

r
, και J  η επιφανειακή Ιακωβιανή ορίζουσα, µε  
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12 2 Γ+Γ−Γ=− gggfJ  
 

2
2211

2
1212

2
1122

22 2 Γ+Γ−Γ=− gggfJ  
 
όπου k

ijΓ  είναι τα επιφανειακά σύµβολα Christoffel. 
 
Υπόδειξη Λύσης: 
 
(α)  Κατανοείστε ότι θεωρείτε το επιφανειακό πλέγµα που δηµιουργείτε ως µιά πλεγµατική 
επιφάνεια ζ=σταθερό, ενός τριδιάστατου εικονικού πλέγµατος (ξ,η,ζ). 
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(β)  Είναι ιδιαίτερα σηµαντικό να ξεχάσετε ότι τα k
jiΓ  που βλέπετε είναι τα Christoffel symbols και 

να τα θεωρήσετε ως  Όρους Πηγής που θα τους χειριστείτε όπως στο ¨Επίπεδο 2-∆¨ πρόβληµα 
(Thoman-Middlecoff, Sorenson κλπ). 
 
(γ)  Το ερώτηµα (β) ισοδυναµεί µε το να ζητάτε να ισχύει  
 
[BELTRAMI OPERATOR] ( ) ii g κλ

κλξ Γ−=  
 
όπου πάλι τα i

κλΓ είναι όροι πηγής. Αν προτιµάτε, αρχίστε να τα γράφετε ως  iPκλ  αντί i
κλΓ !!! 

 
(δ) Τι θα χρειαζόσασταν για να υλοποιήσετε τα παραπάνω σε κώδικα υπολογιστή; Καταλάβετε το 
διάγραµµα ροής ενός τέτοιου προβλήµατος. 
 
 
Άσκηση 9: 
 
∆ηµιουργείστε ένα ισόπλευρο τρίγωνο. Χωρίστε κάθε πλευρά του σε τρία ισαπέχοντα τµήµατα, 
ώστε ουσιαστικά να έχετε ένα περίγραµµα από 9 κόµβους, που ο καθένας απέχει απόσταση ίση µε 
τη µονάδα από τον προηγούµενο και τον επόµενο. Με τη µέθοδο του προελαύνοντος µετώπου 
σχηµατίστε τη µορφή του µη-δοµηµένου πλέγµατος τριγωνικών στοιχείων στο σχήµα αυτό. 
Καταλάβετε γιατί το αποτέλεσµα δεν εξαρτάται από τη σειρά που σαρώνουµε το µέτωπο. 
 
 
Άσκηση 10: 
 
Αν προγραµµατίζατε τη µέθοδο του προελαύνοντος µετώπου για 3-∆ πλέγµατα θα χρειζόσασταν 
µιά υπορουτίνα που να ελέχγει αν το τρίγωνο 123 τέµνεται µε το ευθύγραµµο τµήµα 45 (κάντε ένα 
σχετικό σχήµα). Με ποιο αλγόριθµο θα το κάνετε ; 
 
Υπόδειξη Λύσης: 
 
Αν 54,31,21 421

rrrrrr
=== ggg , δηµιουργείστε το σύστηµα  
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επεκτείνοντας ότι µάθατε για την εύρεση της τοµής δύο ευθυγράµµων τµηµάτων. Πότε το 
παραπάνω σύστηµα ¨δεν λύνεται¨; Τι θα ζητήσετε από τα iβ  για τοµή ή όχι-τοµή; (Προσέξτε τα 
AND ή OR στις σχέσεις σας!!!). 
 
 
Άσκηση 11: 
 
Σκεφτείτε την υλοποίηση σε κώδικα της προσαρµογής µη-δοµηµένου πλέγµατος στη λύση µε 
¨Προσοµοίωση Ελατηρίων¨. Έστω i ο εκάστοτε κεντρικός κόµβος (κάθε κόµβος µε τη σειρά του 
γίνεται ¨κεντρικός¨ σε µιά ρητή µέθοδο) και κ (κ=1,Κ) οι κόµβοι γέιτονες του (φτιάξτε ένα σχήµα). 
Η αλλαγή της θέσης του i-κόµβου θα διέπεται από την εξίσωση 
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όπου ω είναι ένας συντελεστής χαλάρωσης και 
 

ki

ki
ik ff

ff
kkC

+

−
+= 21  

 
µε f τη φυσική ποσότητα, λ.χ. πίεση, που κανονίζει την προσαρµογή και =21 ,kk σταθερές. 
 
(α)  Εξηγείστε πως καταλαβαίνετε το προτεινόµενο σχήµα  
 
(β)  Ποιός ο ρόλος των 21 ,kk . 
 
 
Άσκηση 12: 
 
∆είξτε ότι σε κάθε 2-∆ (επίπεδο, i=1,2) ή 3-∆ (i=1,2,3) δοµηµένο πλέγµα ισχύει ότι  
 

i
jk

jki g Γ−=∇ ξ2  
 
Υπόδειξη Λύσης: 
 
Αναπτύξτε και βρείτε ότι 
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Χρησιµοποιείστε-αποδείξτε-(γενικεύστε σχέσεις που µάθατε για επιφανειακά πλέγµατα) όπως οι 
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αντικαταστείστε (προσέχοντας τους δείκτες) και προκύπτει το ζητούµενο. 
 
 
Άσκηση 13: 
 
∆είξτε ότι σε ένα 3-∆ ορθογώνιο δοµηµένο πλέγµα ισχύει ότι  
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( ) ( )332211
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Υπόδειξη Λύσης: 
 
Χρησιµοποιείστε : 
 
(α)  ότι  i

jk
iki g Γ−=∇ ξ2  (προηγούµενη άσκηση) 

 

(β)  εκφράσεις της µορφής 
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(γ)  χρησιµοποιείστε 0=ijg  για ji ≠ (ορθογωνιότητα) στις προηγούµενες εκφράσεις. 
 
 
Άσκηση 14: 
 
∆είξτε ότι σε ένα 2-∆ επίπεδο δοµηµένο πλέγµα ισχύουν οι εξισώσεις  
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Υπόδειξη Λύσης: 
 

Γράψτε την προηγούµενη άσκηση για 2-∆ πλέγµατα (λ.χ. µε 0,133 =
∂
∂

=
ζ

g ) και αναπτύξτε. 

 
Άσκηση 15: 
 
Ότι ακολουθεί δεν είναι ακριβώς άσκηση, αλλά βοηθά στην κατανόηση της θεωρίας Γένεσης 
Επιφανειακών Πλεγµάτων και ξεκαθαρίζει τις εξισώσεις που διαθέτουµε και το πως υλοποιούνται 
σε πρόγραµµα (αν κάποιος ξέρει ¨καλά¨ το 2-∆ πρόβληµα) 
 
(α)  Μαθαίνω να αποδεικνύω ότι 

 δ
αβ

αβδξ Γ−=∇ gS
2   µε  
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(β) Κατανοώ το τι σηµαίνουν οι εξισώσεις Gauss 
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Ngr ijk
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rrr
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(γ)  Πολλαπλασιάζω τις εξισώσεις Gauss µε ijg  και δείχνω ότι 
 

Nggrgr k
ij

ij
ij

S

rrrr µκ
ιξ 2,

2 =Γ−=∇  
 
(δ) Κατανοώ πως µπορώ να βρίσκω τα ΑΝΑΛΛΟΙΩΤΑ µ  και  N

r
 όταν µου δίνουν µιά επιφάνεια, 

αναλυτικά, λ.χ. ως ( ) 0,, =zyxF  ή ( )yxfz ,=  
 
(ε) Ο συνδυασµός (α) και (γ) µπορεί να γράφεται ως 
 

( ) Ν=∇−
rrr µξ 2,

2
, k

k
Sij

ij rrg  
 
οπότε αυτό, από τα 2-∆ θυµίζει ... 
 
(στ)  Αν επιβάλω όρους πηγής   ( )2,1=δδP  ώστε 
 

δδξ PS =∇2  
 
θα «βλέπω» την εξίσωση του (ε) ως  
 

Ν=−
rrr µ2,, k

k
ij

ij rPrg  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 


