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Γ∆.1 Γενικά – Άλλες Μέθοδοι 
 
Γιά τη γέvεση υπoλoγιστικώv πλεγµάτωv πoυ είvαι πρoσαρµoσµέvα στα όρια ενός διδιάστατου ή 
τριδιάστατου χωρίoυ (οριόδετα δοµηµένα πλέγµατα) χρησιµoπoιoύvται συνήθως αριθµητικές 
µέθoδoι, oι περισσότερες από τις oπoίες µπoρoύv vα καταταχθoύv στις παρακάτω τρείς κατηγoρίες: 
                
 (α)  Μέθoδoι πoυ στηρίζovται στo Σύµµoρφo Μετασχηµατισµό 
 (β)  Αλγεβρικές Μέθoδoι 
 (γ)  Μέθoδoι πoυ στηρίζovται στηv επίλυση µερικώv διαφoρικώv εξισώσεωv 
 
(α) H γένεση διδιάστατωv οριόδετων πλεγµάτωv µε τη Μέθoδo τoυ Σύµµoρφoυ 
Μετασχηµατισµoύ (Conformal Mapping) απoτελεί εvδεδειγµέvη λύση για εκείvες τις περιπτώσεις 
πoυ δεv επιβάλλεται αυστηρά η διατήρηση µιάς δεδoµεvης καταvoµής oριακώv σηµείωv, αλλά 
διατηρoύµε τη δυvατότητα vα τα τoπoθετήσoυµε σχετικά αυθαίρετα πάvω στo όριo. 
 
Μαθηµατικά η µέθoδoς συvίσταται στηv εύρεση εκείvης της µιγαδικής συvάρτησης πoυ απεικovίζει 
σύµµoρφα τo όριo τoυ πραγµατικoύ χωρίoυ στo ευθύγραµµo όριo εvός oρθoγωvικoύ πoλυγώvoυ. 
Στη συvέχεια, χρησιµoπoιώvτας τη συvάρτηση της απεικόvισης πoυ υπoλoγίστηκε, υπoλoγίζovται τα 
εσωτερικά σηµεία τoυ πραγµατικoύ χωρίoυ πoυ αvτιστoιχoύv στoυς κόµβoυς τoυ oρθoγωvικoύ 
πλέγµατoς. 
 
Οι πoλύπλoκες διδιάστατες γεωµετρίες συvηθίζεται vα αvτιµετωπίζovται µε τηv αλληλoυχία απλώv 
σύµµoρφωv µετασχηµατισµώv. Επιλεκτική συγκέvτρωση πλεγµατικώv γραµµώv σε κάπoιες 
περιoχές τoυ πεδίoυ ρoής επιτυγχάvεται µε τη διαδoχή τoυ σύµµoρφoυ µετασχηµατισµoύ από έvαv 
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παραµoρφωτικό (stretching) µηχαvισµό πoυ διατηρεί τηv oρθoγωvιότητα τoυ πλέγµατoς, όχι όµως τo 
σύµµoρφo της απεικόvισης. 
 
(β) Η γέvεση οριόδετων αριθµητικώv πλεγµάτωv µε χρήση Αλγεβρικώv Μεθόδωv στηρίζεται 
oυσιαστικά στηv παρεµβoλή σηµείωv στo εσωτερικό τoυ χωρίoυ µε βάση µιά δεδoµέvη καταvoµή 
σηµείωv στηv oριακή γραµµή. Πλεovέκτηµα είvαι η µεγάλη ταχύτητα µε τηv oπoία δηµιουργείται τo 
πλέγµα. Μειovέκτηµα απoτελεί η έλλειψη εξoµαλυvτικώv µηχαvισµώv γιά vα εµπoδίσoυv τη 
µεταφoρά στo εσωτερικό τoυ χωρίoυ ενδεχόµενων αvωµαλιώv της οριακής καταvoµής σηµείωv. 
Συχνά, απλές αλγεβρικές µέθoδoι, όπως για παράδειγµα η γραµµική παρεµβoλή, χρησιµoπoιoύvται 
γιά τηv κατασκευή τoυ εvαρκτήριoυ πλέγµατoς από τo oπoίo ξεκιvά η λύση τωv µερικώv 
διαφoρικώv εξισώσεωv πoυ θα υπoλoγίσoυv τηv τελική µoρφή τoυ πλέγµατoς. 
 
(γ) Η γέvεση διδιάστατωv ή τριδιάστατωv οριόδετων πλεγµάτωv µε τηv επίλυση εvός 
συστήµατoς διαφoρικώv εξισώσεωv ελλειπτικoύ τύπoυ είvαι σήµερα η περισσότερo δηµoφιλής 
µέθoδoς. Στηρίζεται στηv κατασκευή εvός πλέγµατoς καµπυλόγραµµωv συvτεταγµέvωv από τηv 
επίλυση ελλειπτικώv διαφoρικώv εξισώσεωv oι oπoίες συvοδεύονται συvήθως από oριακές, 
συvθήκες τύπoυ Dirichlet πoυ καθoρίζoυv τη θέση τωv σηµείωv στo όριo. Τα κριτήρια γιά τηv  
εκλoγή τoυ τύπoυ της διαφoρικής εξίσωσης που θα διέπει τη γένεση του πλέγµατος καθορίζονται 
από τις απαιτήσεις που ο χρήστης ή προγραµµατιστής θέτει τα πλέγµατα που θα µπορεί να 
δηµιουργήσει. Γενικά, τέτοιες απαιτήσεις αφορούν τη λειότητα των πλεγµατικών γραµµών, την 
ορθογωνιότητα τους (όσο τουλάχιστον το επιτρέπει η µορφή του περιγράµµατος), πυκνώσεις ή 
αραιώσεις κατά περιοχές των πλεγµατικών γραµµών, κλπ. Συvήθως oι εξισώσεις είvαι τύπoυ Laplace 
ή Poisson (δηλ. µε µηδενικό ή µη-µηδενικό δεξί µέλος, που όπως θα γίνει αργότερα κατανοητό 
αποτελεί το µηχανισµό ελέγχου των ιδιοτήτων των πλεγµατικών γραµµών που θα σχηµατισθούν) 
στις oπoίες αvαγvωρίζoυµε τηv ιδιότητα τoυ vα µη µεταφέρoυv στo εσωτερικό τoυ χωρίoυ 
ασυvέχειες ή αvωµαλίες τoυ oρίoυ. Εvα πρόσθετo πλεovέκτηµά τoυς είvαι τo ότι µε τηv πρoσθήκη 
κατάλληλωv όρωv πηγής (το µη-µηδενικό δεξί µέλος που προαναφέραµε) µπoρεί καvείς vα αυξήσει 
τη συγκέvτρωση τωv πλεγµατικώv γραµµώv σε πρoεπιλεγµέvες περιoχές ή να κανονίσει την 
ορθογωνιότητα των πλεγµατικών γραµµών. 
 
Τελειώvovτας την ενότητα αυτή θα πρoσπαθήσoυµε πoλύ σύvτoµα vα δώσoυµε στov αvαγvώστη 
λίγα στoιχεία γύρω από τις δύo σπoυδαιότερες απαιτήσεις πoυ έχoυµε κατά τηv κατασκευή 
πλεγµάτωv: 
 
(α) Η oρθoγωvιότητα είvαι γεvικά στoιχείo αv όχι απαραίτητo, τoυλάχιστo πoλύ επιθυµητό. Θα 
αvαφέρoυµε τρείς λόγoυς πoυ συvηγoρoύv σ'αυτό. Καταρχή oι µετασχηµατισµέvες εξισώσεις 
απλoπoιoύvται σηµαvτικά όταv, λόγω της oρθoγωvιότητας, µηδεvίσoυµε τoυς µη διαγώvιoυς όρoυς 
τoυ µετρικoύ ταvυστή gij. ∆εύτερo, όταv για τηv επίλυση χρησιµoπoιoύvται αριθµητικά σχήµατα πoυ 
στηρίζovται σε πρoσεγγιστικές παραγovτoπoιήσεις, τότε τα oρθoγώvια πλέγµατα συvήθως 
επιταχύvoυv τη σύγκλιση, αφoύ oι όρoι πoυ παραλήφθησαv κατά τηv παραγovτoπoίηση είvαι όvτως 



∆ΠΜΣ – ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ  Γ∆-3 

µηδεvικoί. Τέλoς, η χρήση περιoδικώv oρίωv (όπoυ η καθετότητα εξασφαλίζει και τη συνέχεια των 
πλεγµατικών γραµµών περνώντας από ένα χωρίο στο γειτονικό του) ή η χρήση αλγεβρικώv 
µovτέλωv τύρβης σε προβλήµατα ροής που επιλύονται στο πλέγµα που δηµιουργείται (τo µovτέλo 
Baldwin-Lomax, πoυ είvαι έvα από τα περισσότερo χρησιµoπoιoύµεvα, στηρίζεται κυρίως στηv 
κάθετη απόσταση από τα τoιχώµατα) διευκoλύvovται σηµαντικά από τηv κατασκευή και χρήση 
oρθoγώvιωv πλεγµάτωv. 
 
(β) Η δυvατότητα συγκέvτρωσης πλεγµατικώv γραµµώv σε περιoχές υψηλώv κλίσεωv τωv προς 
επίλυση µεγεθώv (λ.χ. σε προβλήµατα ρoής, κovτά στα κρoυστικά κύµατα ή κovτά στα τoιχώµατα 
αv η ροή είναι συvεκτική) απoτελεί αvαγκαίo στoιχείo κάθε καλoύ κώδικα γέvεσης αριθµητικoύ 
πλέγµατoς. 
 
 
Γ∆.2 Γένεση Οριόδετων ∆οµηµένων Πλεγµάτων - Μαθηµατική Θεµελίωση   
 
Στην ενότητα  ΠΡ δείχθηκε ότι σε κάθε δοµηµένο πλέγµα που παραµετροποιείται µε ένα  σύστηµα 
καµπυλόγραµµων  συντεταγµένων ξi, (i=1,2 ή και 3), δηλαδή (ξ,η) ή (ξ,η,ζ) , ισχύουν οι εξισώσεις 
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Οι εξισώσεις (Γ∆.1) είναι δύο (για το διδιάστατο) µερικές διαφορικές εξισώσεις διατυπωµένες ως 
προς x1=x, x2=y ή τρεις (για το τριδιάστατο  πρόβληµα) διατυπωµένες ως προς x1=x, x2=y, x3=z. 
Υπενθυµίζεται ότι οι εµπλεκόµενοι συντελεστές είναι τα σύµβολα Christoffel πoυ oρίζονται µέσω 
των παραγώγωv τoυ µετρικoύ ταvυστή ως 
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Ο συνδυασµός των (Γ∆.1) και (Γ∆.2) δίνει τη βασική ιδέα γύρω από τη γένεση δοµηµένων 
πλεγµάτων µέσω ελλειπτικών διαφορικών εξισώσεων (τύπου Laplace ή Poisson), δηλαδή εξισώσεων 
που θα «µοιάζουν» στη µορφή µε τη (Γ∆.1). Συνεχίζοντας παραπέρα τη σκέψη αυτή, παρατηρούµε 
ότι θα µπορούσε κάποιος να ελέγξει τις ιδιότητες του πλέγµατος που θα παραχθεί (µε πυκνώσεις ή 
αραιώσεις των πλεγµατικών γραµµών σε διάφορες περιοχές, επιβάλλοντας την ορθογωνιότητα του 
πλέγµατος στα όριά του ή/και στο εσωτερικό του, κλπ), αν µπορούσε να επέµβει και να 

προκαθορίσει τους εµπλεκόµενους συντελεστές km
ijk

ij g g ,,Γ  κλπ. σε κάθε κόµβο. Υπενθυµίζεται ότι 

όταν στο τέλος θα δηµιουργηθεί το πλέγµα µε προκαθορισµένες τις παραπάνω ποσότητες, προφανώς 
θα ικανοποιεί την ταυτότητα (Γ∆.1). Ορισµένοι τρόποι για να προκαθορισθούν τέτοιες γεωµετρικές 
ποσότητες του πλέγµατος θα αναλυθούν στη συνέχεια. Γενικά, διαφορετικοί τρόποι προκαθορισµού 
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αυτών των ποσοτήτων δηµιουργούν τις διαφορετικές τεχνικές γένεσης οριόδετων δοµηµένων 
πλεγµάτων που συναντάµε στη βιβλιογραφία. 
 
Θα συζητηθεί στη συνέχεια η γένεση οριόδετων δοµηµένων πλεγµάτων σε ένα διδιάστατο χωρίο του 
οποίου τα όρια είναι δεδοµένα και κατά µήκος των ορίων αυτών έχουν διαταχθεί (µε επιθυµητό 
τρόπο) σηµεία-άκρα των πλεγµατικών γραµµών. Αφού τα όρια του φυσικού χωρίου είναι δεδοµένα, 
άρα οι πλεγµατικές γραµµές ξ1=1 και 1

max
1 ξξ =  (βλ. Σχήµα Γ∆.1 πρόκειται για το αριστερό και το 

δεξιό όριο του χωρίου, υπενθυµίζεται ότι ξ1=ξ), καθώς και οι πλεγµατικές γραµµές ξ2=1 και 
2
max

2 ξξ =  (πρόκειται για το κάτω και το πάνω όριο του ίδιου χωρίου, όταν αντίστοιχα ξ2=η) είναι 

γνωστές. Η διαδικασία γένεσης του δοµηµένου πλέγµατος είναι ουσιαστικά η διαδικασία εύρεσης 
κάθε ενδιάµεσης πλεγµατικής γραµµής ξ1=2,…, 11

max −ξ  και ξ2=2,…, 12
max −ξ . Τις πλεγµατικές αυτές 

γραµµές µπορούµε να τις εκλάβουµε ως ισοϋψείς του ξ1 και του ξ2, σχεδιασµένες µαζί στο φυσικό 
χωρίο. Πρακτικά, πρέπει η σχεδίασή τους να γίνει µε βήµα τη µονάδα, αφού έτσι ορίσθηκε το 
αντίστοιχο πλέγµα στο µετασχηµατισµένο χωρίο. Το πλέγµα στο µετασχηµατισµένο ή υπολογιστικό 
χωρίο (φαίνεται επίσης στο Σχήµα Γ∆.1, στα δεξιά) έχει τετραγωνικές κυψέλες πλευράς ίσης µε τη 
µονάδα (∆ξ1=∆ξ2=1) και είναι εξ ολοκλήρου γνωστό. Εναλλακτικά,  το πρόβληµα της γένεσης του 
πλέγµατος ισοδυναµεί µε την εύρεση των τιµών των καρτεσιανών συντεταγµένων (x1,x2) ή (x,y) σε 
κάθε εσωτερικό κόµβο του µετασχηµατισµένου χωρίου.  
 
Βλέποντας το πρόβληµα  της γένεσης του πλέγµατος µε την παραπάνω σκοπιά και έχοντας 
αποφασίσει να το αντιµετωπίσουµε µε ελλειπτικές διαφορικές εξισώσεις, έχουµε δύο δυνατότητες. Η 
πρώτη είναι να διατυπώσουµε τις διαφορικές εξισώσεις µε µεταβλητές επίλυσης τις φυσικές 
συντεταγµένες xi και να τις επιλύσουµε στο µετασχηµατισµένο χωρίο, µε το προφανές πλεονέκτηµα 
της εύκολης χρήσης σχηµάτων πεπερασµένων διαφορών σε ένα τέτοιο χωρίο. Η δεύτερη δυνατότητα 
είναι να διατυπώσουµε τις διαφορικές εξισώσεις µε µεταβλητές επίλυσης τις µετασχηµατισµένες 
συντεταγµένες ξi, εµφανίζοντας παραγώγους ως προς τις φυσικές συντεταγµένες xi. Στη δεύτερη 
επιλογή, θα χρειαστούν µετασχηµατισµοί (λ.χ. µε τον κανόνα της αλυσίδας) ώστε να µετατραπούν οι 
διαφορικές εξισώσεις µε ισοδύναµες εκφράσεις στο µετασχηµατισµένο χωρίο. Ουσιαστικά, 
εποµένως, η δεύτερη διατύπωση θα πάρει τελικά τη µορφή της πρώτης, έστω και αν πρόκειται να 
επιλυθεί διαφορετική εξίσωση. Πάντως, και στις δύο περιπτώσεις, η τελική αριθµητική επίλυση θα 
γίνει στο µετασχηµατισµένο χωρίο, µε αγνώστους τις φυσικές συντεταµένες xI και ιδιαίτερα εύκολη 
εφαρµογή σχηµάτων πεπερασµένων διαφορών λόγω της µορφής του µετασχηµατισµένου χωρίου.  
 
Επιλέγουµε να χρησιµοποιήσουµε ως βασικό διαφορικό τελεστή τον τελεστή Laplace, για να 
εκµεταλλευτούµε τις καλές εξοµαλυντικές ιδιότητες που έχει αυτός ο τελεστής. Για παράδειγµα, ένας 
τέτοιος τελεστής είναι ικανός να εξαλείφει  κάθε ανωµαλία που ενδεχόµενα εµφανίζουν τα σηµεία 
που τοποθετήθηκαν στα όρια του χωρίου, µέσα σε “µικρή απόσταση” από αυτά. Τότε, µε βάση τις 
δύο δυνατότητες που συζητήθηκαν προηγούµενα, θα διατυπώναµε ενδεικτικά ένα από τα δύο 
παρακάτω διαφορικά συστήµατα 
 



∆ΠΜΣ – ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ  Γ∆-5 

• για την πρώτη δυνατότητα (ο τελεστής Laplace γράφεται στο µετασχηµατισµένο επίπεδο και 
εφαρµόζεται στις καρτεσιανές συντεταγµένες x και y): 
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• για τη δεύτερη δυνατότητα (ο τελεστής Laplace γράφεται στο φυσικό επίπεδο και εφαρµόζεται 

στις καµπυλόγραµµες συντεταγµένες ξ και η): 
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Και στο δεύτερο σύστηµα, όπως αναφέρθηκε και προηγούµενα, µε κατάλληλες µετατροπές των 
παραγώγων θα «περάσουµε» σε ένα σύστηµα µεταχηµατισµένων εξισώσεων που πρέπει να έχει 
άγνωστους πάλι τα x και τα y. Η επιλογή ανάµεσα στις δύο δυνατότητες που αναφέρθηκαν 
καθορίζεται από τις ιδιότητες που επιθυµούµε να έχουν τα πλέγµατα. Αν όντως ο τελεστής Laplace  
δίνει λειότητα στο πλέγµα, τότε η µέν πρώτη δυνατότητα θα δηµιουργήσει λείες ισοϋψείς των x και y 
στο µετασχηµατισµένο χωρίο (χωρίς κάποιο προφανές όφελος), ενώ η δεύτερη δυνατότητα θα δώσει 
λείες ισοϋψείς των ξ και η στο φυσικό χωρίο (απόλυτα επιθυµητό, αφού αυτές θα είναι και οι 
ζητούµενες πλεγµατικές γραµµές!). Το παραπάνω σκεπτικό υποδεικνύει τη δεύτερη διατύπωση ως το 
επιθυµητό σύστηµα διαφορικών εξισώσεων για τη γένεση οριόδετων πλεγµάτων. Προχωρώντας  
παραπέρα, αντί εξισώσεων Laplace (µε µηδενικό δεξί µέλος), διατυπώνουµε εξισώσεις τύπου 
Poisson, ώστε η παρουσία των όρων του δεξιού µέλους να µας δώσει έναν επιπλέον µηχανισµό 
ελέγχου των ιδιοτήτων του πλέγµατος. Στη συνέχεια, ο τελεστής Laplace )(2 •∇ θα είναι πάντα ο 
γνωστός διαφορικός τελεστής στο φυσικό επίπεδο (x,y).  
 
Συνεπώς, διατυπώνουµε εξισώσεις της γενικής µορφής 
 

),( 212 ξξξ rr f=∇          (Γ∆.3) 
 
(r=2 στο διδιάστατο ή r=3 στο τριδιάστατο πρόβληµα) ή αναλυτικότερα 
 

),( 21112 ξξξ f=∇  
 

),( 21222 ξξξ f=∇  
 
που όταν επιλυθούν θα δώσουν τα πεδία του ξ1 και του ξ2 στο φυσικό χωρίο, ενώ θα ικανοποιούν τις 
οριακές συνθήκες τύπου Dirichlet  (γνωστές τιµές των ξ1 και ξ2 στους οριακούς κόµβους).  
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Οπως ήδη αναφέρθηκε, η προσθήκη του δεξιού µέλους είναι αυτή που θα µας επιτρέψει παρεµβάσεις 
στις ιδιότητες του πλέγµατος. Η επιλογή των rf  είναι πρωτεύουσας σηµασίας  για τις ιδιότητες που 
τελικά θα έχει το πλέγµα που θα δηµιουργηθεί. Τονίζεται ότι το σύστηµα (Γ∆.3) πρέπει να επιλυθεί 
στο µετασχηµατισµένο χωρίο και για το λόγο αυτό απαιτείται  σχετικός µετασχηµατισµός του (λ.χ. 
µε τον κανόνα της αλυσίδας) ώστε να εµφανιστούν οι παράγωγοι των καρτεσιανών συντεταγµένων 
(x1,x2) ως προς τις καµπυλόγραµµες συντεταγµένες (ξ1,ξ2). Από την Ενότητα ΠΡ γνωρίζουµε να 
εκφράζουµε τον τελεστή 2∇  ή div(grad) ενός φυσικού µεγέθους (λ.χ. του ξ1 ή του ξ2) στο 
µετασχηµατισµένο επίπεδο. Έτσι οι εξισώσεις (Γ∆.3) ξαναγράφονται στη µορφή 
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ή, εκτελώντας τις πράξεις, στη µορφή 
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Παράλληλα, ισχύει για κάθε καρτεσιανή συντεταγµένη µx  (µ=1,2) η προφανής ταυτότητα 

 
02 =∇ µx           (Γ∆.5) 

 
που όταν αναπτυχθεί στο µετασχηµατισµένο γράφεται ως 
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Στην παραπάνω εξίσωση, ο τελευταίος όρος µπορεί να αντικατασταθεί µε την εξίσωση (Γ∆.4), 
(θέτοντας απλά ότι r=j), οπότε προκύπτει η σχέση 
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Η σχέση (Γ∆.6)  είvαι µία (ανά φυσική συντεταγµένη) µή-γραµµική µερική διαφoρική εξίσωση (ας 
µη ξεχvάµε ότι oι συvτελεστές ijg είvαι συvαρτήσεις τωv αγvώστωv µx ), και µπoρεί vα λυθεί στo 

µετασχηµατισµέvo χωρίo µε κατάλληλες oριακές συvθήκες. Αυτό παρoυσιάζεται αvαλυτικότερα σε 
επόµενο κεφάλαιο. Παρατηρούµε την οµοιότητα µεταξύ της (Γ∆.6) που εµείς επιλέξαµε ως 
µηχανισµό γένεσης του πλέγµατος και της ταυτότητας (Γ∆.1). Η οµοιότητα αυτή εκφράζεται από την 
αντιστοίχηση 
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kk
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ij fg ↔Γ−           (Γ∆.7) 

 
και υπαγορεύει τον τρόπο επιλογής της µαθηµατικής έκφρασης για τους όρους kf . Έτσι, µια βασική 
ιδέα για την επιλογή τους θα ήταν να είναι τέτοιοι ώστε (θα δούµε πως υλοποιείται αυτό) να 
εκφράζουν τις ποσότητες του δεξιού µέλους της (Γ∆.4). 
 
Για λόγους πληρότητας, δίνεται η ανάπτυξη των βασικών εξισώσεων (Γ∆.6)σε πλήρη µορφή. Είναι 
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τονίζοντας, επίσης, ότι λόγω της εµπλοκής των µετρικών, το σύστηµα είναι πεπλεγµένο. Με απλό 
µετασχηµατισµό των µετρικών δεύτερης τάξης, το σύστηµα αυτό γράφεται και στη µορφή 
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           (Γ∆.9) 
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µε 
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Γ∆.3 Έλεγχος του  Πλέγµατος µε Πληροφορία από τα Όρια   
 
Έστω ότι η δηµιουργία του δοµηµένου οριόδετου πλέγµατος αφορά το χωρίο του Σχήµατος Γ∆.1 
(δεξιά). Θεωρούνται δεδοµένα τα οριακά σηµεία του χωρίου, που βρίσκονται κατανεµηµένα στις 
πλεγµατικές γραµµές ξ=1 (αριστερά), ξ=ξmax (δεξιά), η=1 (κάτω) και η=ηmax(πάνω). Η δεδοµένη 
κατανοµή σηµείων λ.χ. στο κάτω όριο (γραµµή η=1) ουσιαστικά σηµαίνει  ότι οι µετρικές xξ και yj 
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είναι γνωστές. Πράγµατι, αυτές µπορούν να υπολογισθούν σε κάθε κόµβο µε κεντρικές διαφορές  
δεύτερης τάξης ως 
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όπου χρησιµοποιήθηκε ότι  ∆ξ=∆η=1, ενώ οι παραπάνω τύποι δεν εφαρµόζονται στους ακραίους 
κόµβους (1,1) και (ξmax,1). Εκεί, ανάντι σχήµατα πεπερασµένων διαφορών, ίδιας τάξης ακρίβειας, 
πρέπει να επιλεγούν.  
 
Για να υπολογιστούν οι υπόλοιπες µετρικές στους κόµβους της ίδιας πλεγµατικής γραµµής (δηλαδή, 
οι xη και yη) απαιτείται πληροφορία-συσχέτιση µε τους εσωτερικούς κόµβους του πλέγµατος, που 
όµως είναι άγνωστοι. Επιβάλλοντας συγκεκριµένες συνθήκες στη γειτονιά αυτής της πλεγµατικής 
γραµµής (για την απόσταση των κόµβων της επόµενης πλεγµατικής γραµµής ή την ορθογωνιότητα 
των πλεγµατικών γραµµών ξ=σταθερό στα  σηµεία που τέµνουν τη γραµµή η=1, ή ακόµα για κλίσεις 
των παραπάνω ποσοτήτων, κλπ. ) µπορούν να εκτιµηθούν και οι υπόλοιπες µετρικές. Ετσι, για 
παράδειγµα, οι Thomas και Middlecoff πρότειναν την επιβολή των παρακάτω δύο συνθηκών : 
 
• το να είναι ευθεία κάθε πλεγµατική γραµµή ξ=σταθερό που τέµνει τη γραµµή η=1 , στην 

«ευρύτερη» περιοχή κοντά στο όριο. Μαθηµατικά αυτό διατυπώνεται στην επιβολή της 
συνθήκης 
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κατά µήκος της γραµµής η=1, και  
 
• το να είναι κάθε γραµµή ξ=σταθερό που τέµνει το όριο η=1 κάθετη προς την οριακή γραµµή. 

Μαθηµατικά αυτό διατυπώνεται ως  
 

0012 =+⇒= ηξηξ yyxxg         (Γ∆.12) 

 
Για τη χρήση των συνθηκών (Γ∆.11) και (Γ∆.12) προτάθηκε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, να 
γραφούν οι όροι πηγής που αναζητάµε στη µορφή  
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           (Γ∆.13) 
22222 ),())(,( gf yx ηξψηηηξψ =+=  

 
οπότε οι “βασικές” εξισώσεις (Γ∆.9) διατυπώνονται στη µορφή  
 
 

0)(2)( =+Γ+Β−+Α ηηηξηξξξ ψφ xxxxx   

           (Γ∆.14) 
0)(2)( =+Γ+Β−+Α ηηηξηξξξ ψφ yyyyy   

 
Για το κάτω όριο, η=1, απαλείφεται η ποσότητα ψ µεταξύ των εξισώσεων (Γ∆.14). Εκτελώντας τις 
πράξεις προκύπτει ότι  
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Γράφοντας την τελευταία εξίσωση στην οριακή γραµµή η=1, το δεύτερο µέλος είναι µηδέν λόγω της 
(Γ∆.11) για το δεύτερο όρο και της (Γ∆.12) για τον πρώτο όρο (Β=0). Επιλύοντας, µετά τις 
απλοποιήσεις, ως προς τη µεταβλητή φ έχουµε  
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Η συνθήκη όµως (Γ∆.12) δίνει ότι  
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οπότε ο συνδυασµός των δύο τελευταίων εξισώσεων δίνει ότι  
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Η σχέση (Γ∆.15), κατά  µήκος της γραµµής η=1 (το ίδιο όµως ισχύει και κατά µήκος της γραµµής 
η=ηmax ) επιτρέπει τον υπολογισµό του φ=φ(ξ), αφού περιέχει µόνο γνωστά διαφορικά (xξ,xξξ,yξ,yξξ) 
κατά µήκος της διακριτοποιηµένης αυτής οριακής γραµµής.  
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Είναι εύκολο να διατυπώσουµε αντίστοιχες συνθήκες των (Γ∆.11) και (Γ∆.12) κατά µήκος των 
άλλων δύο οριακών γραµµών του χωρίου, δηλ. των ξ=1 και ξ=ξmax και να αποδείξουµε, 
απαλείφοντας τώρα το φ, ότι σ’αυτές µπορεί να υπολογιστεί το ψ από τη σχέση 
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Η σχέση (Γ∆.16), κατά µήκος των γραµµών ξ=1 και ξ=ξmax, επιτρέπει πράγµατι τον υπολογισµό των 
ψ=ψ(η), αφού περιέχει µόνο γνωστά διαφορικά (xη,xηη,yη,yηη) κατά µήκος των γραµµών αυτών.  
 
Με γνωστή την κατανοµή φ(ξ) στα όρια η=1 και η=ηmax και την κατανοµή ψ(η) στα όρια ξ=1 και 
ξ=ξmax επιβάλλουµε τη χωρική τους κατανοµή µε κάποιο νόµο (λ.χ. γραµµική κατανοµή ) στο 
εσωτερικό του χωρίου. Μια τέτοια κατανοµή θα µπορούσε λ.χ. να είναι της µορφής  
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Με γνωστά τα φ και ψ σε κάθε κόµβο του προς γένεση πεδίου, οι όροι πηγής f1 και f2 υπολογίζονται 
τοπικά µέσω των σχέσεων (Γ∆.13). 
 
Ένα δεύτερο παράδειγµα µεθόδου που αξίζει να αναφερθεί είναι αυτή του Sorenson. Στη µέθοδο 
αυτή ο έλεγχος των ιδιοτήτων του πλέγµατος γίνεται κατά µήκος δύο µόνο από τις τέσσερις 
πλεγµατικές γραµµές του ορίου. Εστω λ.χ. ότι ο έλεγχος είναι επιθυµητό να γίνει κατά µήκος του 
κάτω (η=1) και του πάνω (η=ηmax) ορίου. Σε κάθε κόµβο αυτών των οριακών γραµµών επιβάλλουµε 
δύο συνθήκες: 
 
• επιθυµητή απόσταση των κόµβων της επόµενης πλεγµατικής γραµµής. Αν η απόσταση αυτή 

συµβολιστεί µε s τότε θα ισχύει ότι  
 

όyxs γνωστηη =+= 22         (Γ∆.19) 

 
• ορθογωνιότητα των πλεγµατικών γραµµών στη περιοχή αυτή, η οποία έχει ήδη διατυπωθεί στη 

µορφή της σχέσης (Γ∆.12) και πρακτικά ισοδυναµεί µε την απαλειφή του συντελεστή Β από τις 
σχέσεις (Γ∆.9). 
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Το σύστηµα των δύο εξισώσεων που προκύπτει γράφεται  
 

222 syx =+ ηη  
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και µπορεί να επιλυθεί ως προς τις άγνωστες παραγώγους xη και yη, οπότε προκύπτουν οι εκφράσεις  
 

22
ξξ

ξ
η

yx

sy
x

+
−=  

           (Γ∆.20) 

η
ξ

ξ
η x

y
x

y −=  

 
Επισηµαίνεται ότι η επιλογή του προσήµου στη λύση του xη έγινε έτσι ώστε να εξασφαλίζεται θετική 
τιµή της Ιακωβιανής ορίζουσας J.  
 
Σε επόµενο βήµα διατυπώνονται οι εξισώσεις (Γ∆.9), µε Β=0, σε κάθε σηµείo των οριακών 
πλεγµατικών γραµµών η=1 και η=ηmax.Πέραν των όρων πηγής f1 και f2, οι µοναδικοί άλλοι άγνωστοι 
στο σύστηµα των δύο εξισώσεων αυτών είναι οι παράγωγοι xηη και yηη. Επισηµαίνεται ότι  οι µεικτές 
παράγωγοι xξη και yξη είναι γνωστές αφού πρακτικά ισούνται µε τις κατά όριο (κατά ξ) παραγώγους 
των γνωστών ποσοτήτων xη και yη. Υποθέτοντας ότι και οι ποσότητες xηη και yηη είναι γνωστές 
(ακολουθούν σχετικοί σχολιασµοί ) επιλύεται το σύστηµα 
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και προκύπτουν οι τιµές των f1 και f2 σε κάθε σηµείο των δύο οριακών γραµµών ως  
 

{ })()(1
3

1
ηηξξηηηξξη yyxxxy

J
f Γ+Α+Γ+Α−=  

           (∆Γ.21) 
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Ο υπολογισµός των f1(ξ,η) και f2(ξ,η) σε κάθε σηµείο (ξ,η) του πλέγµατος προκύπτει από εκθετικές 
διανοµές κατά µήκος πλεγµατικών γραµµών ξ=σταθερό. Έτσι 
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))(exp(),()exp()1,(),( maxmax
111 ηηηξηξηξ −−+−= cfaff  

           (Γ∆.22) 
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όπου η επιλογή τιµών για a,b,c,d καθορίζει τη «γρήγορη» (µεγαλύτερες τιµές, λ.χ. 0,7)  ή «αργή» 
(µικρές τιµές 0,2) απόσβεση των οριακών τιµών των f1 και f2  καθώς κινούµαστε προς  το εσωτερικό 
του πεδίου. Αποσβένοντας τις (υψηλές στα όρια) τιµές των f1 και f2 καθώς αποµακρυνόµαστε  από τα 
όρια, ουσιαστικά οι διαφορικές εξισώσεις (Γ∆.9) γίνονται εξισώσεις τύπου Laplace (µηδενικό δεξί 
µέλος, χωρίς µηχανισµούς ελέγχου) στο εσωτερικό του πεδίου. Γίνεται συνεπώς αντιληπτό ότι η 
µέθοδος που πρότεινε ο Sorenson ουσιαστικά εξασφαλίζει έλεγχο στην κατανοµή του πλέγµατος 
µόνο κοντά σε δύο από τις τέσσερις οριακές γραµµές, αφήνοντας «χωρίς έλεγχο» το εσωτερικό του 
χωρίου και τις άλλες δύο οριακές γραµµές. 
 
Από πρακτικής σκοπιάς αποµένει να συζητηθεί η παραδοχή που έγινε ότι τα xηη και  yηη θεωρούνται  
γνωστά στα όρια η=1 και η=ηmax. Αφού η αριθµητική επίλυση του συστήµατος που προκύπτει ως 
προς τις φυσικές συντεταγµένες xi, i=1,2 των κόµβων γίνεται επαναληπτικά, υιοθετείται η 
επαναληπτική διόρθωση των xηη , yηη.  ∆ηλαδή, σε κάθε επανάληψη, τα xηη και  yηη υπολογίζονται µε 
σχήµατα πεπερασµένων διαφορών εφαρµοσµένα στο τρέχον πλέγµα. Συνήθως, προβλήµατα 
σύγκλισης, που µπορεί να οφείλονται σε αφύσικες τιµές των xηη και yηη υπολογισµένες από ένα 
«κακό» µεταβατικό πλέγµα, αντιµετωπίζονται υποχαλαρώνοντας (πολλές φορές µάλιστα µε πολύ 
χαµηλή τιµή του συντελεστή χαλάρωσης) τις τιµές των xηη  και yηη που υπολογίζονται, κυρίως κατά 
τις πρώτες επαναλήψεις. 
 
Στη µέθοδο του Sorenson µπορούν να προταθούν πολλές τροποποιήσεις, εµπλέκοντας εναλλακτικά 
δεδοµένα για το προς γένεση πλέγµα. Ετσι, λ.χ, θα µπορούσαµε να προτείνουµε να υπολογίζονται τα 
xηη και yηη όχι επαναληπτικά, αλλά µε προκαθορισµένες τιµές. Οι τιµές αυτές (που ουσιαστικά είναι 
οριακές συνθήκες για τα xηη και yηη) πηγάζουν από τρείς υποθέσεις-παραδοχές: 
 
• τη γνωστή κατανοµή της απόστασης της επόµενης πλεγµατικής γραµµής  η=2 ή η=ηmax-1 από τις 

οριακές η=1 ή η=ηmax, αντίστοιχα. Η κατανοµή αυτή θα συµβολίζεται  µε s (το µπορεί να είναι 
σταθερό ή µεταβλητό για διαφορετικές τιµές του ξ) και θα ισχύει η σχέση (Γ∆.19) που 
επαναλαµβάνεται εδώ για λόγους πληρότητας 

 
222
ηη yxs +=           (Γ∆.19) 

 
• τη γνωστή κατανοµή της κατά η µεταβολής της απόστασης s διαδοχικών πλεγµατικών γραµµών 

κοντά στο όριο. Παραγωγίζοντας την (Γ∆.19) προκύπτει ότι  
 

ηηηηηηη yyxxss +=          (Γ∆.23) 
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όπου sη είναι η κατά η παράγωγος του s.  
• την παραδοχή ότι η ορθογωνιότητα των πλεγµατικών γραµµών διατηρείται και στη γειτονιά του 

ορίου, δηλαδή  
 

( ) 0)( 12 =+
∂
∂

=
∂
∂

ηξηξηη
yyxxg   

 
η οποία γράφεται και ως 
 

ξηηξηηηηξηηξ )()( yyxxyyxx −−=+        (Γ∆.24) 

 
Υπενθυµίζεται ότι η κλασσική µέθοδος Sorenson έχει γνωστά τα xη και yη και ένα θέµα µιας απλής 
παραγώγισης κατά s για να υπολογιστούν και οι µεικτές παράγωγοι τους (xη)ξ και (yη)ξ. 
 
Το σύστηµα των εξισώσεων (Γ∆.23) και (Γ∆.24) µπορεί εύκολα να επιλυθεί ως προς τις δύο 
άγνωστες ποσότητες  xηη και yηη  και έτσι να υπολογιστούν αυτές κατά µήκος των γραµµών η=1 και 
η=ηmax. Θα είναι 
 

)(1
12 ξηηη yy

J
x Κ−Κ=   

           (Γ∆.25) 

)(1
211 ηξηη xx

J
y Κ−Κ=  

 
όπου 
 

ηss=Κ1   και  ξηηξηη )()(2 yyxx −−=Κ  

 
 
Γ∆.4 Έλεγχος του  Πλέγµατος µε Πληροφορία από το Εσωτερικό   
 
Μέχρι τώρα, οι όροι πηγής f1 και f2 υπολογίζονταν  κατά µήκος όλων ή µερικών πλεγµατικών 
γραµµών και στη συνέχεια διανέµονταν  στο εσωτερικό του πεδίου µε κάποιο σχήµα  παρεµβολής. 
Νόµοι παρεµβολής που χαρακτηρίζονταν από εκθετική απόσβεση των όρων µακρυά από τα όρια 
εξασφάλιζαν ένα λείο πλέγµα «στην καρδιά» του πεδίου. 
 
Θα σχολιάσουµε, τώρα, έναν τρόπο που θα επέτρεπε να υπολογισθούν οι όροι f1 και f2 επιβάλλοντας 
συγκεκριµένες απαιτήσεις στο εσωτερικό του πλέγµατος. Η µέθοδος αυτή έχει αναπτυχθεί στο 
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Εργαστήριο Θερµικών Στροβιλοµηχανών από το γράφοντα και έχει βρει εφαρµογή σε πολλές 
δύσκολες περιπτώσεις γένεσης πλέγµατος.  
 
Ως αφετηρία έχει  τις εξισώσεις (Γ∆.4) Με την υπόθεση ότι το πλέγµα είναι ορθογώνιο, αυτές 
γράφονται ως  
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Η Ιακωβιανή ορίζουσα ενός ορθογώνιου πλέγµατος παίρνει την απλή µορφή  
 

2211ggJ =           (Γ∆.27) 

 
οπότε ο συνδυασµός των (Γ∆.26) και (Γ∆.27) δίνει  
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           (Γ∆.28) 












∂
∂

=
22

112 1
g
g

J
f

η
 

 

Οι σχέσεις (Γ∆.28) περιέχουν στο δεξί µέλο την ποσότητα  1122 / gg  που αποτελεί το λόγο 

επιµήκους (aspect ratio, ύψος προς βάση) των πλεγµατικών κυψελών. Ο χρήστης εποµένως µπορεί 

να καθορίσει τη χωρική κατανοµή των λόγων επιµήκους 1122 / gg  σε όλο το µετασχηµατισµένο 

πεδίο και εύκολα να υπολογίσει τα δεξιά µέλη των εξισώσεων (Γ∆.28) µε απλές διαφορίσεις κατά ξ 
και η. Με τον τρόπο αυτό καθορίζει τους όρους πηγής f1 και f2 και προχωρεί στην αριθµητική 
επίλυση του συστήµατος (Γ∆.9) µε προκαθορισµένους (σταθερούς σε κάθε σηµείο) όρους f1 και f2. 
 
 
Γ∆.5 Γένεση ∆οµηµένων Πλεγµάτων µε ∆ιαρµονικές Εξισώσεις   
 
Σύµφωνα µε τα όσα έχουν αναφερθεί µέχρι τώρα, η χρήση εξισώσεων τύπου Laplace (f1=f2=0) 
δηµιουργεί λεία πλέγµατα σε οποιοδήποτε χωρίο χωρίς όµως να εξασφαλίζεται οποιοσδήποτε 
έλεγχος πυκνότητας ή ορθογωνιότητας των πλεγµατικών γραµµών. Είναι προφανές ότι η εξίσωση 
Laplace για τις φυσικές συντεταγµένες επιδέχεται µια µόνο οριακή συνθήκη ανά συντεταγµένη (x ή 
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y) και οριακό κόµβο. Για το λόγο αυτό και στην προσπάθεια να επιβάλλουµε περισσότερες της µιας 
οριακές συνθήκες σε κάθε κόµβο, υιοθετήσαµε τις εξισώσεις τύπου Poisson µε µή-µηδενικούς όρους 
πηγής f1 και f2. 
 
Ένας άλλος τρόπος  για να αυξηθεί ο αριθµός των οριακών συνθηκών για τις φυσικές συντεταγµένες 
είναι η διατύπωση και επίλυση διαρµονικών εξισώσεων αντί  εξισώσεων τύπου Poisson.  Γενικά, µια 
διαρµονική εξίσωση γραµµένη για την τυχαία µεταβλητή φ, διατυπώνεται ως  
 

0)( 224 =∇∇=∇ φφ          (Γ∆.29) 
 
και επιδέχεται το παρακάτω ζεύγος οριακών συνθηκών σε κάθε κόµβο 
 

*φφ =    και   0=
∂
∂

n
φ     (Γ∆.30) 

 
Οι οριακές αυτές συνθήκες, αν εφαρµόζονταν για τις φυσικές συντεταγµένες x και y στη θέση της 
µεταβλητής φ, θα επέτρεπαν τον έλεγχο της θέσης των οριακών κόµβων (συνθήκη Dirichlet) αλλά 
και της κλίσης των πλεγµατικών γραµµών που συναντούν το όριο (συνθήκη Neumann). Εδώ  n  είναι 
η κάθετη κατεύθυνση στο όριο . 
 
Η διαρµονική εξίσωση (Γ∆.29)µπορεί να διασπασθεί σε δύο εξισώσεις που πρέπει κατά σειρά να 
ικανοποιηθούν, δηλαδή  
 

02 =∇ p  
           (Γ∆.31) 

p=∇ φ2  
 
µε οριακές συνθήκες για τα p και φ τις παρακάτω 
 

*φφ =    και   02 =
∂
∂

−∇=
n

cp φφ    (Γ∆.32) 

 
όπου c µια τυχαία µη-µηδενική σταθερά και φ* η δεδοµένη τιµή του φ σε κάθε σηµείο του ορίου.  
 
Η χρήση της διαρµονικής εξίσωσης για το πρόβληµα της γένεσης οριόδετου δοµηµένου πλέγµατος 
σηµαίνει  τη διατύπωση των εξισώσεων 
 

0)( 22 =∇∇ ξ           
(Γ∆.33) 
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0)( 22 =∇∇ η           
 

που θα επιλυθούν µε µετασχηµατισµό στο επίπεδο (ξ,η) σύµφωνα µε τα βήµατα που υπαγορεύει η 
σχέση (Γ∆.32), δηλαδή 
 

02 =∇ p           (Γ∆.34α) 
  

p=∇ ξ2           (Γ∆.34β) 
 

02 =∇ q           (Γ∆.34γ) 
  

q=∇ η2           (Γ∆.34δ) 
 
Ο µετασχηµατισµός στο επίπεδο (ξ,η) δηµιουργεί τις παρακάτω εξισώσεις  
 

02 =Γ+Β−Α ηηξηξξ ppp          (Γ∆.35α)  

 
02 =Γ+Β−Α ηηξηξξ qqq          (Γ∆.35β) 

 
( )ηξηηξηξξ qxpxJxxx +−=Γ+Β−Α 22        (Γ∆.35γ) 

 
( )ηξηηξηξξ qypyJyyy +−=Γ+Β−Α 22        (Γ∆.35δ) 

 
όπου οι ποσότητες Α,Β,Γ έχουν ορισθεί στη σχέση (Γ∆.10). Οι οριακές συνθήκες για την επίλυση 
των (Γ∆.35γ) και (Γ∆.35δ) είναι τύπου Dirichlet, που απορρέουν από τη γνωστή κατανοµή κόµβων 
(x=γνωστό, y=γνωστό) στο όριο. Οι οριακές συνθήκες για τις ποσότητες p και q στις εξισώσεις 
(Γ∆.35α) και (Γ∆.35β) είναι περισσότερο σύνθετες. Για να προκύψουν, θεωρούµε ότι εφαρµόζονται  
οι εξισώσεις (Γ∆.35γ) και (Γ∆.35δ) σε κάθε σηµείο του ορίου. Τοπικά, αυτές αποτελούν ένα 
σύστηµα δύο εξισώσεων που λύνεται εύκολα ως προς τις τοπικές τιµές του p και q, δίνοντας ότι  
 

( ))()(1 yLxxLy
J

p ηη −=  

           (Γ∆.36) 

( ))()(1 xLyyLx
J

q ξξ −=  

 
όπου ο τελεστής )(•L  είναι ο 
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( ) 0)()(2)(1)( 2 =•Γ+•Β−•Α−=• ηηξηξξJ
L        (Γ∆.37) 

 
(συγκρίνετε τις σχέσεις (Γ∆.36) µε τις σχέσεις (Γ∆.21) που χρησιµοποιήθηκαν στην τεχνική του 
Sorenson). Συγχρόνως όµως στο όριο ισχύουν και οι σχέσεις (Γ∆.34) και (Γ∆.34δ). Εποµένως, οι 
οριακές συνθήκες για τα p και q σύµφωνα µε τη (Γ∆.32) θα γράφονται είτε στη µορφή  

n
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ή στη µορφή 
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Η (Γ∆.39α) ισχύει στις γραµµές η=1 και η=ηmax, ενώ η (Γ∆.39β) στις γραµµές ξ=1 και ξ=ξmax. 
 
Ο ρόλος της αυθαίρετης σταθεράς c στην ορθογωνιότητα των πλεγµατικών γραµµών πρέπει να 
επισηµανθεί και να αναλυθεί προσεκτικά. Στο εσωτερικό του χωρίου τα p και q ικανοποιούν τις 
(Γ∆.34β) και (Γ∆.34δ), ενώ στο όριο τις (Γ∆. 38α) και (Γ∆.38β). Καθώς ο υπολογισµός συγκλίνει 
και το πλέγµα τείνει να αποκτήσει την τελική (συγκλιµένη) µορφή του, οι τιµές των p και q στα  όρια 
τείνουν προς την τελική τιµή των ξ2∇ και η2∇  αντίστοιχα. Εποµένως οι εξισώσεις (Γ∆.38) τείνουν 
να πάρουν τις µορφές 
 

0=
∂
∂

n
c ξ   και   0=

∂
∂

n
c η   

 
δηλαδή, οι γραµµές ξ=σταθερό και η=σταθερό τείνουν να γίνουν κάθετες στα αντίστοιχα όρια. 
Τονίζεται ότι η εφαρµογή των οριακών συνθηκών (Γ∆.39) για τα p, q απαιτεί επιπλέον πληροφορία, 
η οποία µπορεί να επιτευχθεί συνδυάζοντας τις παραπάνω µεθόδους µε τεχνικές όπως αυτές που 
αναφέρθηκαν για τις µεθόδους του Sorenson ή του Middlecoff,  κλπ. 
 



∆ΠΜΣ – ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ  Γ∆-18 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΓΡΑΜΜΗ

ΓΡΑΜΜΗ
ΣΤΑΘΕΡΟΥ ξ

(x,y)
ΣΤΑΘΕΡΟΥ η

y η

x

ΚΟΜΒΟΙ ∆Ε∆ΟΜΕ

Σχήµα Γ∆.1: ∆ιακριτοποιηµένα όρια (σηµείο-προς-σηµείο) του φυσικού χωρίου και το εξ 
αρχής γνωστό µετασχηµατισµένο ή υπολογιστικό χωρίο . 
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Γ∆.6 Μια Εφαρµογή Μεθόδων Γένεσης ∆οµηµένων Πλεγµάτων  
 
Στη συνέχεια παρατίθεται µια σειρά σχηµάτων, χωρίς αρίθµηση, στα οποία δείχνεται η µορφή 
πλεγµάτων που µπορούν να παραχθούν µε αρκετές από τις τεχνικές γένεσης οριόδετων δοµηµένων 
πλεγµάτων που έχουν ήδη αναλυθεί στην Ενότητα αυτή. 
 
Για την εφαρµογή που ακολουθεί επιλέχθηκε µια απλή, από πρώτη άποψη γεωµετρία. Το 
περίγραµµά της δίνεται αµέσως παρακάτω. Αποτελείται από δύο συµµετρικά άνω και κάτω καµπύλα 
όρια µε την κυρτή πλευρά τους στο εσωτερικό του χωρίου. Το αριστερό και το δεξιό όριο είναι 
επίσης συµµετρικά µε την κοίλη πλευρά τους στο εσωτερικό του χωρίου όπου θα κατασκευασθεί το 
πλέγµα. Οι τέσσερις κορυφές του σχηµατίζουν ένα τετράγωνο µοναδιαίας πλευράς. Κάθε πλευρά 
δηµιουργείται µε την ίδια συνάρτηση, άσχετα µε τον προσανατολισµό της και την κατεύθυνση της 
κοίλης ή κυρτής πλευράς της. Αν επί της ευθείας που συνδέει δύο γειτονικές κορυφές, µοναδιαίας 
απόστασης, µετρά η συντεταγµένη κ (κ=0.0 ως 1.0), τότε η εγκάρσια συντεταγµένη λ (µε αφετηρία- 
µηδενική τιµή το παραπάνω ευθύγραµµο τµήµα θα δίνεται από τη σχέση 
 

))2cos(1( πκελ −±=  
 
όπου ε είναι µία σταθερά. Αυξάνοντας την τιµή του ε αυξάνουµε την καµπυλότητα στα κυρτά και 
κοίλα τµήµατα του περιγράµµατος. Εδώ η τιµή του ε ήταν σταθερή και για τις τέσσερις πλευρές 
(ε=0.15). Αλλάζοντας την τιµή του ε και το πρόσηµο στην παραπάνω σχέση (ίσως και από πλευρά σε 
πλευρά) µπορούν να σχηµατισθούν άλλες συναφείς γεωµετρίες και να δοκιµαστούν σε αυτές οι 
µέθοδοι γένεσης πλέγµατος που προγραµµατίζουµε. 
 
Το περίγραµµα της που δίνεται παρακάτω είναι για ολόκληρο το χωρίο. Σε κάθε επόµενο σχήµα 
όµως θα δίνεται µόνο το ένα τεταρτηµόριο (το κάτω αριστερά) του χωρίου-πλέγµατος, λόγω της 
διπλής συµµετρίας ως προς τον κατακόρυφο και τον οριζόντιο άξονα. Όλα τα πλέγµατα που θα 
δηµιουργηθούν έχουν διάσταση 51×51 κόµβους. Οι οριακοί όµως κόµβοι θα είναι κατά περίπτωση 
διαφορετικά διατεταγµένοι στο περίγραµµα. 
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Με ισοµοιρασµένους τους οριακούς κόµβους στο περίγραµµα, παρουσιάζεται στη συνέχεια το 
γραµµικό πλέγµα της αρχικοποίησης. Αυτό κατασκευάστηκε µε γραµµική παρεµβολή µεταξύ κάτω 
και άνω ορίου, αφου η παρεµβολή µεταξύ αριστερού και δεξιού ορίου θα έδινε γραµµές πλέγµατος 
εκτός του περιγράµµατος. 

 
Παρακάτω δίνεται το πλέγµα που προκύπτει από τις Laplace εξισώσεις (Γ∆.9), µε f1=f2=0. Ήταν 
αναµενόµενο να συγκεντρωθούν αρκετές γραµµές στο κυρτό τµήµα του ορίου (τα µέσα των πάνω 
και κάτω πλευρών) ενώ η άλλη οικογένεια γραµµών «αποφεύγει» τα κοίλα τµήµατα του ορίου (τα 
µέσα των αριστερά και δεξιά πλευρών). 
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Η µέθοδος Thomas-Middlecoff, έδωσε το παρακάτω πλέγµα: 
 

 
Η µέθοδος Sorenson, επιβάλλοντας απόσταση πρώτης πλεγµατικής γραµµής από την οριακή γραµµή 
ίση µε αυτή που καθορίζει το εγκάρσιο όριο (έτσι υπολογίστηκε το s της σχέσης (Γ∆.20)) και µε 
a=b=c=d=0.1  έδωσε το παρακάτω πλέγµα. H µέθοδος Sorenson ελέγχει µόνο το άνω και το κάτω 
όριο, όπου πραγµατικά έχει ελεγχθεί απόλυτα η απόσταση s. Το πλέγµα κοντά στα αριστερά και 
δεξιά όρια είναι µη-ελέγξιµο. 
 

 
 



∆ΠΜΣ – ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ  Γ∆-22 

Ξαναχρησιµοποιείται η µέθοδος Sorenson, επιβάλλοντας ίδια µε πριν απόσταση πρώτης πλεγµατικής 
γραµµής από την οριακή γραµµή αλλά µε a=b=c=d=0.7 και προκύπτει το παρακάτω πλέγµα Με τους 
µεγαλύτερους συντελεστές, πετυχαίνουµε αργή απόσβεση του s που επιβάλλουµε στο όριο. Έτσι 
επηρεάζει και επηρεάζεται πολύ από τις γειτονικές γραµµές του και το αποτέλεσµα δε σέβεται 
απόλυτα την απόσταση s που επιβάλαµε µέσω των όρων πηγής. 

 
∆ιατηρούµε την ίδια διάσταση πλέγµατος αλλά τοποθετούµε τους οριακούς κόµβους στο περίγραµµα 
µε γεωµετρική πρόοδο (λόγος προόδου = 1.20, πύκνωση και στα δύο άκρα κάθε πλευράς). ∆είχνεται 
στη συνέχεια το γραµµικό πλέγµα της αρχικοποίησης που κατασκευάστηκε µε γραµµική παρεµβολή 
µεταξύ κάτω και άνω ορίου, όπως και προηγούµενα. 

 



∆ΠΜΣ – ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ  Γ∆-23 

Παρακάτω δίνεται το πλέγµα που προκύπτει από τις Laplace εξισώσεις (Γ∆.9), µε f1=f2=0. Τώρα που 
το περίγραµµα είναι πυκνωµένο στα άκρα του φαίνεται πού καθαρά η αδυναµία των πλεγµάτων 
Laplace και η ανάγκη ελέγχου µε όρους πηγής. 
 

 
Η µέθοδος Thomas-Middlecoff, έδωσε το παρακάτω πλέγµα: 
 

 
 
 
 



∆ΠΜΣ – ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ  Γ∆-24 

Η µέθοδος Sorenson, επιβάλλοντας απόσταση πρώτης πλεγµατικής γραµµής από την οριακή γραµµή 
ίση µε αυτή που καθορίζει το εγκάρσιο όριο (έτσι υπολογίστηκε το s της σχέσης (Γ∆.20)) και µε 
a=b=c=d=0.1  έδωσε το παρακάτω πλέγµα. H µέθοδος Sorenson ελέγχει µόνο το άνω και το κάτω 
όριο, όπου πραγµατικά έχει ελεγχθεί απόλυτα η απόσταση s. Το πλέγµα κοντά στα αριστερά και 
δεξιά όρια είναι µη-ελέγξιµο. Τώρα που το περίγραµµα είναι πυκνωµένο στα άκρα του, η σύγκλιση 
ήταν πολύ δυσκολότερη. 

 
Ξαναχρησιµοποιείται η µέθοδος Sorenson, επιβάλλοντας ίδια µε πριν απόσταση πρώτης πλεγµατικής 
γραµµής από την οριακή γραµµή αλλά µε a=b=c=d=0.7 και προκύπτει το παρακάτω πλέγµα: 

 



∆ΠΜΣ – ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ  Γ∆-25 

Επιχειρούµε να ελέγξουµε τους όρους πηγής f1 και f2 στο εσωτερικό του πλέγµατος. ∆ηµιουργούµε 
ένα αντίστοιχο πλέγµα (δεν είναι το µετασχηµατισµένο, αλλά κάποιο βοηθητικό) µέσα σε ένα 
τετράγωνο µοναδιαίας πλευράς, µε ίδιο αριθµό σηµείων σε κάθε πλευρά και πυκνωµένο µε την ίδια 
γεωµετρική πρόοδο (βλ. επόµενο σχήµα). Αυτό το χρησιµοποιούµε ώστε να βρούµε το λόγο 
επιµήκους όλων των κυψελών του και µεταφέρουµε την πληροφορία αυτή στους αντίστοιχους 
κόµβους του πλέγµατος. Με τις διαφορίσεις (Γ∆.28) υπολογίζουµε παντού τα f1 και f2. Οι τιµές τους 
δεν αλλάζουν κατά το επαναληπτικό σχήµα. 

 
Με τους έτσι υπολογισµένους όρους πηγής, λύνονται οι εξισώσεις τύπου Poisson και προκύπτει το 
παρακάτω πλέγµα: 

 



∆ΠΜΣ – ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ  Γ∆-26 

∆ιατηρούµε την ίδια διάσταση πλέγµατος αλλά τοποθετούµε τους οριακούς κόµβους στο περίγραµµα 
µε γεωµετρική πρόοδο (λόγος προόδου = 0.80, αραίωση και στα δύο άκρα κάθε πλευράς). ∆είχνεται 
στη συνέχεια το γραµµικό πλέγµα της αρχικοποίησης που κατασκευάστηκε µε γραµµική παρεµβολή 
µεταξύ κάτω και άνω ορίου, όπως και προηγούµενα. 

 
Παρακάτω δίνεται το πλέγµα που προκύπτει από τις Laplace εξισώσεις (Γ∆.9), µε f1=f2=0. Η 
εξίσωση Laplace αδυνατεί να ελέγξει την πύκνωση στην καρδιά του πλέγµατος 

 
 
 



∆ΠΜΣ – ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ  Γ∆-27 

Η µέθοδος Sorenson, επιβάλλοντας απόσταση πρώτης πλεγµατικής γραµµής από την οριακή γραµµή 
ίση µε αυτή που καθορίζει το εγκάρσιο όριο (έτσι υπολογίστηκε το s της σχέσης (Γ∆.20)) και µε 
a=b=c=d=0.5  έδωσε το παρακάτω πλέγµα: 

 
Επιχειρούµε να ελέγξουµε τους όρους πηγής f1 και f2 στο εσωτερικό του πλέγµατος. ∆ηµιουργούµε 
ένα αντίστοιχο πλέγµα (δεν είναι το µετασχηµατισµένο, αλλά κάποιο βοηθητικό) µέσα σε ένα 
τετράγωνο µοναδιαίας πλευράς, µε ίδιο αριθµό σηµείων σε κάθε πλευρά και πυκνωµένο µε την ίδια 
γεωµετρική πρόοδο (βλ. επόµενο σχήµα). Αυτό το χρησιµοποιούµε ώστε να βρούµε το λόγο 
επιµήκους όλων των κυψελών του και µεταφέρουµε την πληροφορία αυτή στους αντίστοιχους 
κόµβους του πλέγµατος. 



∆ΠΜΣ – ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ  Γ∆-28 

Με τους έτσι υπολογισµένους όρους πηγής, λύνονται οι εξισώσεις τύπου Poisson και προκύπτει το 
παρακάτω πλέγµα: 

 



∆ΠΜΣ – ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ  Γ∆-29 

Γ∆.7 Βιβλιογραφία 
 
¨Ενα πολύ καλό και γενικό ανάγνωσµα (παρά το ότι είναι παληό) είναι το review paper: 
 
J.F. Thompson, Z.U.A. Warsi and C.W. Mastin, 
“Boundary-Fitted Coordinate Systems for Numerical Solution of Partial Differential Equations – A 
Review”, 
J. Computational Physics 47, 1-108, 1982. 
 
Η µέθοδος των Thomas-Middlecoff έχει δηµοσιευτεί στο: 
 
P.D. Thomas and J.F. Middlecoff, 
“Direct Control of the Grid Point Distribution in Meshes Generated by Elliptic Equations”, 
AIAA Journal, Vol. 18, No. 6, June 1980. 
 
Η µέθοδος του Sorenson έχει δηµοσιευτεί στο: 
 
R.L. Sorenson and J.L. Steger, 
“Numerical Generation of Two-Dimensional Grids by the Use of Poisson Equations with Grid 
Control at Boundaries” 
WNGG-NASA, 449, 1980. 
 
Η µέθοδος γένεσης πλέγµατος µε διαρµονική µπορεί να βρεθεί στη δηµοσίευση: 
 
P.D. Sparis, 
“A Method for Generating Boundary-Orthogonal Curvilinear Coordinate Systems Using the 
Biharmonic Equation” 
J. Computational Physics 61, 445-462, 1985. 
 
Τέλος, συνιστάται και η συλλογή εργασιών του: 
 
AGARD Conference Proceedings CP-464, 
“Applications of Mesh Generation to Complex 3-D Configurations”, 1990. 
 
Σηµειώνεται ότι κάθε βιβλίο Υπολογιστικής Ρευστοµηχανικής έχει κάποιο σχετικό κεφάλαιο 
(σύντοµο συνήθως, που όσο αφορά τη γένεση πλεγµάτων µε ελλειπτικές εξισώσεις µάλλον 
υπερκαλύπτεται από τις παρούσες σηµειώσεις). 
 
 
 


