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ΠΛ.1 Σκοπός της Προσαρµογής 
 
Με τον όρο προσαρµογή ενός υπολογιστικού πλέγµατος στη λύση ενός µοντελοποιηµένου φυσικού 
προβλήµατος εννοούµε την διαδικασία του εµπλουτισµού-απεµπλουτισµού του, µε την προσθήκη ή 
αφαίρεση στοιχείων του πλέγµατος (κόµβων-ακµών-τριγώνων αν πρόκειται για πλέγµα τριγωνικών 
στοιχείων) σε συγκεκριµένες περιοχές του χωρίου. Η διαδικασία  αυτή λαµβάνει χώρα κατά τη 
διάρκεια εξέλιξης της λύσης του φυσικού προβλήµατος (περιοδικά στα πλαίσια του επαναληπτικού 
σχήµατος επίλυσης), σύµφωνα µε κανόνες που σχετίζονται µε τοπικές ιδιότητες της υπό διαµόρφωση 
λύσης. Περιοχές που απαιτούν εµπλουτισµό ή απεµπλουτισµό σε στοιχεία αναγνωρίζονται µε την 
ικανοποίηση σχετικών κριτηρίων σε τρόπο ώστε να υπάρχει επαρκής ανάλυση του 
διακριτοποιηµένου χωρίου που να επιτρέπει την αριθµητική επίλυση του φυσικού προβλήµατος µε 
την επιθυµητή ακρίβεια στις περιοχές αυτές. Από την άλλη πλευρά, η διαδικασία του 
απεµπλουτισµού αποτρέπει την υπερφόρτωση του υπολογιστικού πλέγµατος µε επιπλέον στοιχεία σε 
περιοχές όπου αυτά είναι περιττά και κρατά σε λογικά επίπεδα το χρόνο υπολογισµού και την 
απαιτούµενη µνήµη.  
 
Η ενότητα αυτή αντιµετωπίζει ουσιαστικά το πρόβληµα της προσαρµογής όπως συµβαίνει κατά τη 
χρήση µη-δοµηµένων πλεγµάτων τριγωνικών στοιχείων. Βέβαια, η επέκταση όσων θα αναλυθούν 
και σε άλλα µη-δοµηµένα πλέγµατα είναι αρκετά εύκολη. Για τα δοµηµένα πλέγµατα, τα πράγµατα 
είναι διαφορετικά αφού εκεί κάθε εµπλουτισµός ή απεµπλουτισµός πρέπει να έχει συνολικό και όχι 
τοπικό χαρακτήρα. Όταν χρειάζεται αναφορά σε φυσικά προβλήµατα, συνήθως θα γίνεται αναφορά 
σε προβλήµατα ροής. Σ’ αυτά, η διαδικασία προσαρµογής του πλέγµατος εφαρµόζεται σε περιοχές 
ανακυκλοφορίας, κυµάτων κρούσης, οριακών στρωµάτων, σηµείων ανακοπής κ.τ.λ. Αντίστοιχες 
περιοχές µπορεί να διατυπώσει κανείς και για κατασκευαστικά προβλήµατα. 
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Οι λόγοι που επιβάλλουν την προσαρµογή των πλεγµάτων είναι πολλοί. Κατ’αρχή πολλά 
χαρακτηριστικά της ροής είναι άγνωστα µέχρι να λυθεί το πρόβληµα, ή έστω µέχρι να πάρουµε µια 
πρώτη γενική εικόνα του πεδίου λύσης. Άρα ξεκινώντας την επίλυση του προβλήµατος δεν είναι 
γνωστό λ.χ. το που θα εµφανιστεί η ασυνέχεια, οπότε αδυνατούµε να κατασκευάσουµε εξαρχής το 
κατάλληλο πλέγµα. Με τη διαδικασία της προσαρµογής ενός πλέγµατος, κατά τη διάρκεια εξέλιξης 
της αριθµητικής λύσης, µας δίνεται η δυνατότητα να ξεκινήσουµε την επίλυση από ένα σχετικά 
αραιό πλέγµα το οποίο επιτρέπει την απόκτηση µιας γενικής εικόνας του πεδίου λύσης και στη 
συνέχεια µε το σωστό πύκνωµα ή αραίωµα, ανά περιοχές, του πλέγµατος να πετύχουµε µια πιο 
ακριβή λύση. Επιπλέον µας δίνεται η δυνατότητα να παρακολουθούµε λ.χ. µια ασυνέχεια που 
κινείται. Ακόµα και σε περίπτωση που είναι “περίπου” γνωστή η µορφή του πεδίου, είναι ασύµφορο 
υπολογιστικά να επιλύεται το πρόβληµα από την αρχή µε πυκνό πλέγµα, δηλαδή µε πολλούς 
υπολογιστικούς κόµβους. Το να ξεκινήσει, βέβαια, η λύση από ένα πολύ αραιό αρχικό πλέγµα 
µπορεί να αποβεί αναποτελεσµατικό, σε κάποιες περιπτώσεις. 
  
Σε σχέση µε την προσαρµογή δοµηµένων πλεγµάτων, αυτή των µη-δοµηµένων παρουσιάζει 
ορισµένα βασικά πλεονεκτήµατα. Το πιο σηµαντικό από αυτά είναι η δυνατότητα τοπικής επέµβασης 
στο πλέγµα και µόνο στην περιοχή ενδιαφέροντος, ενώ αντίθετα κάθε επέµβαση σε δοµηµένα 
πλέγµατα πρέπει είναι ολική, µε προσθήκη γραµµών και στηλών σε όλο το χωρίο. Επίσης είναι 
σαφώς πιο εύκολη η επέµβαση σε πλέγµα σύνθετων γεωµετριών. Η πιο άµεση και εύκολη 
διαδικασία της προσαρµογής σε συνδυασµό µε την ικανότητα κατασκευής πλέγµατος σε σύνθετες 
γεωµετρίες αποτελεί ουσιαστικά το βασικό πλεονέκτηµα της χρήσης µη-δοµηµένων πλεγµάτων σε 
σχέση µε τη χρήση των δοµηµένων. Προβλήµατα που µπορεί να παρουσιασθούν εξαιτίας της 
προσαρµογής των µη-δοµηµένων πλεγµάτων, στη µορφή απόκλισης της αριθµητικής από την ακριβή 
λύση, µπορεί να οφείλονται στη γειτνίαση µικρών µε µεγάλες κυψέλες που είναι δυνατόν να 
δηµιουργηθούν µετά από προσαρµογή. Τέλος πρέπει να τονιστεί πως ο χειρισµός της προσαρµογής 
µη-δοµηµένων πλεγµάτων είναι πιο πολύπλοκος από αυτόν των δοµηµένων, και απαιτεί µεγαλύτερο 
προγραµµατιστικό χρόνο. Για την αποφυγή σύγχυσης πρέπει να διευκρινιστεί ότι η παρούσα εργασία 
ασχολείται µόνο µε τεχνικές προσαρµογής που σέβονται τις γενικότερες αρχές τοπολογίας ενός 
πλέγµατος. Έτσι για παράδειγµα, δε γίνεται αναφορά σε τεχνικές απλής υπέρθεσης νέων στοιχείων 
(grid embedding) οι οποίες ούτως ή άλλως, µπορούν να λειτουργήσουν ανεξάρτητα από το εάν το 
πλέγµα είναι δοµηµένο ή µη-δοµηµένο. 
 
Με βάση τα παραπάνω, η βασική αρχή που διέπει την τοπολογία ενός-µη δοµηµένου πλέγµατος και 
η οποία πρέπει να ισχύει σε κάθε φάση (αρχική, ενδιάµεση ή τελική) της διαδικασίας της 
προσαρµογής, συνοψίζεται στο ότι δεν επιτρέπεται η δηµιουργία υπολογιστικού κόµβου στο 
εσωτερικό της ακµής ενός ενεργού τριγώνου. (Ο όρος ενεργό τρίγωνο θα γίνει κατανοητός στη 
συνέχεια. Εδώ διευκρινίζουµε ότι µε τον όρο αυτό χαρακτηρίζεται κάθε τρίγωνο που κατά τη 
συγκεκριµένη χρονική επανάληψη συµµετέχει στον υπολογισµό.) 
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ΠΛ.2 Βασικές Αρχές της Προσαρµογής 
 
Η προσαρµογή λειτουργεί µε τον εµπλουτισµό - απεµπλουτισµό του πλέγµατος που λαµβάνει χώρα 
ανά συγκεκριµένο πλήθος επαναληπτικών βηµάτων. Πιο συγκεκριµένα, ο εµπλουτισµός υλοποιείται 
µέσω της κατάτµησης µεγάλων τριγώνων σε µικρότερα, δηµιουργώντας έτσι νέα στοιχεία (κόµβους, 
πλευρές, τρίγωνα). Αντίθετα, απεµπλουτισµός συνίσταται από τη συγκόλληση στοιχείων µε σκοπό 
τον επανασχηµατισµό των τριγώνων από τα οποία έχουν προέλθει προήλθαν κατά τις προηγούµενες 
φάσεις εµπλουτισµού. Γίνεται λοιπόν αµέσως φανερό πως τα τρίγωνα του αρχικού πλέγµατος  δεν 
έχουν τη δυνατότητα να υποστούν απεµπλουτισµό. Θα συµβολίζουµε αυτά τα τρίγωνα της πρώτης 
γενεάς µε τον όρο F1 (ο συµβολισµός αυτός είναι δανεικός από τη βιολογία). Η διαδικασία της 
προσαρµογής φαίνεται σχηµατικά παρακάτω: 
 

ή
ΕΜΠΛΟΥΤΙΣΜΟΣ ΑΠΕΜΠΛΟΥΤΙΣΜΟΣ

Σχηµατική απεικόνιση της διαδικασίας εµπλουτισµού και
απεµπλουτισµού

 
 
Υπάρχουν στη βιβλιογραφία πολλές µέθοδοι µε τις οποίες µπορεί να υλοποιηθεί η προσαρµογή 
πλεγµάτων στη λύση, καθεµία από τις οποίες ακολουθεί διαφορετικές αρχές. Εδώ, η βασική αρχή της 
προσαρµογής είναι ότι δεν επιτρέπεται να υπάρχουν στο όριο των  τριγώνων πάνω από τρεις κόµβοι, 
ή αλλιώς κάθε κόµβος πρέπει να είναι µόνο κοινή κορυφή τριγώνων και όχι µεσόκοµβος κάποιας 
πλευράς, ή διαφορετικά σε κάθε κόµβο πρέπει να συντρέχουν µόνο τρίγωνα.  
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       Μη-αποδεκτό        ∆εκτό

Παράδειγµα µη-αποδεκτού και δεκτού τρόπου διάσπασης τριγώνων.

 
Οι περιπτώσεις που παρουσιάζονται ως µη-αποδεκτές στο τελευταίο σχήµα ανήκουν ουσιαστικά στις 
τεχνικές απλής υπέρθεσης νέων στοιχείων (grid embedding) που, όπως προαναφέρθηκε, δε θα µας 
απασχολήσουν. Απλά πρέπει να σηµειωθεί ότι οι τεχνικές απλής υπέρθεσης έχουν το πλεονέκτηµα  
να απαιτούν λιγότερο χώρο µνήµης (λόγω του ότι όταν χρειάζεται να εµπλουτιστεί ένα τριγωνικό 
στοιχείο, αυτό δεν παρασύρει σε εµπλουτισµό τα άµεσα γειτονικά του τρίγωνα) αλλά και το 
µειονέκτηµα να απαιτεί πολυπλοκότερη τοπολογική δοµή (λ.χ. µια ακµή παύει πλέον να αποτελεί το 
όριο δύο τριγώνων κ.τ.λ.) και ακόλουθη τροποποίηση του συνήθους λογισµικού επίλυσης. 
 
Κάθε αλγόριθµος που αναπτύσσεται για το πρόβληµα της προσαρµογής υπακούει σε κάποιους 
κανόνες. Μια αυτοτελής τέτοια οµάδα κανόνων, δίνεται αµέσως παρακάτω: 
 
Κανόνας 1 (Κ1) 
Η µορφή του αρχικού πλέγµατος (πλέγµα F1) δεν επιτρέπεται να αλλάξει. ∆ηλαδή δεν επιτρέπεται η 
µετακίνηση των κόµβων ή η αναπροσαρµογή της µορφής του πλέγµατος µε δεδοµένους τους 
κόµβους. Έτσι λ.χ. δεν επιτρέπεται να διατηρηθούν οι υπάρχοντες κόµβοι και να επιχειρηθεί η 
γένεση νέων τριγώνων λ.χ. µε την τεχνική Delaunay. 
 
Κανόνας 2 (Κ2) 
 Ένα τρίγωνο επιτρέπεται να διασπαστεί µε δύο µόνο τρόπους που φαίνονται στο επόµενο σχήµα. 
Στο ίδιο σχήµα παρουσιάζεται και ένας µη αποδεκτός τρόπος διάσπασης. 
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    ∆εκτό          ∆εκτό     Μη-αποδεκτό

Παράδειγµα αποδεκτού και µη-αποδεκτού τρόπου γένεσης τριγώνων.
 

 
Ο κανόνας αυτός ισχύει ώστε να αποφευχθεί η δηµιουργία πολύ µακρόστενων τριγώνων πράγµα που 
θα δηµιουργούσε επιπλέον σφάλµατα στην επίλυση της ροής. 
 
Κανόνας 3 (Κ3) 
Ένα τρίγωνο που έχει προέλθει από διάσπαση τριγώνου προηγούµενης γενεάς σε δύο τρίγωνα, 
δηλαδή ένα τρίγωνο µε ένα αδερφό τρίγωνο δεν επιτρέπεται να διασπαστεί παραπέρα στην τρέχουσα 
µορφή του. Πρέπει να προηγηθεί διάσπαση του µητρικού τριγώνου σε τέσσερα, αντί δύο, τρίγωνα, 
και αν ακόµα ισχύουν τα κριτήρια εµπλουτισµού, τότε να προχωρήσει η διάσπαση κάποιου ή 
κάποιων από τα τέσσερα νέα τρίγωνα. Ο λόγος που επιβάλλεται αυτή η διαδικασία είναι, όπως και 
παραπάνω, να αποφευχθούν τα ιδιαίτερα µακρόστενα τρίγωνα, ως αποτέλεσµα συνεχών 
διχοτοµήσεων τριγώνων.  
 
Κανόνας 4 (Κ4) 
Τρίγωνο που ανήκει σε οικογένεια τεσσάρων παιδιών επιτρέπεται να σπάσει. 
 
Κανόνας 5 (Κ5) 
Τα τρίγωνα δεν επιτρέπεται να διασπώνται επ’ άπειρο. Με τον τρόπο αυτό αποφεύγεται αφενός µεν η 
δηµιουργία πολύ µικρών τριγώνων και αφετέρου δε η υπερβολική αύξηση του χρόνου υπολογισµού 
αλλά και απαιτούµενης µνήµης υπολογιστή, λόγω υπερβολικής και αναίτιας αύξησης του αριθµού 
των τριγώνων. 
 
Κανόνας 6 (Κ6) 
‘Όταν ένα τρίγωνο διασπάται, ενδέχεται να παρασύρει και ορισµένα από τα γειτονικά του ώστε να 
διατηρηθεί η φυσιογνωµία του τυπικού µη-δοµηµένου πλέγµατος. 
 
Κανόνας 7 (Κ7) 
Στα περιοδικά πλέγµατα, η γένεση ή η απαλοιφή στοιχείων στο περιοδικό όριο πρέπει να 
συνοδεύεται από αντίστοιχη γένεση ή  απαλοιφή στην περιοχή που αντιστοιχεί σ’ αυτό µέσω της 
περιοδικότητας. 
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ΠΛ.3 ∆ιαχείριση Πληροφοριών κατά την Προσαρµογή 
 
Λόγω της φύσης των µη-δοµηµένων πλεγµάτων η διαχείρισή τους και ακόµα περισσότερο η 
προσαρµογή τους στη λύση είναι µια αρκετά πολύπλοκη διεργασία. Έτσι, ενώ σε ένα δοµηµένο 
πλέγµα αρκoύν δύο δείκτες (i,j) για να οριστεί πλήρως ένας υπολογιστικός κόµβος (π.χ. ο i+1,j είναι 
ο ανατολικός του κόµβος, σε ένα µη-δοµηµένο πλέγµα τριγωνικών στοιχείων απαιτείται µια σειρά 
πληροφοριών που να συνδέει κόµβους, πλευρές και τρίγωνα, ώστε να είναι εύκολη η προσπέλαση 
και η διαχείριση όλων των στοιχείων του. Πρόσθετες πληροφορίες που να συσχετίζουν τις διάφορες 
«γενεές» (από προσαρµογή σε προσαρµογή) πλεγµάτων µεταξύ τους, είναι επίσης αναγκαίες. 
 
Στο σηµείο αυτό πρέπει να γίνει διαχωρισµός των πλευρών των τριγώνων του υπολογιστικού 
πλέγµατος σε τρεις κατηγορίες: 
 
α)Ενεργά: Είναι αυτά που λαµβάνονται υπόψη στην επίλυση της ροής κατά την τρέχουσα 
επανάληψη. Αυτά µπορεί να είναι είτε στοιχεία του αρχικού πλέγµατος, είτε µεταγενέστερα αυτών, 
δηλαδή προερχόµενα από διάσπαση στοιχείων προγενέστερων γενεών. 
 
β)Ανενεργά: Είναι αυτά που δε λαµβάνονται υπόψη στην επίλυση στην τρέχουσα επανάληψη λόγω 
της αντικατάστασής τους από άλλα νεότερης γενεάς σε κάποιο στάδιο της προσαρµογής. Αν υπάρχει 
δυνατότητα απεµπλουτισµού, τα χαρακτηριστικά τους (συντεταγµένες, τοπολογική σύνδεση µεταξύ 
κόµβων, πλευρών και τριγώνων, γενεαλογικές πληροφορίες) πρέπει να παραµείνουν αποθηκευµένα 
σε γενεαλογικούς και τοπολογικούς πίνακες. Ο λόγος είναι ότι µε τη διαδικασία του απεµπλουτισµού 
υπάρχει το ενδεχόµενο να ξαναγίνουν ενεργά σε µια µεταγενέστερη φάση του υπολογισµού. Επίσης 
οι γενεαλογικές πληροφορίες των οριακών κόµβων του αρχικού πλέγµατος (κοµβοι F1) είναι 
αναγκαίες για την εύρεση των συντεταγµένων των νέων κόµβων µε παρεµβολή. 
 
γ)Εξουδετερωµένα: Είναι αυτά που έχουν απαλειφθεί λόγω του απεµπλουτισµού (ή και µερικών 
σταδίων του εµπλουτισµού). Τα στοιχεία αυτά δε χρειάζονται πλέον και τα χαρακτηριστικά τους 
σβήνονται από τους τοπολογικούς και γενεαλογικούς πίνακες. Οι αριθµοί ταυτότητας (IDentification 
number) που τα χαρακτηρίζουν πρέπει να εισέρχονται σε κατάλληλη λίστα αναµονής για να 
µπορέσουν να ξαναχρησιµοποιηθούν αργότερα, ώστε να χαρακτηρίσουν νέα στοιχεία του πλέγµατος 
που ενδεχόµενα θα δηµιουργηθούν σε επόµενη φάση.  
  
Tις αναγκαίες πληροφορίες που χρειάζονται για να περιγραφεί ένα πλέγµα τριγωνικών στοιχείων 
περιέχουν οι τοπολογικοί πίνακες. Πιο συγκεκριµένα, για κάθε τρίγωνο θα µπορούσαν να 
αποθηκεύονται οι τρεις κορυφές και οι τρεις πλευρές του, για κάθε πλευρά οι δύο ακραίοι κόµβοι 
της, ενώ για κάθε κόµβο οι συντεταγµένες του καθώς και ένας λογικός δείκτης που φανερώνει τον 
τύπο του. Ο τελευταίος δείκτης  περιγράφει το αν είναι εσωτερικό σηµείο του χωρίου ‘η οριακό 
σηµείο και τι τύπου οριακή συνθήκη θα εφαρµοστεί εκεί.. 
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Από την άλλη πλευρά, οι απαραίτητες πληροφορίες για την πραγµατοποίηση της προσαρµογής 
περιέχονται στους γενεαλογικούς πίνακες. Είναι προφανές ότι αν δεν πρόκειται να λειτουργήσει η 
διαδικασία προσαρµογής, για την αριθµητική επίλυση του πεδίου ροής χρειάζονται µόνο οι 
τοπολογικοί και όχι οι γενεαλογικοί πίνακες. Λογικό είναι ότι οι πληροφορίες των γενεαλογικών 
πινάκων µπορούν να αποθηκευτούν µε πολλούς τρόπους. Η οικονοµία υπολογιστικής µνήµης και η 
εύχρηστη διαχείριση και ανανέωση των πινάκων είναι πρωταρχικό µέληµα του προγραµµατιστή. Για 
παράδειγµα, οι γενεαλογικοί πίνακες µπορούν να ορίζονται σε πλευρές και τρίγωνα. ¨Ένας τρόπος 
αποθήκευσης, όχι αναγκαστικά ο καλύτερος, θα ήταν να αποθηκεύονται τέτοιες πληροφορίες: 
 
-στις πλευρές, όπου για κάθε πλευρά φυλάσσονται πληροφορίες που αφορούν το αν αυτή είναι 
ενεργός ή όχι, τον αριθµό ταυτότητας (ID) της πλευράς από την οποία προήλθε, για την περίπτωση 
που προέρχεται από διάσπαση πλευράς προηγούµενης γενεάς, τα ID των πλευρών στις οποίες έχει 
διασπαστεί και του ID του µεσόκοµβού της, αν στη παρούσα φάση είναι διασπασµένη, οπότε είναι 
και ανενεργός. Ο γενεαλογικός πίνακας αποτελείται από την παρακάτω σχηµατική δοµή ανά πλευρά 
πλευρά του πλέγµατος: 
 

Όπου:
α,β - ID των απογόνων πλευρών

ή
0 (αν είναι ενεργός)

γ     - ID της µητρικής πλευράς
            ή
            0 αν είναι η ίδια στοιχείο του πλέγµατος F1

    ή είναι εσωτερική πλευρά µητρικού τριγώνου
δ     - ID του µεσόκοµβου

ή
0 (αν είναι ενεργός)

α β δγ

 
 
-στα τρίγωνα, όπου και εδώ για κάθε τρίγωνο αποθηκεύονται πληροφορίες που αφορούν το αν αυτό 
είναι ενεργό ή όχι, τον αριθµό ταυτότητας (ID) του τριγώνου από το οποίο έχει προέλθει, στην 
περίπτωση που δεν είναι τρίγωνο του αρχικού πλέγµατος, και τα ID των τριγώνων που έχουν 
δηµιουργηθεί από τη διάσπαση του, αν επιπλέον είναι ανενεργό. Ο γενεαλογικός πίνακας αποτελείται 
από την παρακάτω σχηµατική δοµή ανά τριγωνικό στοιχείο πλέγµατος: 
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όπου:
α           - πλήθος απογόνων

        0 (αν είναι ενεργό)
        2 (αν είναι ανενεργό)
        4 (αν είναι ανενεργό)
      -1 (αν είναι εξουδετεροµένο)

β,γ,δ,ε   - ID των απογόνων τριγώνων
ζ           - ID του µητρικού τριγώνου

        ή
        0 αν το τρίγωνο ανήκει στο F1 πλέγµα

α β δγ ε ζ

 
 
 
ΠΛ.4 Κριτήρια Εµπλουτισµού και Απεµπλουτισµού 
 
Όπως έχει αναφερθεί σκοπός της προσαρµογής είναι η προσέγγιση της ακριβούς αριθµητικής λύσης 
µε τη χρήση κατά το δυνατό λιγότερων υπολογιστικών στοιχείων. Βασικό στοιχείο που καθορίζει την 
επιτυχία αυτής της προσέγγισης είναι και η σωστή επιλογή των περιοχών του χωρίου όπου θα 
πραγµατοποιηθεί ο εµπλουτισµός του πλέγµατος. Η επιλογή αυτή συνήθως γίνεται µε κριτήρια που 
εφαρµόζονται πάνω σε ακµές. Λαµβάνονται, δηλαδή, υπόψη κάποια χαρακτηριστικά µεγέθη του 
πεδίου πάνω σε κάθε ενεργό πλευρά του πλέγµατος και στη συνέχεια αποφασίζεται ποιες από αυτές 
θα σηµειωθούν ως υποψήφιες προς εµπλουτισµό ή απεµπλουτισµό. Άρα η σωστή αυτή επιλογή των 
περιοχών όπου θα επέµβει ο αλγόριθµος εξαρτάται από τρεις παραµέτρους. 
 
 α) Την κατάλληλη επιλογή φυσικής ποσότητας (αισθητήριο) (σε προβλήµατα ροής θα µπορούσε να 
είναι η ταχύτητα, η πυκνότητα, ή η πίεση κ.λ.π.), που να µπορεί να δώσει επαρκείς ενδείξεις για τις 
περιοχές του πεδίου όπου συµβαίνουν τα κυρίως φυσικά φαινόµενα (λ.χ. ασυνέχειες) και όπου µια 
πιο ακριβής εικόνα του πεδίου είναι επιθυµητή.  
 
β) Την εύρεση µιας αναλυτικής συνάρτησης (συνάρτηση κρίσης) που εφαρµοζόµενη πάνω σε κάθε 
ενεργό πλευρά να παρέχει, στηριζόµενη στην προεπιλεγείσα φυσική ποσότητα-αισθητήριο, µια 
αριθµητική ένδειξη της ευαισθησίας της πλευράς αυτής. (π.χ. η πρώτη ή δεύτερη παράγωγος, η 
διαφορά, ο µέσος όρος, ένας διαφορικός τελεστής, κ.λ.π.) 
 
γ) Την τελική απόφαση για το ποιες πλευρές θα µαρκαριστούν προς εµπλουτισµό ή απεµπλουτισµό, 
ορίζοντας κατώφλια για τις παραπάνω αριθµητικές ενδείξεις. Τα κατώφλια εµπλουτισµού και 
απεµπλουτισµού πρέπει να είναι τέτοια ώστε να αποφεύγεται µια διαρκής ενεργοποίηση-
απενεργοποίηση των ίδιων πλευρών. 
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Σηµειώνουµε ότι είναι ενδεχόµενο τα αισθητήρια ή και οι αντίστοιχες συναρτήσεις κρίσης να είναι 
περισσότερες της µίας, µε κάθε µια από αυτές να εντοπίζει διαφορετικά φυσικά φαινόµενα, οπότε 
ενδεχόµενα να ενεργοποιείται καθεµία και σε διαφορετική περιοχή του πεδίου.  
 
Σε αυτό το στάδιο, όπου εντοπίζονται οι υποψήφιες για εµπλουτισµό και απεµπλουτισµό πλευρές, 
εφαρµόζεται και ο κανόνας Κ5 της προσαρµογής. Με βάση αυτόν, για την αποφυγή δηµιουργίας 
υπερβολικά µικρών τριγώνων, πλευρές από κάποιου µήκους και κάτω δεν επιτρέπεται να 
σηµειώνονται για εµπλουτισµό, παρά µόνο για ενδεχόµενο απεµπλουτισµό. Το µήκος αυτό ορίζεται 
αυθαίρετα συνήθως ως ένα ποσοστό (έστω το 10~20%) του ελάχιστου µήκους πλευράς του αρχικού 
πλέγµατος. 
  
Εδώ πρέπει να τονιστεί ότι το µαρκάρισµα µιας πλευράς για εµπλουτισµό θα την οδηγήσει 
υποχρεωτικά σε διάσπαση, ενώ µαρκάρισµα για απεµπλουτισµό δε σηµαίνει αναγκαστικά και 
απαλοιφή της πλευράς. Τέλος υπάρχει η δυνατότητα, µια πλευρά, ακόµα και αν δεν είναι 
µαρκαρισµένη,  να διασπαστεί όταν το επιβάλλουν λόγοι διατήρησης της γενικής φυσιογνωµίας ενός 
µη-δοµηµένου πλέγµατος γεγονός που είναι αποτέλεσµα της τήρησης των κανόνων προσαρµογής 
που αναφέρθηκαν σε προηγούµενη παράγραφο.  
 
 
ΠΛ.5 ∆ιαδικασία Εµπλουτισµού 
 
Η διαδικασία του εµπλουτισµού ξεκινά αφού έχουν ήδη σαρωθεί οι ακµές του πλέγµατος και έχουν 
σηµειωθεί µε ένα λογικό δείκτη εκείνες που είναι υποψήφιες για διάσπαση (µαρκάρισµα ακµών). Οι 
πλευρές αυτές θα διασπαστούν οπωσδήποτε προς δηµιουργία νέων σηµείων, πλευρών και τριγώνων, 
όπως φαίνεται στο σχήµα. 
 

Μαρκαρισµένη για
απεµπλουτισµό πλευρά
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Στον αλγόριθµο προσαρµογής που χρησιµοποιήθηκε η διαδικασία εµπλουτισµού ακολουθεί τα εξής 
βασικά βήµατα. 
 
ΒΗΜΑ 1 
Μετά τη διαδικασία του µαρκαρίσµατος, είναι δυνατό να έχουν µαρκαριστεί για απεµπλουτισµό δύο 
µόνο από τις τρεις πλευρές ενός τριγώνου. Σύµφωνα µε τον κανόνα Κ2 της προσαρµογής, η 
διάσπαση επιτρέπεται µόνο κατά δύο τρόπους. ∆ηλαδή µε τη διχοτόµηση είτε της µιας είτε και των 
τριών πλευρών του τριγώνου. Εποµένως γίνεται η σύµβαση σε µια τέτοια περίπτωση αυτόµατα να 
µαρκάρεται αναγκαστικά και η τρίτη πλευρά ενός τέτοιου τριγώνου. 
 

ΒΗΜΑ 1

ΒΗΜΑ 1
Σε τρίγωνο µε δύο µαρκαρισµένες για εµπλουτισµό πλευρές
µαρκάρεται υποχρεωτικά και η τρίτη.  
 
ΒΗΜΑ 2 
Σύµφωνα µε τον Κ3 της προσαρµογής δεν επιτρέπεται σε τρίγωνα που έχουν προέλθει από µητρικό 
τρίγωνο µε δύο παιδιά να διασπαστεί εκ νέου στη µορφή που είναι. Εποµένως, σε περίπτωση που 
εντοπιστεί τρίγωνο µε σηµειωµένη για εµπλουτισµό κάποια πλευρά του, και ανήκει σε οικογένεια 
δύο παιδιών, τότε αυτό και το αδερφό του τρίγωνο (τα δύο τρίγωνα-παιδιά του µητρικού) 
απαλείφονται και σηµειώνονται για διάσπαση και οι τρεις πλευρές του µητρικού τριγώνου.  
Η ακριβής διαδικασία είναι: 
α) Απαλείφονται τα δύο παιδιά. τρίγωνα, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. Παύουν δηλαδή να 
είναι ενεργά, και οι ID τους εισέρχονται στη λίστα αναµονής των τριγώνων για πιθανή µελλοντική 
χρήση. 
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ΒΗΜΑ 2α

Ενεργό τρίγωνο

Ενεργός πλευρά
Ανενεργός πλευρά

ΒΗΜΑ 2α
Απαλειφή των απογόνων τριγώνων µητρικού µε δύο παιδιά και µαρκαρισµένη
τουλάχιστον µία τουλάχιστον πλευρά για απεµπλουτισµό.  

 
β) Απαλείφεται η κοινή τους πλευρά και ο ID του εισέρχεται στη λίστα αναµονής των τριγώνων για 
µελλοντική χρήση. 

ΒΗΜΑ 2β
Απαλειφή της κοινής πλευράς των απογόνων τριγώνων

ΒΗΜΑ 2β

 
γ) Μαρκάρονται για εµπλουτισµό και οι τρεις πλευρές του µητρικού τριγώνου. 

ΒΗΜΑ 2γ

ΒΗΜΑ 2γ
Μαρκάρισµα για εµπλουτισµό και των τριών πλευρών του µητρικού  

 
Σε αυτό το σηµείο, καλό θα ήταν να σηµειωθεί πως δεν απαλείφονται ο µεσόκοµβος και οι δύο 
αδερφές πλευρές γιατί, ούτως ή άλλως, θα χρειαστούν κατά τη γένεση των τριγώνων-παιδιών. 
Φανερό είναι πως τα βήµατα 1 και 2 αλλάζουν την εικόνα του πλέγµατος όσον αφορά τις 
µαρκαρισµένες πλευρές. Γι’αυτό απαιτείται µια επαναληπτική µέθοδος, που αποτελείται από τη 
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συνεχή εκτέλεση των βηµάτων 1 και 2 µέχρι του σηµείου όπου δεν εµφανίζονται νέα µαρκαρίσµατα. 
Όπως εύκολα διαπιστώνεται αυτή η επαναληπτική διαδικασία επιβάλλεται επειδή µια µαρκαρισµένη 
πλευρά µπορεί να παρασύρει σε σπάσιµο και άλλες πλευρές λόγω της εφαρµογής των κανόνων της 
προσαρµογής. 
 
ΒΗΜΑ 3 
Σε αυτή τη φάση, αφού έχει ολοκληρωθεί το µαρκάρισµα των πλευρών, πραγµατοποιείται η 
διάσπασή τους. Εξάγονται από τις λίστες αναµονής δύο πλευρές και ένας κόµβος για κάθε 
µαρκαρισµένη πλευρά (εξαιρούνται οι πλευρές όπως αυτές του βήµατος 2 που διατήρησαν το 
µεσόκοµβό τους), τα οποία αµέσως ενεργοποιούνται και των οποίων οι πίνακες (γενεαλογικοί και 
τοπολογικοί) συµπληρώνονται. 
 

ΒΗΜΑ 3

ΒΗΜΑ 3
∆ιάσπαση των µαρκαρισµένων πλευρών

 
 
Ο νέος κόµβος τοποθετείται στο γεωµετρικό µέσο της µητρικής πλευράς, εκτός εάν πρόκειται για 
οριακό σηµείο οπότε οι συντεταγµένες του καθορίζονται µε ακριβή παρεµβολή. Αυτό είναι 
απαραίτητο, ώστε να µην τροποποιείται η πραγµατική γεωµετρία του χωρίου ροής. Η µη τήρηση της 
γεωµετρίας αυτής οδηγεί σε αποκλίσεις από την ακριβή λύση. Τέλος ορίζονται οι τιµές που παίρνουν 
οι µεταβλητές  του πεδίου στους νέους υπολογιστικούς κόµβους µε αριθµητική παρεµβολή. 
 
ΒΗΜΑ 4 
Αυτό που έχει αποµείνει πλέον, για να τελειώσει η διαδικασία του εµπλουτισµού, είναι η δηµιουργία 
των τριγώνων που πρόκειται να αντικαταστήσουν τα µητρικά. Αυτή συνίσταται στην εξαγωγή από 
τις λίστες αναµονής των ID  των δύο ή τεσσάρων τριγώνων που θα σχηµατιστούν, καθώς και των ID 
των εσωτερικών ακµών του µητρικού τριγώνου. Συγχρόνως καθορίζονται οι γενεαλογικές και 
τοπολογικές πληροφορίες των νέων στοιχείων που δηµιουργούνται σε αυτό το βήµα, και 
ανανεώνονται οι γενεαλογικές πληροφορίες των στοιχείων που απενεργοποιούνται. 
 

 

ΒΗΜΑ 4

ΒΗΜΑ 4
Γένεση των νέων τριγώνων  

           ή 
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ΒΗΜΑ 4

ΒΗΜΑ 4
Γένεση των νέων τριγώνων  

 
Τη διαδικασία του εµπλουτισµού ακολουθεί αυτή του απεµπλουτισµού που περιγράφεται αµέσως 
παρακάτω. 
 
 
ΠΛ.6 ∆ιαδικασία Απεµπλουτισµού 
 
Κατά τον απεµπλουτισµό απαλείφονται περιττά (που έχουν χαρακτηριστεί ως τέτοια σύµφωνα µε τα 
κριτήρια της προσαρµογής) στοιχεία που έχουν δηµιουργηθεί σε προηγούµενη διαδικασία 
εµπλουτισµού. Ο αλγόριθµος του απεµπλουτισµού έχει τη δυνατότητα να απαλείφει στοιχεία µόνο 
από τρίγωνα των οποίων οι γεννήτορες δεν έχουν εγγόνια. ∆ηλαδή η απαλοιφή επιτρέπεται µόνο στα 
πιο πρόσφατα στοιχεία του “γενεαλογικού” δέντρου, όπως φαίνεται στο σχήµα που ακολουθεί.  
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Α.3Α.2

Α.3Α.2

Α.1

Α.4

Α

Α.4Α.3Α.2Α.1

Α

Α.4.1

Α.4.2

Α.1.1
Α.1.2
Α .1.3

Α.1.4

Α.1.1 Α.1.2 Α.1.3 Α.1.4 Α.4.1 Α.4.2

Ο  αλγόριθµος του απεµπλουτισµού επιτρέπεται να επέµβει µόνο στα στοιχεία των παραπάνω
γραµµοσκιασµένων τριγώνων τελευταίας γενεάς (Α.1.1, Α.1.2, Α.1.3, Α.1.4, Α.4.1 και Α.4.2).
∆ηλαδή δεν επιτρέπεται αυτός να επέµβει στα τρίγωνα Α.2 και Α.3 τα οποία ναι µεν είναι ενεργά
αλλά των οποίων ο γεννήτορας Α έχει απογόνους µεγαλύτερης τάξης, δηλαδή έχει και εγγόνια.  

Αν και ο απεµπλουτισµός ενός πλέγµατος µπορεί να θεωρηθεί ως η αντίστροφη διαδικασία αυτής 
του εµπλουτισµού, παρουσιάζει µία σηµαντική διαφορά από αυτόν. Έτσι το µαρκάρισµα για 
απεµπλουτισµό µιας πλευράς δεν έχει από µόνο του καθοριστική ισχύ να την αναγκάσει να 
“κολλήσει” µε την αδερφή πλευρά της (αν υπάρχει) µε στόχο την επανενεργοποίηση της µητρικής 
πλευράς. Αυτό είναι πιθανό µόνο εάν και η αδερφή πλευρά της είναι µαρκαρισµένη για 
απεµπλουτισµό. 
 

 Ανίσχυρο µαρκάρισµα
 για απεµπλουτισµό
 που πρέπει να ακυρωθεί
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Ανίσχυρο µαρκάρισµα
 για απεµπλουτισµό
 που πρέπει να ακυρωθεί

Παράδειγµα µαρκαρίσµατος µιας µόνο από τις δύο αδερφές
πλευρές µητρικού τριγώνου που θα ακυρωθεί και θα θεωρηθεί ως
µη-γενόµενο  

 
Ένα επιπλέον στοιχείο που χαρακτηρίζει τη διαδικασία απεµπλουτισµού είναι πως το µαρκάρισµα 
πλευρών που δεν έχουν προέλθει από σπάσιµο πλευράς προηγούµενης γενεάς (είναι, δηλαδή, 
εσωτερικές πλευρές µητρικού τριγώνου) δεν επηρεάζει τη διαδικασία του απεµπλουτισµού. Στα δύο 
σχήµατα που ακολουθούν στις πλευρές που µαρκαρίστηκαν για απεµπλουτισµό, το µαρκάρισµα θα 
ακυρωθεί και θα θεωρηθεί ως µη-γενόµενο. 
 

 Ανίσχυρο µαρκάρισµα
 για απεµπλουτισµό
 που πρέπει να ακυρωθεί

Ανίσχυρο µαρκάρισµα εσωτερικής πλευράς µητρικού τριγώνου που θα
ακυρωθεί και θα θεωρηθεί ως µη-γενόµενο

 
 

Ανίσχυρο µαρκάρισµα
 για απεµπλουτισµό
 που πρέπει να ακυρωθεί

Ανίσχυρο µαρκάρισµα εσωτερικής πλευράς µητρικού τριγώνου που θα
ακυρωθεί και θα θεωρηθεί ως µη-γενόµενο

 
 
Σύµφωνα και µε τα παραπάνω µπορούµε πλέον να διατυπώσουµε τις δύο µοναδικές περιπτώσεις 
κατά τις οποίες µπορούν να απαλειφθούν τρίγωνα. 
 
α) περίπτωση δύο ενεργών τριγώνων που προέρχονται από τη διάσπαση του µητρικού τριγώνου 
αποκλειστικά στα δύο αυτά τριγώνα και στα οποία είναι µαρκαρισµένες για απεµπλουτισµό οι δύο 
αδερφές πλευρές τους 
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ΑΠΕΜΠΛΟΥΤΙΣΜΟΣ

 
 
β) περίπτωση τεσσάρων ενεργών τριγώνων που προέρχονται από το ίδιο µητρικό και στα οποία 
έχουν µαρκαριστεί για απεµπλουτισµό δύο τουλάχιστον ζεύγη αδερφών πλευρών. 
 

ΑΠΕΜΠΛΟΥΤΙΣΜΟΣ

 
 

ΑΠΕΜΠΛΟΥΤΙΣΜΟΣ

 
 
Εδώ πρέπει να σηµειωθεί ότι στην περίπτωση που έχει µαρκαριστεί για απεµπλουτισµό µόνο ένα 
ζεύγος αδερφών πλευρών, τότε το µαρκάρισµα θα ακυρωθεί και θα θεωρηθεί ως µη γενόµενο. 
 
Από όσα αναφέρθηκαν παραπάνω για τον απεµπλουτισµό, γίνεται φανερό πως η ύπαρξη 
προϋποθέσεων για απαλοιφή τριγώνων προς τα αντίστοιχα µητρικά δεν είναι αρκετή ώστε να 
παρασύρει σε απαλοιφή γειτονικά τρίγωνα, παρά µόνο αν και αυτά έχουν αντίστοιχες προϋποθέσεις 
για απεµπλουτισµό. Στο σχήµα που ακολουθεί φαίνεται µια τέτοια περίπτωση. 
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 Ανίσχυρο µαρκάρισµα
 για απεµπλουτισµό
 που πρέπει να ακυρωθεί

Παράδειγµα αδυναµίας εκτέλεσης απεµπλουτισµού λόγω µη ύπαρξης προϋποθέσεων σε
γειτονικό τρίγωνο. ∆ηλαδή αν και υπάρχουν οι προϋποθέσεις να επανενεργοποιηθεί το
γραµµοσκιασµένο µητρικό τρίγωνο (είναι µαρκαρισµένες για απεµπλουτισµό οι δύο
αδερφές πλευρές των απογόνων τριγώνων του) στο γειτονικό µη γραµµοσκιασµένο
µητρικό τρίγωνο είναι µαρκαρισµένο για απεµπλουτισµό µόνο ένα ζεύγος αδερφών
πλευρών του, οπότε αναγκαστικά το µαρκάρισµα αυτό πρέπει να θεωρηθεί άκυρο.  
 
Τα συνιστώµενα βήµατα κατά τον απεµπλουτισµό δίνονται παρακάτω: 
 
ΒΗΜΑ 1 
Εντοπίζονται όλες οι ανενεργές πλευρές του πλέγµατος, οποιασδήποτε γενεάς, και σηµειώνονται ως 
στοιχεία που δεν πρόκειται να απαλειφθούν.  
 
ΒΗΜΑ 2 
 α) Ξεµαρκάρονται τυχόν ατυχή µαρκαρίσµατα πλευρών του αρχικού πλέγµατος (F1) και 
εσωτερικών πλευρών µητρικών τριγώνων. Χαρακτηριστικά  παραδείγµατα απεικονίζονται στα 
σχήµατα που ακολουθούν. Πρόκειται για µαρκαρίσµατα για απεµπλουτισµό που θα θεωρηθούν ως 
µη-γενόµενα. 
 

ΒΗΜΑ 2α

 
 

ΒΗΜΑ 2α
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ΒΗΜΑ 2α

Στοιχείο F1

 
 
 β) Στη περίπτωση που σαρώνοντας τις µαρκαρισµένες για απεµπλουτισµό πλευρές του πλέγµατος 
βρεθεί κάποια µαρκαρισµένη της οποίας όµως η αδερφή πλευρά δεν είναι µαρκαρισµένη τότε 
ξεµαρκάρονται και οι δύο. Στην αντίθετη περίπτωση σηµειώνεται για απαλοιφή ο µεσόκοµβος της 
µητρικής πλευράς. 
 

ΒΗΜΑ 2β

 
 

 Μαρκαρισµένος
 για απαλειφή
 κόµβος

ΒΗΜΑ 2β

 
ΒΗΜΑ 3 
Σηµειώνονται τα  υποψήφια για επανενεργοποίηση τρίγωνα και συγχρόνως ξεµαρκάρονται ατυχή 
µαρκαρίσµατα µεσόκοµβων των οποίων απαλοιφή θα αλλοίωνε τη µορφή του τυπικού µη-
δοµηµένου πλέγµατος και θα καταστρατηγούσε τη σειρά δηµιουργίας των στοιχείων. Έτσι 
σαρώνοντας κάθε ανενεργό τρίγωνο, ξεµαρκάρονται όλες οι κορυφές του άσχετα µε το αν είναι 
µαρκαρισµένες για απεµπλουτισµό ή όχι, αφού οι µόνες κορυφές που επιτρέπεται να απαλειφθούν 
είναι οι µεσόκοµβοι ανενεργών πλευρών προτελευταίας γενεάς.. Αν τυχόν τα τρίγωνα αυτά έχουν και 
απόγονους δεύτερης γενεάς (εγγόνια) τότε ξεµαρκάρονται και οι κορυφές των παιδιών τριγώνων για 
τον ίδιο λόγο. Αν όµως δεν έχουν εγγόνια, άσχετα µε τον αν έχουν µαρκαρισµένους για απαλοιφή 
µεσόκοµβους, τότε τα τρίγωνα αυτά σηµειώνονται ως υποψήφια για επανενεργοποίηση. 
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ΒΗΜΑ 3

Μαρκαρισµένοι για απεµπλουτισµό  µεσόκοµβοι
που όµως είναι κορυφές τριγώνων, µε ανενεργά
αδερφά τρίγωνα οπότε ξεµαρκάρονται

Υποψήφιο για
επανενεργοποίηση τρίγωνο

 
 
 
ΒΗΜΑ 4 
Λαµβάνεται η τελική απόφαση για το σε ποια µητρικά τρίγωνα θα πραγµατοποιηθούν αλλαγές στον 
αριθµό απογόνων τριγώνων. (απαλείφοντας φυσικά άλλα). Εδώ δε χρησιµοποιείται ο όρος 
επανενεργοποίηση γιατί είναι δυνατό σε ένα µητρικό τρίγωνο µε τέσσερα απόγονα τρίγωνα να έχουν 
µαρκαριστεί  δύο µεσόκοµβοι για απεµπλουτισµό, οπότε το µητρικό τρίγωνο δεν πρόκειται να 
επανενεργοποιηθεί. Σε µια τέτοια περίπτωση, τα τέσσερα απόγονα τρίγωνα αντικαθίστανται από δύο 
νέα, όπως φαίνεται σε προηγούµενο σχήµα. Σε κάθε άλλη περίπτωση (µητρικό τρίγωνο µε τέσσερα 
παιδιά και τρεις µαρκαρισµένους µεσόκοµβους ή µητρικό τρίγωνο µε δύο παιδιά και τον µεσόκοµβο 
µαρκαρισµένο) το µητρικό τρίγωνο θα επανενεργοποιηθεί. Έτσι στη φάση αυτή σαρώνονται όλα τα 
υποψήφια για επανενεργοποίηση τρίγωνα και σηµειώνονται αυτά που έχουν έναν ή περισσότερους 
µαρκαρισµένους µεσόκοµβους. Στην περίπτωση που ένα τρίγωνο έχει τέσσερα παιδιά και ένα µόνο 
µαρκαρισµένο για απαλοιφή µεσόκοµβο, τότε αυτός ξεµαρκάρεται. 
 

ΒΗΜΑ 4

 
 
Αυτός είναι ο λόγος για τον οποίο η διαδικασία πρέπει να γίνει επαναληπτικά. ∆ηλαδή κάθε φορά 
που σε αυτό το στάδιο ξεµαρκαριστεί έστω και ένας κόµβος θα πρέπει να ξανασαρωθούν όλα τα 
υποψήφια για επανενεργοποίηση τρίγωνα γιατί υπάρχει η πιθανότητα να έχει σαρωθεί νωρίτερα 
γειτονικό τρίγωνο, λαµβάνοντας υπόψη τον κόµβο αυτό ως µαρκαρισµένο για απεµπλουτισµό. Η 
διαφορά µε την επαναληπτική διαδικασία του εµπλουτισµού, είναι πως ενώ στον εµπλουτισµό 
µαρκαρισµένες πλευρές παρέσυραν άλλες σε σπάσιµο, εδώ αµαρκάριστα τρίγωνα παρασύρουν σε 
ξεµαρκάρισµα άλλα. 
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Όταν τελικά τελειώσει η διαδικασία (όταν υπάρξει σάρωση κατά την οποία δε ξεµαρκάρεται εκ νέου 
κανένας κόµβος) έχουν πλέον µαρκαριστεί οριστικά όλα τα τρίγωνα που πρόκειται να 
επανενεργοποιηθούν καθώς και ο ακριβής τρόπος που θα γίνει αυτό, και εποµένως είναι γνωστά τα 
τρίγωνα παιδιά τους που θα απαλειφθούν. 
 
ΒΗΜΑ 5 
Γίνεται η απαλοιφή και επανενεργοποίηση των στοιχείων στην οποία  έχει καταλήξει το βήµα 4.  
(1) Καταρχή, απαλείφονται/εξουδετερώνονται οι απόγονοι των µαρκαρισµένων τριγώνων, οι 
εσωτερικές πλευρές και οι απόγονοι πλευρές των πλευρών µε µαρκαρισµένο µεσόκοµβο. Τέλος 
απαλείφονται και οι ίδιοι οι µεσόκοµβοι και οι γενεαλογικές τους πληροφορίες, και εισάγονται στη 
λίστα αναµονής κατά τα γνωστά. 

ΒΗΜΑ 5.1

 
 

ΒΗΜΑ 5.1

ΒΗΜΑ 5.1

 
(2) Στη συνέχεια ο αλγόριθµος εργάζεται ανά περίπτωση: 
α) Μητρικά τρίγωνα µε δύο παιδιά, που µόλις πριν απαλείφθηκαν. Στη περίπτωση αυτή απλώς 
ενεργοποιείται το µητρικό τρίγωνο. 
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ΒΗΜΑ 5.1 ΒΗΜΑ 5.2α

 
β) Μητρικά τρίγωνα µε τέσσερα παιδιά και δύο µαρκαρισµένους µεσόκοµβους για απαλοιφή. 
Εξάγονται δύο νέα τρίγωνα και η κοινή τους πλευρά από τη λίστα αναµονής, συµπληρώνεται η 
γενεαλογική τους µήτρα και επανορίζεται αυτή του µητρικού τριγώνου. 
 

ΒΗΜΑ 5.1 ΒΗΜΑ 5.2β

 
γ) Μητρικά τρίγωνα µε τέσσερα παιδιά και τρεις µαρκαρισµένους µεσόκοµβους. Απλώς 
ενεργοποιείται το µητρικό τρίγωνο, όπως και στην περίπτωση (α). 
 

ΒΗΜΑ 5.1 ΒΗΜΑ 5.2γ

 
 
 
 
ΠΛ.7 Επιλογή Κριτηρίων Προσαρµογής 
 
Η επιλογή των κριτηρίων που θα χρησιµοποιηθούν για να ληφθούν αποφάσεις ως προς το ποιες 
περιοχές του υπολογιστικού πλέγµατος πρέπει να υποστούν εµπλουτισµό ή απεµπλουτισµό, είναι 
πρωτεύουσας σηµασίας για την επίτευξη µιας περισσότερο ακριβούς λύσης. Θυµίζουµε ότι το 
µαρκάρισµα για εµπλουτισµό ή απεµπλουτισµό λειτουργεί στις ακµές του πλέγµατος. Το κεφάλαιο 
αυτό αναλύει και σχολιάζει τις παραµέτρους εκείνες που επηρεάζουν το µαρκάρισµα πλευρών για 
εµπλουτισµό ή απεµπλουτισµό. Όπως έχει αναφερθεί νωρίτερα, οι παράµετροι αυτοί συνίστανται 
από το αισθητήριο, τη συνάρτηση κρίσης και τα κατώφλια εµπλουτισµού και απεµπλουτισµού. 
 
Συνοπτικά µπορούν να παρουσιαστούν ως εξής: 
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α)Αισθητήριο. Είναι µια φυσική ποσότητα (π.χ. πίεση, ταχύτητα, πυκνότητα, αριθµός Μach σε 
προβλήµατα ροής) στην οποία θα εφαρµοστεί η συνάρτηση κρίσης. Σωστή επιλογή αισθητηρίου 
σηµαίνει σωστή αντίληψη για το ποια (ή ποιες) φυσική ποσότητα είναι εκείνη που διαθέτει την 
απαραίτητη ευαισθησία ώστε να αντιλαµβάνεται περιοχές που απαιτούν αναπροσαρµογή του 
πλέγµατος. 
 
β)Συνάρτηση κρίσης. Όπως προαναφέρθηκε, αυτή εφαρµόζεται σε κάθε ακµή του πλέγµατος. 
Χρησιµοποιώντας τις τιµές του αισθητητρίου στους δύο ακραίους κόµβους της(και ενδεχόµενα και 
σε άλλους γειτονικούς) “βαθµολογεί” την τάση προς εµπλουτισµό ή απεµπλουτισµό κάθε ακµής του 
πλέγµατος.  
 
γ) Κατώφλια. Είναι δύο, το κατώφλι εµπλουτισµού και το κατώφλι απεµπλουτισµού. Με αυτά 
συγκρίνεται η “βαθµολογία” κάθε ακµής και αν είναι µεγαλύτερη του κατωφλίου εµπλουτισµού 
µαρκάρεται για εµπλουτισµό, ενώ αν είναι µικρότερη του κατωφλίου απεµπλουτισµού µαρκάρεται 
για απεµπλουτισµού. Η σχέση των δύο κατωφλίων είναι τέτοια ώστε να αποφεύγεται ο ατελείωτος 
εµπλουτισµός-απεµπλουτισµός κάθε ακµής. 
 
Η λειτουργία των παραπάνω παραµέτρων είναι να επιτυγχάνεται το σωστό µαρκάρισµα ακµών του 
πλέγµατος, για εµπλουτισµό ή απεµπλουτισµό. Πρέπει όµως να έχουµε υπόψη ότι το αν θα γίνει ή 
όχι αναπροσαρµογή του πλέγµατος σε µια ακµή εξαρτάται από µια σύνθετη διαδικασία που ήδη 
παρουσιάστηκε προηγούµενα. Η ίδια σύνθετη διαδικασία είναι αυτή που αναγκάζει τον εµπλουτισµό 
ή απεµπλουτισµό ακµών, που δε µαρκαρίστηκαν στη φάση αυτή, µε σκοπό τη διατήρηση της 
τυπικής µορφής ενός µη-δοµηµένου πλέγµατος. 
  
 
ΠΛ.8 Επιλογή Συνάρτησης Κρίσης 
 
Η συνάρτηση κρίσης είναι η αναλυτική συνάρτηση που έχει για µεταβλητή την προεπιλεγείσα 
φυσική ποσότητα-αισθητήριο. Η  τιµή της συνάρτησης αυτής, έτσι όπως υπολογίζεται πάνω σε κάθε 
ενεργό ακµή του πλέγµατος, παρέχει µια αριθµητική ένδειξη της ανάγκης ή όχι να διασπαστεί η 
ακµή αυτή. 
 
Ο βασικός διαχωρισµός των συναρτήσεων κρίσης που συναντώνται στη βιβλιογραφία  έγκειται στο 
αν αυτές στηρίζονται στην απόλυτη ή τη σχετική ως προς το µήκος (δηλαδή τη χωρική παράγωγο) 
µεταβολή του µεγέθους. Για να µπορέσουν να γίνουν πιο εύκολα αντιληπτές οι διαφορές µεταξύ των 
δύο παραπάνω ειδών συναρτήσεων κρίσης θα αναπτυχθεί η αρχή τους σε ένα µονοδιάστατο 
πρόβληµα προσαρµογής µεταξύ δύο κόµβων i  και j . Ένα τέτοιο πρόβληµα φαίνεται σχηµατικά 
παρακάτω: 
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Φ i

Φ j

i j∆x
 

 
Το αισθητήριο ας είναι η συνάρτηση Φ, οπότε η συνάρτηση κρίσης, σύµφωνα µε τα παραπάνω 
µπορεί να βασίζεται: 
 
(α) στην απόλυτη µεταβολή, όπως λ.χ. 
 

Φ Φi j−           (ΠΛ.1) 

 
ή σε αδιάστατα παράγωγά της,  
 
(β) στη σχετική µεταβολή 
 

Φ Φ

∆
Φi j

x
d
dx

−
~         (ΠΛ.2) 

 
ή σε άλλες παρόµοιες αδιάστατες µορφές της. Στη βιβλιογραφία υπάρχουν πολλές άλλες παραλλαγές 
συναρτήσεων κρίσης που βασίζονται στην χωρική παράγωγο. Ενδεικτικά αναφέρονται µερικές από 
αυτές: 
  

f d
dx

= +1 Φ
         (ΠΛ.3) 

 

f d
dx

= + 





1
2

Φ
         (ΠΛ.4) 

 

f d
dx

d
dx

= +
Φ Φβ

2

2
, όπου β  = σταθερά     (ΠΛ.5) 
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Κάθε µία από τις παραπάνω εκφράσεις συµπεριφέρεται διαφορετικά και χρησιµοποιείται σε 
διαφορετικές περιπτώσεις. 
 
Η διαφοροποίηση µεταξύ των συναρτήσεων που στηρίζονται σε απόλυτες µεταβολές και σε 
συναρτήσεις που στηρίζονται σε χωρικές παραγώγους, αν και από πρώτη µατιά φαίνεται απλοϊκή, 
είναι από τα πιο σηµαντικά προβλήµατα που πρέπει να αντιµετωπιστούν στην επιλογή συνάρτησης 
κρίσης. Αυτό οφείλεται στις διαφορετικές ιδιότητες τους. 
 
Έτσι σε περίπτωση έντονης γραµµικής µεταβολής του αισθητηρίου (σταθερή κλίση) πάνω σε µια 
ακµή (που ορίζεται απο τους κόµβους  i  και j ), διάσπαση της δε θα οδηγήσει σε µεταβολή της 
τιµής της συνάρτησης κρίσης στις νέες ακµές όταν αυτή στηρίζεται σε χωρικές παραγώγους, όπως 
φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. Εποµένως ένα κριτήριο που βασίζεται στη σχετική µεταβολή του 
αισθητηρίου προτρέπει πάντοτε για τη συνέχιση της διάσπασης της ακµής, όσες διασπάσεις της και 
αν έχουν προηγηθεί. 
 

Φ i

Φ j

i j∆x

Σταθερή χωρική παράγωγος
για καθεµία από τις νέες
ακµές και ίση µε αυτήν της
µητρικής ακµής

 
 
Αντίθετα, η τιµή της απόλυτης µεταβολής του µεγέθους Φ µειώνεται στο µισό για καθεµία από τις 
δύο ακµές που προήλθε από τη διχοτόµηση της µητρικής ακµής. 
 
Κατ’επέκταση της παραπάνω παρατήρησης µπορεί να ειπωθεί πως σε περίπτωση που η κατανοµή 
του αισθητηρίου µεγέθους δεν είναι γραµµική (δεύτερη παράγωγος διάφορη του µηδενός), 
συναρτήσεις κρίσης που βασίζονται στη χωρική παράγωγο θα παίρνουν διαφορετικές τιµές για κάθε 
νέα ακµή που θα προέλθει από τη διάσπαση της µητρικής. Από αυτές η µία τιµή θα είναι µεγαλύτερη 
της αντίστοιχης της µητρικής, ενώ η άλλη µικρότερη, όπως φαίνεται στο σχήµα που ακολουθεί. 
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νέος κόµβος

νέος κόµβος
2η Προσαρµογή

3η Προσαρµογή
νέος κόµβος

Φ j

Φ i

i j
1η Προσαρµογή

 
 
Αυτό έχει ως αποτέλεσµα να εγκλωβίζεται ο εµπλουτισµός σε συγκεκριµένες ακµές. Η συµπεριφορά 
αυτή είναι άλλοτε επιθυµητή και άλλοτε όχι σε µια συνάρτηση κρίσης. Αν σε τέτοια περίπτωση 
χρησιµοποιηθεί συνάρτηση κρίσης που βασίζεται σε απόλυτες µεταβολές µεγεθών, οι τιµές που θα 
παίρνει στις νέες ακµές θα είναι µικρότερες της αντίστοιχης της µητρικής ακµής. 
 
Σε πολλές περιπτώσεις συµφέρει η συνάρτηση κρίσης να είναι συνδυασµός πάνω από µιας 
συναρτήσεων κρίσης. Έτσι θα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί η 
 

f d
dx

d
dx

= +
Φ Φβ

2

2
, όπου β  = σταθερά     (ΠΛ.6) 

 
Σε αυτό το σηµείο πρέπει να σηµειωθεί ότι όταν είναι δυνατόν είναι γενικά προτιµότερο να 
αδιαστατοποιούνται οι συναρτήσεις κρίσης, όπως λ.χ. στη µορφή 
 

f i j

i j

=
−

+

Φ Φ

Φ Φ
         (ΠΛ.7) 

 
Η αδιαστατοποίηση αυτή βοηθάει στον εντοπισµό φαινοµένων όπου οι τιµές του πεδίου (άρα και οι 
µεταβολές του) είναι µικρές, ενώ παράλληλα δηµιουργείται µια κοινή βάση σύγκρισης κατωφλίων 
όπως θα φανεί στην αντίστοιχη παράγραφο. Ισχύει, βέβαια, η προηγούµενη παρατήρηση όσο αφορά 
τον κίνδυνο µηδενισµού του παρανοµαστή και για το λόγο αυτό απαιτείται ιδιαίτερη προσοχή. 
Ενδεικτικός τρόπος αντιµετώπισης του προβλήµατος είναι η γραφή της συνάρτησης κρίσης ως: 
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f i j

i j

=
−

+ +

Φ Φ

Φ Φ ε
, όπου ε  πολύ µικρή θετική σταθερά. 

 
Είναι πιθανό να θέλουµε να ενισχύσουµε ή να αποθαρρύνουµε τη διάσπαση µικρών ή µεγάλων 
ακµών του πλέγµατος ανάλογα µε τις απαιτήσεις που έχουµε από αυτό. Σε τέτοιες περιπτώσεις 
µπορούν να χρησιµοποιηθούν συναρτήσεις βαρύτητας g l( ) . Αυτές είναι συναρτήσεις µε 

µεταβλητές το µήκος l  της ακµής, και πολλαπλασιάζονται µε την τιµή της συνάρτησης κρίσης: 
 

′ = ⋅ = +






 ⋅f f g l d

dx
g l( ) ( )1 Φ

       (ΠΛ.8) 

 
 
ΠΛ.9 Επίδραση Κατωφλίων Εµπλουτισµού και Απεµπλουτισµού 
 
Τα κατώφλια εµπλουτισµού και απεµπλουτισµού είναι δύο χαρακτηριστικές τιµές της συνάρτησης 
κρίσης f , έστω 1f  για τον εµπλουτισµό και 2f  για τον απεµπλουτισµό. Στον αλγόριθµο 
προσαρµογής, που έχει περιγραφεί σε προηγούµενο κεφάλαιο, µαρκάρονται για εµπλουτισµό οι 
πλευρές στις οποίες η συνάρτηση κρίσης παίρνει τιµές µεγαλύτερες της 1f  (κατώφλι εµπλουτισµού), 

ενώ για εµπλουτισµό εκείνες στις οποίες η συνάρτηση κρίσης παίρνει τιµές µικρότερης της 2f  
(κατώφλι απεµπλουτισµού). 
 
Φανερό είναι πως µικρή τιµή της 1f  θα οδηγήσει σε µεγάλο αριθµό µαρκαρισµένων πλευρών, 
πράγµα που πιθανά θα οδηγήσει σε δηµιουργία περιττών στοιχείων που επιβαρύνουν την µνήµη του 
υπολογιστή αλλά και θα αυξήσουν το χρόνο υπολογισµού. Από την άλλη πλευρά, µεγάλη τιµή της  

2f  θα οδηγήσει σε µεγάλο αριθµό µαρκαρισµένων για απεµπλουτισµό πλευρών, που ίσως οδηγήσει 
στην απαλοιφή µεταξύ των άλλων και χρήσιµων στη λύση στοιχείων. Παρόλα αυτά, αυτή δε γίνεται 
τόσο αισθητή όσο η δηµιουργία περιττών στοιχείων. 
 
Μεγαλύτερο βάρος δίνεται στον σωστό προσδιορισµό της 1f , ενώ η 2f  θεωρείται ένα 

προκαθορισµένο ποσοστό της 1f . Μια ιδέα είναι η 1f  να υπολογίζεται µε βάση στατιστικά µεγέθη 
της συνάρτησης f , ως 
 

devmean fff ×+×= βα1         (ΠΛ.8) 

 
όπου f mean  η µέση τιµή των τιµών της συνάρτησης κρίσης ενώ f dev  η τυπική απόκλιση των τιµών 

της σε όλες τις ενεργές πλευρές του πλέγµατος. Οι συντελεστές α  και β  δύο συντελεστές µε τιµές ο 
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µεν πρώτος από 0 έως 1 (συνήθως 1) ενώ ο δεύτερος παίρνει τιµές από 0 έως 3. Επιθυµητό θα ήταν 
να µπορέσουν να οριστούν δύο σταθεροί συντελεστές α  και β . Η δυσκολία σε αυτήν την 

περίπτωση είναι ότι η κατανοµή των τιµών της f  αλλάζει όχι µόνο επιλέγοντας διαφορετική 
συνάρτηση κρίσης, αλλά και από την µια προσαρµογή στην επόµενη, οπότε είναι δύσκολη, αν όχι 
αδύνατη η εύρεση δύο σταθερών συντελεστών. Παρόλα υπάρχει και η δυνατότητα εξωτερικής 
επέµβασης στον ορισµό των κατωφλίων. 
 
 
ΠΛ.10 Εφαρµογή της Προσαρµογής σε ένα Πρόβληµα Ροής Ρευστού   
 
Ακολουθεί ένα παράδειγµα προσαρµογής σε ένα τυπικό πρόβληµα διηχητικής ροής ρευστού σε έναν 
αγωγό. Σχηµατίζεται ένα κρουστικό κύµα, µια ασυνέχεια της πίεσης, όπου προκαλείται προσαρµογή 
του πλέγµατος. Εξετάζοντας κανείς τις διαδοχικές εικόνες-φάσεις της προσαρµογής µπορεί να 
παρατηρήσει τη γένεση νέων τριγώνων που δηµιουργούν µια έντονη τοπική πύκνωση, ενώ η 
ασυνέχεια εντοπίζεται πολύ σωστότερα (πιο λεπτό κύµα) καθώς το πλέγµα πυκνώνει. 
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