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ΕΝΟΤΗΤΑ  ΕΠ 
 
 
ΓΕΝΕΣΗ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΩΝ ΠΛΕΓΜΑΤΩΝ  
 
 
ΕΠ.1 Το Πρόβληµα της Γένεσης Επιφανειακών Πλεγµάτων 
 
Η γένεση επιφανειακών πλεγµάτων (δοµηµένων ή µη-δοµηµένων, κατά περίπτωση) αποτελεί 
απαραίτητη προϋπόθεση και το πρώτο βήµα για τη δηµιουργία τριδιάστατων (αντίστοιχα, 
δοµηµένων ή µη-δοµηµένων) πλεγµάτων. Ο έλεγχος της ποιότητας του επιφανειακού πλέγµατος 
είναι συνδεδεµένος µε την ποιότητα του τριδιάστατου πλέγµατος που θα δηµιουργηθεί, επιλύοντας 
διαφορικές εξισώσεις γραµµένες για τον τριδιάστατο χώρο (αν πρόκειται για δοµηµένο πλέγµα) ή µε 
κάποια τεχνική προελαύνοντος µετώπου/ κατά Delaunay τετραεδροποίησης (αν πρόκειται για µη-
δοµηµένο πλέγµα τετραεδρικών στοιχείων). 
 
Η µέθοδος που πρέπει να χρησιµοποιηθεί για τη γένεση επιφανειακών πλεγµάτων καθορίζεται 
πρωταρχικά από την επιλεγείσα ή τη διαθέσιµη µέθοδο περιγραφής της επιφάνειας, πάνω στην οποία 
θα δηµιουργηθεί το πλέγµα. Για παράδειγµα, θα µπορούσε η επιφάνεια να περιγράφεται αναλυτικά 
µε µια συνάρτηση της µορφής (ισοδύναµη είναι κάθε κυκλική εναλλαγή των συντεταγµένων στην 
παρακάτω σχέση) 
 

),( yxzz =            (ΕΠ.1) 
 
 ή ακόµα γενικότερα ως  
 

0),,( =zyxF            (ΕΠ.2)  
 
Στην περίπτωση αυτή, και µε ιδιαίτερη προσοχή όταν η συντεταγµένη z δεν είναι µονότιµη 
συνάρτηση των συντεταγµένων x και y, µπορούν να διατυπωθούν (ανάλογες των επίπεδων 
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προβληµάτων) διαφορικές εξισώσεις για τη γένεση του επιφανειακού πλέγµατος. Οι εξισώσεις αυτές 
διατυπώνονται ως προς τις συντεταγµένες x και y και στη συνέχεια το επιφανειακό πλέγµα 
κατασκευάζεται εύκολα (ουσιαστικά υπολογίζεται η τρίτη συντεταγµένη) µε τη βοήθεια της σχέσης 
(ΕΠ.1). 
 
Άλλη περίπτωση, που συχνά µπορεί να συναντηθεί στην πράξη, είναι η επιφάνεια να περιγράφεται 
µε ένα µη-δοµηµένο ή δοµηµένο πλέγµα (που δηµιουργήθηκε λ.χ. µε κάποιο λογισµικό τύπου 
Autocad) και ο χρήστης να καλείται να δηµιουργήσει ένα άλλο πλέγµα της ίδιας ή και διαφορετικής 
κατηγορίας (δοµηµένο ή µη-δοµηµένο, αντίστοιχα) µε συγκεκριµένες απαιτήσεις ως προς την 
ποιότητά του, συγκεκριµένο πλήθος πλεγµατικών γραµµών, κ.λ.π.  
 
Πριν  αναλυθούν τεχνικές για την επίλυση των παραπάνω προβληµάτων θα παρουσιασθούν βασικά 
στοιχεία θεωρίας για τη διαχείριση και την παραµετροποίηση επιφανειών.  
 
 
ΕΠ.2 Θεµελιώδεις Μορφές Επιφανειακού ∆οµηµένου Πλέγµατος 
 
Έστω ότι δηµιουργείται πάνω σε µια επιφάνεια ένα δοµηµένο πλέγµα. Ας είναι 2,1, =iiξ  

),( 21 ηξξξ == η παραµετροποίηση του επιφανειακού πλέγµατος, όπως ακριβώς ήταν και στα 
επίπεδα πλέγµατα. Θεωρούµε την ποσότητα I η οποία ορίζεται από τη σχέση  
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όπου r  είναι το διάνυσµα θέσης και  
 

ξξ
ξξ

rrrrE ⋅=
∂
∂
⋅

∂
∂

=    

 

ηξ
ηξ

rrrrF ⋅=
∂
∂

⋅
∂
∂

=          (ΕΠ.4) 

 

ηη
ηη

rrrrG ⋅=
∂
∂
⋅

∂
∂

=  

 

Η συνάρτηση I  ονοµάζεται πρώτη θεµελιώδης µορφή (first fundamental form) της ),( ηξrr = . 
Είναι µια οµογενής συνάρτηση πρώτου βαθµού ως προς dξ και dη και οι συντελεστές E, F, G 
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ονοµάζονται πρώτοι θεµελιώδεις συντελεστές (first fundamental coefficients). Η σύγκριση των 
(ΕΠ.3) και (ΕΠ.4) µε την εξίσωση (ΠΡ.13) και τις µέχρι τώρα γνώσεις για το συναλλοίωτο µετρικό 
τανυστή αποκαλύπτουν την προφανή αντιστοίχιση  
 

11gE↔ ,  12gF ↔ ,   22gG↔  
 
και για το λόγο αυτό µπορούµε να γράψουµε την εξίσωση (ΕΠ.3) ορισµού της ποσότητας I 
χρησιµοποιώντας τανυστική γραφή ως 
 

ji
ij ddgI ξξ=           (ΕΠ.3) 

 

Κατανοώντας το διάνυσµα rd  ως µια στοιχειώδη διανυσµατική ποσότητα πάνω στο επιφανειακό 

πλέγµα, που εκφράζει τη µετακίνηση από το σηµείο ),( ηξr  στο ),( ηηξξ ddr ++ , αναµένεται η 
ποσότητα I να είναι αναλλοίωτη, µε την έννοια ότι δεν θα αλλάζει τιµή για οποιαδήποτε άλλη 
παραµετροποίηση της επιφάνειας. Αυτό µπορούµε να το αποδείξουµε εύκολα ορίζοντας µιά 
διαφορετική παραµετροποίηση (θ,φ) αντί της (ξ,η), για την οποία η πρώτη θεµελιώδης µορφή ας 
είναι η ),( φθ ddI ∗ . Κατά σειρά έχουµε  
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Η τελευταία σχέση πιστοποιεί το ότι η πρώτη θεµελιώδης µορφή του πλέγµατος είναι αναλλοίωτη 
στην παραµετροποίηση. Ορίζοντας τους αντίστοιχους πρώτους θεµελιώδεις συντελεστές E*, F*, G* 
και γράφοντας ότι  
 

2**2** 2 φφθθ dGddFdEI ++=        (ΕΠ.5) 
 
µπορούµε, αντίθετα, να δείξουµε ότι οι πρώτοι θεµελιώδεις συντελεστές δεν έχουν την ιδιότητα του 
αναλλοίωτου. Για το σκοπό αυτό, είναι εύκολο να αποδειχθούν οι σχέσεις 
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22 2 ξξξξ φϕθθ ∗∗∗ ++= GFEE  

 

ηξηξηξηξ φφθφφθθθ ∗∗∗ +++= GFEF )(       (ΕΠ.6) 

 
22 2 ηηηη φφθθ ∗∗∗ ++= GFEG  

 
που δείχνουν το µη-αναλλοίωτο των E, F, G στην αλλαγή του τρόπου παραµετροποίησης. Επίσης, 
σηµειώνεται ότι η πρώτη θεµελιώδης µορφή I είναι θετικά ορισµένη. Είναι πάντα 0≥I , µε την 
περίπτωση της ισότητας να ισχύει αν και µόνο εάν 0== ηξ dd . 
 
Στο ίδιο επιφανειακό πλέγµα ορίζουµε σε κάθε σηµείο του το κάθετο στην επιφάνεια µοναδιαίο 

διάνυσµα N ως 
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µε το διαφορικό του να γράφεται ως  
 

ηξ ηξ dNdNNd +=          (ΕΠ.8) 
 
Χρησιµοποιώντας την εξίσωση  
 

0)1(2)( ==⋅=⋅ dNNdNNd        (ΕΠ.9) 
 

αποδεικνύεται η καθετότητα των N  και Nd . 
 
Θεωρούµε την ποσότητα ΙΙ που ορίζεται σύµφωνα µε την παρακάτω σχέση  
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     (ΕΠ.10) 

 
και η οποία θα ονοµάζεται δεύτερη θεµελιώδης µορφή (second fundamental form) του 

επιφανειακού πλέγµατος ).,( ηξrr = Οι εµπλεκόµενοι συντελεστές (που για µελλοντική χρήση θα 

οριστούν µε διπλό συµβολισµό, και ως συνιστώσες του συµµετρικού τανυστή ijΩ ) 

 



∆ΠΜΣ – ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ  ∆Π-5 

ξξ NrL ⋅−=Ω= 11  
 

)(
2
1

1221 ξηηξ NrNrM ⋅+⋅−=Ω=Ω=       (ΕΠ.11) 

 

ηη NrN ⋅−=Ω= 22   
 
ονοµάζονται δεύτεροι θεµελιώδεις συντελεστές (second fundamental coefficients). Η µορφή ΙΙ 
είναι οµογενής συνάρτηση δεύτερου βαθµού των dξ και dη, συνοπτικά θα γράφεται και ως 
 

ji
ij dd ξξΩ=ΙΙ          (ΕΠ.10) 

 
 και µπορεί να αποδειχθεί ότι είναι και αυτή αναλλοίωτη (όπως και η I) για οποιαδήποτε άλλη  

παραµετροποίηση που διατηρεί όµως τη φορά του κάθετου διανύσµατος N . Για τους δεύτερους 
θεµελιώδεις συντελεστές δεν ισχύει το αναλλοίωτο κατά την αλλαγή παραµετροποίησης και ισχύει, 
σε αναλογία προς την (ΕΠ.6), η σχέση  
 

2**2* 2 ξξξξ φφθθ NMLL ++=   

 

ηξηξηξηξ φφφθθφθθ *** )( NMLM +++=       (ΕΠ.12) 

 

2**2* 2 ηηηη φφθθ NMLN ++=   

 

Επειδή τα ξr και ηr  είναι διανύσµατα παράλληλα στην επιφάνεια και συνεπώς κάθετα στο διάνυσµα 

N , σε κάθε σηµείο (ξ,η), θα ισχύουν οι σχέσεις  
 

0)( =⋅+⋅=⋅ ξξξξξξ NrNrNr  

 

0)( =⋅+⋅=⋅ ηξξηηξ NrNrNr  

           (ΕΠ.13) 

0)( =⋅+⋅=⋅ ξηηξξη NrNrNr  

 

0)( =⋅+⋅=⋅ ηηηηηη NrNrNr  
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που επιτρέπουν την εναλλακτική έκφραση των L,M,N ως  
 

NrL ⋅= ξξ  
 

NrM ⋅= ξη           (ΕΠ.14) 
 

NrN ⋅= ηη  
 
Ο συνδυασµός των σχέσεων (ΕΠ.14) στη σχέση (ΕΠ.10) δίνει ότι 
 

2222 22 ηηξξηηξξ ηηξηξξ dNrddNrdNrNddMdLdII ⋅+⋅+⋅=++=  
 
ή τελικά ότι  
 

NrdII ⋅= 2           (ΕΠ.15) 
 
όπου  
 

222 2 ηηξξ ξηξξ drddrdrrd nn++=   
 
ή συνοπτικά 
 

ji
ij ddrrd ξξ,

2 =          (ΕΠ.16) 
 
όπου, στις τανυστικές γραφές, το κόµµα ως κάτω δείκτης θα σηµαίνει παραγώγιση ως προς τις 

µεταβλητές που ακολουθούν (λ.χ. ξηrr =12, ). 
 
Για να υπολογιστεί το εµβαδόν του επιφανειακού πλέγµατος χρησιµοποιείται  η σχέση ορισµού του 
 

ηξηξ ddrrArea )(∫∫ ×=  

 
και µε αντικατάσταση προκύπτει ότι  
 

∫∫ −= dndFEGArea ξ2      `   (ΕΠ. 17) 
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Στην τελευταία σχέση  η υπόρριζος ποσότητα είναι πάντα θετική. Αυτό µπορεί να αποδειχθεί µε 
βάση την ιδιότητα της θετικά ορισµένης µορφής I. Έτσι  
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που για να ισχύει πρέπει να έχει αρνητικό πρόσηµο η ορίζουσα της, δηλαδή 
 

22 044 FEGEGF >⇒<−         (ΕΠ.18) 
 
Το αποτέλεσµα αυτό είναι σε απόλυτη συµφωνία µε τη σχέση 
 

( ) ( ) 2
2

ηξηξηξ rrrrrrFEG ×=×⋅×=−   

 
και που πρακτικά καθορίζει τη λεγόµενη επιφανειακή Ιακωβιανή J (συχνά γράφεται και Js) ως 
 

2
122211

2 gggFEGJ −=−=   

 
 
ΕΠ.3 Περί Καµπυλότητας  
 
Σε ένα σηµείο P πάνω σε µια παραµετροποιηµένη κατά (ξ,η) επιφάνεια (δηλαδή σε ένα επιφανειακό 

πλέγµα), ας είναι k  το διάνυσµα της καµπυλότητας µιας καµπύλης C της επιφάνειας που διέρχεται 

από το P και N το τοπικό κάθετο διάνυσµα στην επιφάνεια. Θυµίζουµε ότι το διάνυσµα 
καµπυλότητας (curvature vector) µιας καµπύλης C ορίζεται ως η δεύτερη παράγωγος του 
διανύσµατος θέσης ως προς το µήκος τόξου της καµπύλης C 
 

2

2

ds
rdk =  

 

Ονοµάζουµε διάνυσµα κάθετης καµπυλότητας (normal curvature vector) το nk που ορίζεται ως  
 

NNkk n )( ⋅=           (ΕΠ.19) 
 

Παρατηρούµε ότι το nk  δεν εξαρτάται από τη φορά του N . Η κάθετη καµπυλότητα nκ σε ένα 

σηµείο µιας καµπύλης σε µια επιφάνεια είναι το εσωτερικό γινόµενο (βαθµωτό µέγεθος) 
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Nkn ⋅=κ           (ΕΠ.20) 

 
Αποδεικνύεται (για την απόδειξη παραπέµπουµε σε βιβλία ∆ιαφορικής Γεωµετρίας) ότι ισχύει  
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Η κάθετη καµπυλότητα εξαρτάται µόνο από την κλίση ηξ dd / της καµπύλης και είναι αναλλοίωτη 
(µε την έννοια που είναι αναλλοίωτα τα I  και II ) σε αλλαγές παραµετροποίησης που διατηρούν το 

πρόσηµο του κάθετου διανύσµατος N . Επειδή το I  είναι θετικά ορισµένο, η κάθετη καµπυλότητα 

nκ  διατηρεί το πρόσηµο της ποσότητας II . Ονοµάζουµε κάθετη τοµή (normal section) της 

επιφάνειας την καµπύλη που σχηµατίζεται από την τοµή της επιφάνειας µε ένα οποιοδήποτε επίπεδο 

που περιέχει το κάθετο διάνυσµα N  στο σηµείο P. Για το ίδιο σηµείο P, µπορούµε να ορίσουµε µια 
απειρία τέτοιων κάθετων τοµών. Κάθε κάθετη τοµή έχει καµπυλότητα στο P που ταυτίζεται µε την 
κύρια καµπυλότητα στο ίδιο σηµείο. 
 
Από το σηµείο Ρ της επιφάνειας διέρχονται δύο κάθετες τοµές (µε την έννοια που τους δώσαµε 
προηγούµενα), που αντιστοιχούν στη µικρότερη ( 1κ ) και τη µεγαλύτερη ( 2κ ) τιµή κύριας 
καµπυλότητας για το ίδιο σηµείο. Αυτές οι δύο κάθετες τοµές είναι µεταξύ τους ορθογώνιες και 
ονοµάζονται πρωτεύουσες κατευθύνσεις (principal directions), ενώ οι τιµές των 1κ  και 2κ  
λέγονται πρωτεύουσες καµπυλότητες (principal curvatures). Οι πρωτεύουσες καµπυλότητες 
προκύπτουν ως οι δύο λύσεις της δευτεροβάθµιας εξίσωσης (δίνεται χωρίς απόδειξη) 
 
( ) ( ) ( ) 02 222 =−+−+−− MLNFMGLENFEG κκ  
 
Η µέση τιµή των δύο λύσεων ονοµάζεται µέση καµπυλότητα (mean curvature) στο σηµείο P 
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ενώ το γινόµενό τους ονοµάζεται καµπυλότητα Gauss (Gaussian curvature) στο ίδιο σηµείο  
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Η µέση καµπυλότητα και η καµπυλότητα Gauss µιας επιφάνειας είναι µια αναλλοίωτες ποσότητες σε 
σχέση µε τους διάφορους τρόπους παραµετροποίησής της. Με βάση τη σχέση (ΕΠ.18), ο 
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παρονοµαστής της (ΕΠ.23) είναι θετικός και ως  εκ τούτου το πρόσηµο της καµπυλότητας Gauss 
είναι το πρόσηµο της ποσότητας (LN-M2).  
 
 
ΕΠ.4 Θεωρία Επιφανειών. Το θεώρηµα των Gauss-Weingarten  
 
Οι εξισώσεις των Gauss-Weingarten για τις επιφάνειες είναι ανάλογες των εξισώσεων Frenet για τις 
καµπύλες. Οι εξισώσεις των Gauss-Weingarten εκφράζουν τις παραγώγους των διανυσµάτων 

ηξ rr , και N ως γραµµικούς συνδυασµούς των ποσοτήτων αυτών (των ηξ rr , και N ) µε συντελεστές 
που εξαρτώνται από την πρώτη και δεύτερη θεµελιώδης µορφή I  και II  αντίστοιχα. Επειδή τα 

ηξ rr , και N  είναι γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα ισχύει  
 

NrrN

NrrN

Nrrr

Nrrr

Narrr

2
2
2

1
2

1
2

1
1
1

22
2
22

1
22

12
2

12
1
12

11
2

11
1
11

γββ

γββ

α

α

ηξη

ηξξ

ηξηη

ηξξη

ηξξξ
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+Γ+Γ=
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        (ΕΠ.24) 

 
όπου αποµένει να υπολογιστούν οι συντελεστές j

iij
k
ij a β,,Γ και iγ . Οι παραπάνω εξισώσεις 

ξαναγράφονται τανυστικά ως 
 

Narr ijk
k
ijij +Γ= ,,     

           (ΕΠ.24) 

NrN ij
j
ii γβ += ,,   

 
Για λόγους απλότητας, οι αποδείξεις που ακολουθούν δίνονται σε πλήρη ανάπτυξη, αντί σε 

τανυστική µορφή. Επειδή το διάνυσµα N  είναι µοναδιαίο και ορθογώνιο ως προς τα ξN και ηN , θα 
ισχύουν οι σχέσεις  
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Αλλά 0=⋅ Nr ξ , 0=⋅ Nrη  και 1=⋅NN  οπότε καταλήγουµε στο µηδενισµό των γ1 και γ2, δηλαδή  
 
γ1=γ2 = 0 
 
Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (ΕΠ.11) και (ΕΠ.13) έχουµε  
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Οι παραπάνω εξισώσεις αποτελούν δυο συστήµατα µε δυο εξισώσεις το καθένα και αγνώστους τα 

2
1

1
1 ,ββ  (οι πρώτες δύο εξισώσεις) και τα 2

2
1
,2 ββ  (οι δύο τελευταίες). Επιλύοντας τα συστήµατα 

προκύπτουν οι εκφράσεις 
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         (ΕΠ.25) 

 
Οι παραπάνω σχέσεις διατυπώνονται σύντοµα και στη µορφή 
 

ik
ij

k
j gΩ−=β           (ΕΠ.25) 

 
Στη συνέχεια, χρησιµοποιώντας τις (ΕΠ.14) έχουµε  
 

1111
2

11
1
11 ααηξξξ =⋅+⋅Γ+⋅Γ=⋅= NNNrNrNrL  
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1212
2
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1
12 ααξξη =⋅+⋅Γ+⋅Γ=⋅= NNNrNrNrM  

 

2222
2
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1
22 ααηξηη =⋅+⋅Γ+⋅Γ=⋅= NNNrNrNrN  

 
καταλήγοντας στον υπολογισµό των ijα  ως  

 
L=11α   M=12α    N=22α    (ΕΠ.26) 

 
δηλαδή ότι 
 

ijija Ω=           (ΕΠ.26) 

 
Τέλος, χωρίς απόδειξη, παραθέτουµε την έκφραση των συντελεστών k

ijΓ  ως  
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    (ΕΠ.27) 
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ή συνοπτικά ως 
 

( )σαβαβσβασ
σδδ

αβ ,,,2
1 gggg −+=Γ        (ΕΠ.27) 

 
Αντικαθιστώντας στις (ΕΠ.23) έχουµε τις τρείς εξισώσεις Gauss στη µορφή  
 

NLrrr +Γ+Γ= ηξξξ
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11
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∆ΠΜΣ – ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ  ∆Π-12 

NMrrr +Γ+Γ= ηξξη
2

12
1
12         (ΕΠ.28) 

 
NNrrr +Γ+Γ= ηξηη

2
22

1
22  

 
ή 
 

Nrr ijk
k
ijij Ω+Γ= ,,          (ΕΠ.28) 

 
και τις δύο εξισώσεις Weingarten στη µορφή  
 

ηξξ ββ rrN 2
1

1
1 +=   

           (ΕΠ.29) 
ηξη ββ rrN 2

2
1
2 +=  

 
ή 
 

j
j
ij

j
ii gbrbN == ,,          (ΕΠ.29) 

 
Οι ποσότητες k

ijΓ  λέγονται επιφανειακά σύµβολα Christoffel δεύτερου είδους. Οπως 
παρατηρούµε από τις εκφράσεις (ΕΠ.27), τα σύµβολα Christoffel εξαρτώνται µόνο από τους 
πρώτους θεµελιώδεις συντελεστές E, F, G και τις παραγώγους τους, σε αντίθεση µε τις ποσότητες 

j
iβ  που εξαρτώνται από τους πρώτους και τους δεύτερους θεµελιώδεις συντελεστές. Ισχύει δε εξ’ 

ορισµού ότι  
 

k
ji

k
ij Γ=Γ           (ΕΠ.30) 

 
 
ΕΠ.5 Εξισώσεις Συµβιβαστότητας και το θεώρηµα του Gauss  
 
Κάθε φορά που µας δίνονται πεδία των E, F, G, L, M, N (δηλαδή τα ijg  και τα ijΩ ) διατυπώνεται 

εύλογα το ερώτηµα αν αυτά αντιστοιχούν σε µια επιφάνεια ),( ηξrr = , µε την έννοια του να 
αποτελούν τους πρώτους και τους δεύτερους θεµελιώδεις συντελεστές της. Γενικά, η απάντηση στο 
παραπάνω ερώτηµα είναι αρνητική, εκτός αν ικανοποιούνται οι λεγόµενες εξισώσεις 
συµβιβαστότητας (compatibility conditions), δηλαδή οι εξισώσεις 
 

ηξξξηξ )()( rr =   

           (ΕΠ.31) 

ηξηξηη )()( rr =  
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 Αποδεικνύεται ότι οι εξισώσεις (ΕΠ.31), µε την εκτέλεση πράξεων που παραλείπονται, ισοδυναµούν 
(αναγκαία και ικανή συνθήκη) µε την απαίτηση οι πρώτοι και δεύτεροι θεµελιώδεις συντελεστές να 
ικανοποιούν τις (λεγόµενες και πάλι) εξισώσεις συµβιβαστότητας (compatibility equations) 
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E
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    (ΕΠ.33) 

 
Οι εξισώσεις (ΕΠ.32) είναι γνωστές και ως εξισώσεις των Mainardi-Codazzi. Η (ΕΠ.32) λέγεται 
συνήθως και απλά εξίσωση του Codazzi και τανυστικά γράφεται ως 
 

( ) ( )
γαββαγκβ

κ
αγκγ

κ
αβ ,,

Ω−Ω=ΩΓ−ΩΓ        (ΕΠ.32) 

 
και, για µια επιφάνεια αντιστοιχεί µόνο σε δύο διακριτές εξισώσεις, αυτές που προκύπτουν για τις 
τιµές 
 

( )2,1,1),,( =γβα   και  ( )1,2,2),,( =γβα  
 
Η εξίσωση (ΕΠ.33) λέγεται συχνά και εξίσωση του Gauss και τανυστικά γράφεται ως 
 

( )αγβλαβγλ
λκκ

αγβ ΩΩ−ΩΩ= gR        (ΕΠ.33) 

 
όπου ορίσθηκαν τα σύµβολα Riemann-Christoffel κ

αγβR  ως 

 
δ
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ε
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δ
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ε
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δ
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δ
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δ
αγβ ΓΓ−ΓΓ+Γ−Γ= ,,R        (ΕΠ.34) 

 
Η εξίσωση (ΕΠ.33) έχει δίνει τέσσερις διακριτές εξισώσεις, για 
 

( )1,2,1,1),,,( =γβακ   ,  ( )1,2,2,1),,,( =γβακ  
 

( )1,2,1,2),,,( =γβακ   και  ( )1,2,2,2),,,( =γβακ  
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και έχουν ειδική σηµασία. Υπενθυµίζεται ότι τα k
ijΓ  είναι συναρτήσεις των E, F, G και των 

παραγώγων τους. Άρα, από τις ίδιες ποσότητες εξαρτάται και η ποσότητα 2MLN − . Η καµπυλότητα 
Gauss δίνεται από τη σχέση (ΕΠ.22) και ενώ µοιάζει να εξαρτάται από τους πρώτους και τους 
δεύτερους θεµελιώδεις συντελεστές όπως προκύπτει τώρα εξαρτάται µόνο από τους E,F,G και τις 
παραγώγους τους. Το τελευταίο συµπέρασµα είναι ιδιαίτερα χρήσιµο κατά τη γένεση επιφανειακών 
πλεγµάτων.  
 
 
ΕΠ.6 Ελλειπτικές ∆ιατυπώσεις για τη Γένεση ∆οµηµένων Επιφανειακών Πλεγµάτων  
 
Ας συµβολίσουµε µε 2

s∇  (  ) τον επιφανειακό τελεστή Laplace, γνωστό και ως τελεστή Beltrami 

(ο δείκτης s-surface δείχνει ακριβώς ότι πρόκειται για τελεστή διατυπωµένο σε µια επιφάνεια). Θα 
ισχύει, όπως για την περίπτωση που ο τελεστής γράφεται σε ένα επίπεδο διδιάστατο χωρίο, (πάλι 
κάθε δείκτης παίρνει τις τιµές 1 και 2) ότι  
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Με εφαρµογή της (ΕΠ.35) στις καµπυλόγραµµες συντεταγµένες δξ , i=1,2 προκύπτει ότι 
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Για την περαιτέρω επεξεργασία της τελευταίας σχέσης δίνονται, χωρίς απόδειξη, δύο βοηθητικές 
σχέσεις για τις παραγώγους των ανταλλοίωτων µετρικών και της ορίζουσας J. Αυτές είναι οι 
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ggg
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α
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α
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∂
∂         (ΕΠ.37) 
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          (ΕΠ.38) 

 
Αντικαθιστώντας στην (ΕΠ.36) προκύπτει ότι 
 

δ
αβ

αβδξ Γ−=∇ gs
2          (ΕΠ.39) 

 
Στη συνέχεια, πολλαπλασιάζουµε την εξίσωση (ΕΠ.28) του Gauss µε ijg  και προκύπτει η 
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Ngrgrg ij
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k

k
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ij
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ij Ω+Γ= ,,         (ΕΠ.40) 
 
που, µε τη βοήθεια της εκφρασης (ΕΠ.22) για τη µέση καµπυλότητα, δίνει 
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ij µ2,, =Γ−         (ΕΠ.41) 
 

Παράλληλα, µε εφαρµογή της (ΕΠ.35) στο διάνυσµα θέσης r προκύπτει ότι  
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ή ότι 
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ή ακόµα (µε βάση την εξίσωση (ΕΠ.39)) ότι  
 

j
j
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ij

s rgrgr ,,
2

αβ
αβΓ−=∇         (ΕΠ.43) 

 
Συγκρίνοντας τις σχέσεις (ΕΠ.41) και (ΕΠ.43) προκύπτει και η εναλλακτική γραφή 
 

Ν=∇ µ22 rs           (ΕΠ.44) 

 
Οι εξισώσεις (ΕΠ.41) ή (ΕΠ.43) ή (ΕΠ.44) είναι εναλλακτικές µορφές της βασικής διαφορικής 
εξίσωσης που διέπει τη γένεση επιφανειακών δοµηµένων πλεγµάτων, αφού τόσο η µέση 
καµπυλότητα όσο και το κάθετο µοναδιαίο διάνυσµα (άρα το δεξιό µέλος στο σύνολό του) είναι 
αναλλοίωτα από την παραµετροποίηση της επιφάνειας. 
 
Η γένεση του επιφανειακού πλέγµατος µπορεί να έχει ως αφετηρία τις δύο εξισώσεις Poisson (µε 
όρους πηγής 1f  και 2f ) για τις δύο καµπυλόγραµµες συντεταγµένες της επιφάνειας ξ και η, ή 1ξ  

και 2ξ  που γράφονται παρακάτω 
 

δδξ fs =∇2           (ΕΠ.45) 

 
που, µε το συνδυασµό των σχέσεων (ΕΠ.42) και (ΕΠ.44) δίνουν την 
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Nrfrg j
j

ij
ij µ2,, =+          (ΕΠ.46) 

 
Η τελευταία εξίσωση αναπαριστά τρεις διακριτές εξισώσεις για τις τρεις καρτεσιανές συντεταγµένες 
(x,y,z) των κόµβων του πλέγµατος. 
 
Για λόγους πληρότητας υπενθυµίζονται οι µετασχηµατισµοί 
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