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∆ιαφορετικές Γραφές των Εξισώσεων Ροής 
 
Στο κεφάλαιο αυτό θα αναπτυχθούν λεπτοµερώς οι 
µονοδιάστατες εξισώσεις ροής µέσα σε έναν αγωγό, 
όπως αυτός του σχήµατος, που έχει διατοµή S=S(x), 
µεταβαλλόµενη µε την απόσταση x. Οι εξισώσεις 
ροής, που εκφράζουν τη διατήρηση της παροχής 
µάζας, της ορµής και της ενέργειας µέσα στον 
αγωγό, µπορούν να γραφούν ως εξής: 
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όπου Ε είναι η ολική ενέργεια ανά µονάδα µάζας και Η είναι η ολική ενθαλπία για τις οποίες ισχύει 
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Μια εναλλακτική γραφή των εξισώσεων (1) µπορεί να προκύψει µε την εκτέλεση των παραγωγίσεων 
και αυτή είναι η 
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Συνοψίζοντας τις εξισώσεις (6) σε µια µορφή όπου το διάνυσµα των εξαρτηµένων µεταβλητών είναι 
αυτό των λεγόµενων µη-συντηρητικών µεταβλητών, το οποίο για τη συνέχεια θα συµβολίζεται µε 
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µπορούµε να γράψουµε σε διανυσµατική µορφή τις εξισώσεις ροής ως 

Q~=
x
VA~+

t
V

∂
∂

∂
∂          (8) 

όπου το δεξιό µέλος της (8) είναι το 
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ενώ το µητρώο Α ορίζεται ως 
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Εναλλακτικός τρόπος γραφής της εξίσωσης (8) είναι χρησιµοποιώντας τις λεγόµενες συντηρητικές 
µεταβλητές του πεδίου ροής. Το διάνυσµα των συντηρητικών µεταβλητών ορίζεται ως 
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Οι εξισώσεις (1) ξαναγράφονται στη συντηρητική µορφή, ως εξής 

u
dx
dS

S
1=

x
u)(+

t
ρρρ

−
∂

∂
∂
∂  

udx
dS

S
1=

x
p)+u(+

t
u)( 2

2
ρ−

∂
ρ∂

∂
ρ∂        (12) 

uH
dx
dS

S
1=

x
uH)(+

t
E)(

ρ−
∂
ρ∂

∂
ρ∂  

και να συνοψισθούν στη διανυσµατική γραφή 
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ενώ το Q περιέχει τα δεξιά µέλη των εξισώσεων (12). Εισάγοντας την Iακωβιανή ορίζουσα Α, 

 

u    u3
2

1--E   ]u1)-(-Eu[-

1)-(        )u-(3           u2
3- 

            1                    

  =
U
f=A

22

2

γ
γ

γγγ

γγ
γ

∅∅

∂
∂      (15) 

η εξίσωση (13) µπορεί να γραφεί, εφαρµόζοντας τον κανόνα της αλυσωτής παραγώγισης, ως 
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Eπεξεργασία της Iακωβιανής Ορίζουσας Α 
Στη συνέχεια υπολογίζονται οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα της ορίζουσας Α, η οποία προκύπτει 
από την ανάλυση των εξισώσεων ροής µε τη χρήση µη-συντηρητικών µεταβλητών. Για την ορίζουσα 
Α, οι ιδιοτιµές προκύπτουν από την επίλυση της εξίσωσης 

0|=A~-I|det λ           (17) 
δηλαδή την εξίσωση 
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Το υπερβολικό σύστηµα των εξισώσεων ροής διαθέτει τρεις πραγµατικές ιδιοτιµές και τρία γραµµικά 
ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα. Η επίλυση της  (18) δίνει τις τρεις πραγµατικές ιδιοτιµές που είναι 
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Η εύρεση των αριστερών ιδιοδιανυσµάτων προκύπτει από την παρακάτω εξίσωση 
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όπου ο δείκτης (l) δεν αθροίζεται. Η τελευταία µπορεί να γραφεί αναλυτικότερα και ως 
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Τα αριστερά ιδιοδιανύσµατα τα οποία προκύπτουν είναι τα εξής 
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όπου οι σταθερές α, β και δ ορίζονται κατά βούληση. Μια τυπική "αδιάστατη" έκφραση για τα 
ιδιοδιανύσµατα (22) µπορεί να προκύψει αν α=β=γ=1. Για υποηχητική ροή το σύστηµα διαθέτει δύο 
θετικές ιδιοτιµές (λ1 και λ2) και µια αρνητική (λ3). Για την υπερηχητική ροή υπάρχουν µόνο τρεις 
θετικές ιδιοτιµές. Η ανάλυση αυτή ισχύει µε την υπόθεση ροής που κατευθύνεται προς τα θετικά x 
και καθορίζει τις οριακές συνθήκες που επιβάλλονται στην είσοδο και έξοδο του πεδίου ροής. 
 
∆ιαγωνοποίηση της Iακωβιανής Ορίζουσας A 
Από τη θεωρία πινάκων και σύµφωνα µε τον τρόπο µε τον οποίο υπολογίστηκαν προηγούµενα οι 
ιδιοτιµές και τα αριστερά ιδιοδιανύσµατα, προκύπτει ότι 

11 L=A~L −− Λ           (23) 
ή ακόµα ότι 

1LL=A~ −Λ           (24) 
όπου ο πίνακας Λ είναι διαγώνιος µε στοιχεία τις υπολογισθείσες ιδιοτιµές του πίνακα Α και ο 
πίνακας L-1 περιέχει τα ιδιοδιανύσµατα του Α (ένα ιδιοδιάνυσµα ανά σειρά του πίνακα) και είναι 
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Εκλέγοντας αυθαίρετα ότι α=β=δ=1, ο πίνακας L-1 και ο αντίστροφός του γράφονται 

 

c
1-   1   

c
1    1   

c
1-      1

  =L

2

1-

ρ
∅

ρ
∅

∅

    

2
c-   

2
c   

2
1    

2
1    

2c
-   

2c
   1

  =L

ρρ
∅

∅

ρρ

    (26)   

Τα δεξιά ιδιοδιανύσµατα του Α αποτελούν τις στήλες του πίνακα L ενώ τα αριστερά ιδιοδιανύσµατα 
είναι οι γραµµές του πίνακα L-1. 
 
Μετατροπή Συντηρητικών σε Μη-Συντηρητικές Μεταβλητές 
Η µετατροπή από έναν τρόπο γραφής των εξισώσεων ροής µε τη χρήση των συντηρητικών 
µεταβλητών U, σε έναν άλλο τρόπο γραφής µε τη χρήση των µη-συντηρητικών µεταβλητών Ν, 
διέπεται από την Iακωβιανή ορίζουσα του µετασχηµατισµού 
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και µετά την εκτέλεση των αριθµητικών πράξεων, παίρνει την τελική µορφή 
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Ξεκινώντας από την εξίσωση ροής, όπως αυτή γράφεται συναρτήσει των συντηρητικών µεταβλητών 
U, προκύπτει διαδοχικά ότι 
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και τελικά η γραφή των εξισώσεων ροής στη µη-συντηρητική µορφή τους, ως 
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όπου προφανώς ισχύει 
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Ο ορισµός των µη-συντηρητικών Iακωβιανών δεν απαιτεί τον απ'ευθείας ορισµό καταστατικών 
σχέσεων για το ρευστό και κατά συνέπεια είναι περισσότερο γενικός. Επειδή, τέλος, η συντηρητική 
Α και η µη-συντηρητική ορίζουσα Α συνδέονται από τους µετασχηµατισµούς των δύο πρώτων 
εξισώσεων της (31), οι δυο ορίζουσες έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές. Αυτό εξάλλου προκύπτει από τη 
διαγωνοποίηση της ορίζουσας Α, όπως φαίνεται στις παρακάτω εξισώσεις 

1
1

1
-1 -1A= L L   A= (ML) ( )= P PL M

A= M AM

−
−

−

⎫Λ ⇒ Λ Λ⎬
⎭

%

%
     (32) 

δηλαδή, τελικά 
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