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ΠPo^oΓoΣ

τo MAΘHMAτοN ΣYΝEκτlκοΝ PoοN ΣτIΣ ΣτPoBιΛoMHxANEΣ

τo Moθημa 'Σ!νεΧτ Χaζ Poaζ onζ ΣtρoB]λoμηtσεζ' Φord€i μdΘημo εμpoΘUνσηζ

σo γνωσ κ6 owΧεipενo των Θεpμκdjν Στρo9lλopηYouiv. Δδαoκετo στο 9o εξσμnvo των

MηtαoΜγων lrηΙlMκιlν τοU EMΠ κΦ aπorελεi σUνaΥεα τωv MαΘηpoτων 'Moνoδασrση
AναλUση Θερμ xΦν Σiρo8 λoμnχouiν"(ol 'Θερμκaζ Στρoβ ομη)ισν,ζ σε τρεlζ Δloστασεlζ',
τα οπoio δδaσκowo Φo τo Eρνoστηρo Θερμκ(' Στρo9lλομηlΦjjv τoU τoμao Pε!oτΦν.

Στo i, δΘ np o αUτo o φolτητiζ 6ρxoταl dε επoφli ρ ε τα lδE iτερo πρoBλημ Φo ρoi1ζ πoU

ouνofωfol σlζ σρoθΛoμηΧοvLζ 1o| no, λ.ρiωζ oiετiζoro. uε lο οUrknλo φolνoμεvα
nou λoμEoνouν tΦρo σnζ nτερUνΦoεξ τoUζ. Στo πρωτo KεφoλΦσ roυ nαρ6rοζ
σUγγρδρμΦoζ δlατυnιiνεrolτo nρ6βλημo ρoilζ ποU nρana νo εnλUΘεiσ, μo περ]γωdn
με ,νd δ dΦoρlκ6 μ ofaλo εn iλυo nζ (λ.Y. την επiλUoη rωv εξlσ6o εων Ν aνie rslokΘsl με χρηdη
ηλεnpονκου Unoλoγση). Δiνεrdiaμφoση στn μoΘημonκa δoτιπωdη iωv εξEωoεων ρoliζ,
στη μowελoπoiηση τΦν Πολυnλοιων ynρiωv των σρoB λoμnχoην, oτη μοWελonoinση τnζ
τl]ρ9ηζ kαlτηζ μ.τoθoonζ oπδiη σρωtil σην τUρEοδη nερΦlil, στζ oρoκ6ζ σUΦilkεζ
ετσ onωζ πρiπεl νo εmβdλλofo|σnζ UποηΙηnκaζ η υnερηrτκaq rερUμiσεlζ κλn' ol
γνti,oaζ nou oπoKτωWo 

' 
oε σUvδυαolo με ενδεYδμΦζ γενLκoτερεζ γιΦoεlζ Yaολoγloτlκilζ

PεUστoμηxovxliζi Φoτελoι:]ν τo onαρoiτnτo UπδΘoΘρol σε πρoπUxoκ6 εrinrδo, ψo rη

μowελonoiηon τηζ ροilζ σnq στρoβ oι]ηYoνaζ, μaoω δEΦoρ κdν μΦoδων κα ηλorρoνκon
Uπoλoγσi. Στo εnδμεvo κεφoλαE Φoπιroσofσ εδ]κn Θaμoro oτρoβlλoμηΘνΦν πoU

σΙ€τiζowolμετoντρδiαoτoτoΙaρamiρoτηζροiζ'nπωζεivolλ'x.οLδσJiερεaoloεζρoθζ
κol η ρoil oπo to orMκo δ@κενo των πτερ!γnσεων' Γiouτα nαρouoιaζοro oπλo φUσlκo

μowελo γα iην nρoooμoiωσil τοUζ. τaλoζ, 'd 
τd€Uτοiα K.φdλσo τoU ouγγpσμμoτoζ

αφlερωνowol στιζ dΦkληρωrRaζ τεlllκθζ πoU επlτρdπouν την α(ρβη rρδβλεψn fuν
σΦπκiν φarνoρ,fuν oτd πτεριγ]α κol τo κελUφη των σρoβ λoμnltνων, με βoση εμπεlρlκη

πληρoφoρio πoU aχε our€l€oi kal kωδκoπolnΘεi oπo μo μεγαλη dεrρd σΙεnκιiν

nαρo τo γεγoνoζ o'] σεεn λεγμdo σημεio του noρoηoζ ouγγρoμμσoζ η oνoλυoη
nρor!ρoσεoημowrc βαΘoζ,εwoaτο ζ kιρ oζσκoπbζτoυσUγγρσφiαησρoμdνo νσδd]σεl

αo φo τnni Φo nopr.Kτlκo Χεiμενο πo! νo προκd€i io ενδ αφaρoν τoU vlα Φoδρoμil σε
εκτεΦσερη Erλoγρσφio' Πσ τo λδγο d!τo, σε δ@φoρo σημεio rηζ !ληζ σUνlστιiwo|

σxετ κa βΦλia η dημdnlreζ δημoσlευμdνεζ εργoσioζ γQnερolτ,ρω εμθoΘυvση.

H δσrυλoγρoφηoη τoU ΧεlμΦou ενNε oπδ iην κ. E. Χσζηπανoγdπoυ με lδEiτερη
ταΙιτη'o καl επμ6λaα. ΓΙρωnv (X. MoλαμoτdMoζ' B' Mnol]ρoζ, l. Νiioλoζ) κol ν!ν
(H.Ν*oλδo!, Δ. KoUμnoγEWηζ, E. Πολiτηζ) μoΙσnτυΙ1oκoi σnοUδooτaζ τοU εργoσηρiolr
Θερρlkaν Στρoβlλομηxαviν EMn σUνdΘολον oτη βελτiωση ε δκdjν Θεμorων noυ

ΦoτLooof ol σ o ouyyρoμ/ο oι ro. o o JννρoΦεoζ o@ΘΦη o' l ην Φovir νo ει /oρlo-ioε
oλoυζ α!τonζ γE τη σUνεργoσiατoυζ.
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1.1

1.2 ΣUνεr κic Podc onc Σioo8 λounνoνac

Φονδuενo Ponc σc ΣΙοo8lλoιnνovac

o L poaq μεσo στ ζ στ ρoθ lλoμ ηxov,ζ εiνo αno nζ πλioν πoλjπλoκεζ πoU σ!ναwnwdl
στn Φοoη' εiνo σ}€δoν πδWoτε τρδdσοr.ζ oΦoι )@μβovow xιJρo σε noλυnλoκoζ
τρδlnσar'ζ γεωμfρiεζ κolnεΦ€μβΦo!ν orρΦτiζ κσlτUρβωδrζπερlol ζ ΧoΘωζ κorτην
πoλ] ενδ@φaρouσo μετσβοnka π.ρ olη !πoξι σUτΦν' Αnoκoλλημiνεζ ρo,ζ anonowol
πoλι iaκilκα στζ oτρoβlλομηΙoνdζ. ol σrρωτaζ (αl ο τυρβωδεq ζωνεζ τηζ ρoilζ
}!ρoκτηρiζowa on6 πoλιrλoκεζ τooεζ Xα πoρaμoρφaσεζ, ol οπoiεζ δ dφaρoUν αno
αUτaζ nou σUνoWaμε σlζ oπλ'ζ δδEofuτεq ρoaζ (κoτα μilκοζ μLoζ εUΘεidξ η (dμnιλnζ
επlφaν' oζ' Bλdπε E@aγωγRo MoθnρoτoPε!στομηxΦlxilζ), λoγω tου δ1n ρoη εiνollσluρα
τρδoσoτη, ερφoνiζοwol σnμΦx,ζ κλiσεζ niεoηζ oε κoΘε (oτεnΘινση, Uπoρχε η

nερστρoΦη (σιζ κ]νητεζ rτερUγiσεξ) κol η XσμπUλδrηro iων nτερυγiων. τo φoνoμoνo
κoτoληvouν νo εjνοl dκ6!o nερ@oοτερο πoλιπλoκa Φ ληφθεi Uπoψn on ονonrισσowαl
oλληλoεnδρifd σ!νεκτ Xo oτρωματo σo nτoρ!γQ κal σσ κελaφn iων μηxoνων, κoΘιlζ
επiσnζ !πσρ}ε πawoτε τo ενδεΥoμενo ολλnλoεπδρoσεωv κρo!σnκων KUμoτων μo τd
oυ€flιo στρωματo. Aπδ πλε!ρ6ζ εnπ,δou τοπrητoζ η dρlΘpoι Mach, or ρoεζ σ]ζ
Θερμ κaζ σρoΘλoμηtavaζ Raλanτoυv δλο ro δυνoτ6 ε0ρoζ τμnν. Aναλoγο με την

περiπτωση' σUναWΦtΦ oσUμn]εστεζ, lrnoηΙnτκaζ κοlδlηxnτlκεζ li Uπερηxητκaζ ροaζ. o
στρoβiλδζ lαρo(ηραξ τo! nεδio! ρoηζ πoiζd fuα σημoWκδ ρδλο, εiiε oφεiλετor σoν
ovσtuσσδμεvo δ.υrερειοWo σ'ρoβlλσμδ' εnc σo στρδBlλo πoU δημrouργεi ro orlνκδ
δοxενo κλπ' τaλoζ, πρ'πε νd,ΙΦUμε nαsoτε Uπoψη oi η ρoil εiνa γdlκd Yρovκo
μεiαθσλλ6μεvη, κUρiωζ ovπρoκεrΦ vE noλυEoΘμ o στρoB oμηxαη' δπoU Xσ η onδλυτn

Rοlηoμnκη ρoηεiνo χρoνlια μετoβολομεvεζ ωζ nρoζ τo σIonκo η τo onoλυrο oιoτη]o
oUW*oγμΦων. τα Θεpμlκα φolνoμεvσ (μετoδoση θ6ρ!δτητoζ, ψιξη nτερυγiωv κλn') εiνol
πoλι] σημowlκo, αλλd γd]κo Θα εξΦρεΘo':]ν onδ την oνoλUσn ποU θα oιoλouθησεl.

o 6ροζ ΣυΦκnκaζ Poεζ σnζ Στρoβlλoμηloνaζ , noυ onoτελεi xol τον riτλo τoU

nαρowοζ μoΘilμoΙoζ, nερλσμBn@ Φα σnνoλo Φo νopiΦν τo onoio λoμBΦouv Ι!ρo σr ζ
oτρo9 λoμη}!ν,ζ κol σ}€τiζowαl κUρlωζ με τlζ ouνεκnκ,ζ rαdεlζ πoU δημ ouργοιlwo onΘ

tnvτnρβη τηζ ρoηζ. Η φUdlκη κdrovonoη τηζ oνonτUξnζ τatolων τoσεωv, η μowελonoinσil
tοUζ σo δ aφoρo Φjn'δa noλUπλoκδτnτoζ καl η αρlθμητlκil Ιoυζ ηρ6βλεψη με χρηoη
ηλεfrρoνlκoι' Unoλovlστil oπ οτε)Φ oν τ ζ τρεlζπιx,ζτηζ oναπτUξηζnoυΘo oκoλouΘilσεl,



ME πpωτn επoφη !ε τα φοlvoμεVο σlvεiτ κηζ ρoηζ μnoρei vα γivα εξroζotoζ την

nερinτΦσητo! σιμπlεστa. Eνσl γvωoτδ to rδ οiτερo ενδαφθρovποU nαρolo αζel η ρon oτo

ouμΠεστa, λoγω roυ εnΦραδUνoμεvoυ xαρdkτilρα τnζ Στo o!μπlεστil, η ovorruξn
τUρβωδnν o!νεκτxων τoσεων dβ noλn Boση σημoσio ωoτε n ροh νo μnoρ,σεl νo

ξεnερoσεl nζ Xλiσεζ n]εoηζ Ι!ρiζ νo πρoκληΘoi αnoκ6)Jηση. Γενlκσ' oλ}o ax Xoτ'oνσγκη

nαηοrε' η οπoδooη.νdζ ouμηεστn βελnωνετοl 6σo ol tuρ9aδeζ iοσεlζ γiνowοl
σ}ιρoτερεζ oε σΙaση μo τrζ στρωraζ olvεκtκεζ τ6σεlζ, δnλoδη οσo αUξαa o oρΘμδζ
RΘynοlds τnζ ρo'iζ. Θο oναφερδμoστε στo τμaμo aκ.iνο του nεδiou ρoηζ onou o

σ!νεκΙκaC τoσεlζ εiνo |oxυpεζ με τo γενlκο 6ρo oρoκd στΦμστo.

Σε ποοτo εn πεδo τoξ]νoμnoηζ rων onoτελaσματωντo!ζ, μnoρoo!ε νo πonμε oτ τo

συvεκτlκα φoνaμεvο επδρoιv οτη ρon πoυ ανonτισσετol μ,oo σiη βαθμiδα εvaζ
oυ1]πεστn !rε τρεζ κUρiωζ tροπoιζ:

(o) ΘaτοUv,νdoνωoρo oτην οaξησn Πiεσηζ nou μnoρε
Προσπoθεlσνο ξεnεραolεiαιio τo ορ o oδηγε] σε οσταθε ο

φο voμενo πoλμωσηζ a nερoτρoφlkηξ oπoκδλ\ησnζ

(β) οδηγoιv σε στ,νωoη τηζ ρoηζ' δηλοδη, λ6γω τηζ πaροUσ]οζ των op]ακaν

στρωμoτωv, noρoυσoζΔτol dλnrτωoη rηζ εν.ργon δdroμilζ πoU δαRvεi'oιdoστκo τη

ροη. τo φoνoμενo τηζ oτ,νωσηζ (bloοkage) επnρεoζd τn σUνoλλoγη εvaργεloζ μετoξ!
ρ.Uoτo, (οlrrερUγωσεων (Φωζ oτouζ oξoMκoιζ σUμπlεoiaζ).

(γ) Αφor] λσι]βoνοUν xnρα μεσo oτo oροιo oτρωμoτα' εναl UπεnθUνo γE aνo

σUwρπnκo μεγoλo roσοστο των οnωλεLωv μεσο σrn μηxον'i. Mπρoτoρeζ oπ'JλεLεζ

σUuBαivουν εoν υnoρΥouν κρο!or'(d xuμoτο κλπ

Eσtω xοι ov o ελεγtoζ των οΠωλεlnv εiνo tωρiζ σμφβoλiο avοq nολa σημow]κoζ

noρογorοζ nou σrετiζετo με το μ,ψoτo λoγo neσηζ πoι μnoρoι'μo να nετιXοUρ.,

εWoιτolζ n nρoρ€ψn τηq στdvωoηζ πoU Θο nρoκoλ,ooιν τo ouνεκτκo φoνδρενα eiνα

εξσo! σnμowκη γ o τo oΙ€δαστa tηq oτρoβ λoμηxαvl]ζ H στdνωσn.κφρoζετo noσoτ κo

μD τo σUηελεoτη oτενωσnζ B o oπo oζ op]ζετo ωζ

πραγματικΙ διατoμη !oηζ
γε0μετριΧrl διαrυμi aoηζ

Eivο nρoφoνεζ oi γjο τον κoθoρ σμ6 τoU αρΘμnτa τoU ιλαoμoτoζ πoU υnε σdρxεiα σroν

ορ σμδ τοUoιfελεστη B σ!μμετdxouvτο noΙητωv oροκavστρωμστωνnou dvαnτισσofαl
στo ntεριJγQ η/καl οτο κελaφη τηζ μηxσvaζ.

ExοWοζ Unoψη μαζ τnvnορoπoνΦτoξνoμnση των εnπτnσDωvτωvo!νεκτ κωv poΦv

droιζ οUμrΕoriζ, νivετοl ομεσo owinntil η ονnγκη τηζ αvoΠτUξηζ oξ6nοτων κol

νο δnoε o σUμΠlεoτηζ. Kαθε

ηζ ρoηq, δηλαδη σro ν!!στσ



1.3

νρηγoρων μdσωv γlσ την πρδβ)€ψn τoUζ. Πρν σσχoληΘol:]με με tσ μaσo πρoβλεψηζ Θo

σxολoσθoιlv, oνδεRrRd, oυγ(εκρμavo λδγο djoτo νa γivσ αrληro τo γloτi η o(ρ8ηζ
nρaβλεψη των σUνεrΠων ρoΦv oτlζ στpoβlλopηΙ!ν,ζ noρouσσζo] oUξημ,νη
noλUπλoκoτnτα. κσo ην nσρnΘεση Φν λδγων nou oκoλoυΘol]νl Θo oνoφερoμadτε
miλ.rlκδ dε oυρΠεστη η σrρoβlλo, ovσλoγα μεiηv aμφαdn nou επlΘUμοιlμε να διiσoυμε-

1 . H ρoli σε iνa ouμπlεoτη εμφdviζd oνoγκαστκα noλυ on6τbμoζ (λidεξ niεoηζ στnν

κoτειrΘwση τηζ ρoiζ, σo σxadη με oιraζ πoυ μπoρol]ν (θεωρηnκo) να Unnρξow oε Φα
δ δnorσo oρlo(δ σρωμo }!ρiζ νσ nρoκληθεi οnoxoλ.ληoη τηζ ροilζ- N ρoli oτo πτερ]γlα
σ!ηΘωζ oiνol τ,roE Φσrε να ΘρiσιετΦ πoλ! κoηα στο σημεio aπoΧoλ.ληoηg Χol με τoν

τρδno αυτ6 νo aYοUμε lσtupo φopnσμd!α mεριγlα' Περσo6τερo σoβαρi oiνol η

oτo λειφη, ono_ Yo rvοJ oξαho σ μilεoτr. τo ηα{οζ τoL ειεi
Φσυσdδμdo! oρloΧon σρω|]oτoζ εiνo νrylκα σllγκρiσlι]ο ρ. iη toρδη τoυπτερUγiοU'

2. τα επinεδo τηζ τnρβηζ στην εξωEρ xη ρoη εiνor opκoτn Uψηλo kυρiωζ αν
εξεταζoUμε8αΘμiδrζσUμπΙεσta, oλ.λεζ εfοζ onoτηνπρωτn' o ρoλoζrou υψηλol:] επinεδou

τl]ρBηζ omδρd Irεroξι rων αλλnν κol ση γρliγορη μεtσΘοση oπδ Φρωτil oε τ!ρβωδη ρoil'
Γ1ΠMoν. o ο 

'ζdLμ' 
l.o!ε>, ol oρΘ|-o' Feynolοζ ll c ρolc εlνο lΓloο' rou r Iεο.olil l1ζ

μεταβoση συvηΘωζ owσo l€i σε alo oημof κδ πoσoστo to! nτερUγioυ (oνδε κt κο, ρnoρεi
νo κoτoMβd 1ο.20% τηζ xoρδηζ). Aυξdνowoζ τη γωνio πρ6oπωσηζ oτo nτερaγio τo

oημεiο Φαρξηζ τηζ μfoβoσnζ Kνεiτol προζ τηv σκμil πρoσβoλaζ, X'ρiζ 6μωζ νo

μετα8σλλετol σημΦκn τo μηκoζ iηζ ρετoβoσηζ. o σ!νδ!oσμnζ εnπ'δou τnρ8ηζ κol
xλσηζ πiεonζ κoτo μ'iκoζ rou oρloxoι στΦμοroζ τoU nrερ!γio! πρand να λσμEnvεrσl
δ]onερo Uπoψn σoν κσΘoρlσμ6 τηζ Θ,σηζ noυ,oιμβoiνεlη μετo8αση. το piκoζ on6 την

oρtη tou ορ oκου oτρΦμαroζ μalρl rο onμεiο τηζ μπoBoσηζ εξoρτoτal noλn λiγo oπ6 την

κλση niεσηζ, ov n ροi εivσl επlΙoψvnμdη. Στnν εn BρoδUνδμΦη oμωζ ρoli, ελoπιiwταl
o'σΘηio ooo olξoΦ' η λλ oη n εoηζ ol roρorΦU ηαρo1ηρ_oσ- φolν-αl νo lo ιυο! ν o

xaμ € επinoδa τιρ9ηζ 1'fdσητηζrιpβηζτu<2-3%), oΦ γlo μ oγσλιτε ρo Φinεδo η Θdση

μετoθiβoσηζ (εκφpoσμdνη σε oδ oσoτη μoρφa) εiνol oτoΘερη- Mε βoση τo noρoηoνω'
σolJc σl]|'lπlεdraξ, oπωζ oUνηαic τo εniπεδo τηζτιρBηζ κUμαiΦtσl μεiαξι] 5l ο%, η (λiση

niεσηζδεvεn]δρo οUσlαστlκo σovκoΘoρoμδτo! σημεioU μετoβαonζrηζ ρoliζ, τo ΣΙημα
1.1. πoρouσσζoi τη σUvδUoσμ,νη επiδρoση εnπ,δou τ!ρβηζ κol κλiσηζ πiεonζ oτoν
(αθoρldι]o τηζ Θaσnζ μετoβoσηζ nανω oτo nτερ!γlo.

3. H ρoli oε rcΘε περιt!ση εiνΦ xρονl(d μετoβoλλoμενη κoΘωζ lnoρΙε η σλληλουtid
σαΘεΦν Ko κνη ν nτερ!γdlσεωv. Γ*lκd, ρnoρonμε νo oνoγνωρioοUμε 4 olτiεζ πoU

δηuΙoUρvoιν rn rρoνlκi μi'μoνl|]οτητα τnζ ρoηζ σε μα EoΘρiδo (,στω κol αnλσ

μoνo9αθμαζ σtροElλoμηχoνilζ)' onoυ UπoρΙ€ η oτoΘepa κol η (νηiη nr.pι]νωση. οπωζ

φo{rτo oio Σxiμo l.2, ο o/oρρoιζ 1oU δτ,oι ργoUν τo τερUv'o rou o-Φopo
αλλ €n δρd με την klνητil πτερ0νωση. H nερinoυ xρoMκn μovμn ρoli τηζ στoΘεpηζ
1τερUνυσrξ γ νcτol ινl lη τΣ ρUνυσr Jζ xoo{ιo |-il |-ovJη ρoη,
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nρo(oMwoζ Ιρoνlκα!ετoβαλλoμεvεζ δUνoμε ζ στo κlνητo περιγ o koθ{irξ Ro lρov κo μil
μΘνψo κ!μΦo πjεoηζ. Πρaπd νo γiνεl κoταvoητo on, ενω o oμδρρo!ζ oxηι]oτiζεταl
oηoκλε onκαλovωouνoκnκnνφolνoμrΦνσiη στaΘερηπτεριyωση' n oλλη)€niδροσημ.την
κNηrη nτερoγωon εναl ouσloστκo ava φoνoμevο μη.σuνεκτκηζ ρoηζ. Δειiερη πηγil

ΥρονRaζ la.μoνlμδrηrαζ τnζ ρoilζ εivοlη λεγoμενη δUνoμlκa σλ,\ηλeniδρoση oxiνητηξ κo
κlvητiζ nτερι]γωσηζ. τo πεδ o n εσηζ oτovεvδioμDσo xiρo των δao nτερ!γd)σεων γiνετo
αfl\rl o Uζ'l '-ιρΦσ1 

aoζ Λρo.'Χο Jo. /oι lμa|-o'οζ μ. oμo'δμoρφη Lη..!oζ
δε]-ερoL_']1μα'oζ'oo-oloειolγοoνFομovμoovoJιo]oJolοJooΦ']ρpLηaorΦoJi
\.o τnv Kνηrη πτεριγωση (λoγω τηζ oνωoηζ oτo κ|νητoπτeριjγlο) κor aνoζ τρiro! τμliμoτoζ
τo onoio εivοl xρoνlκo ρoνlμo dλλo με oνoμοLoμορφn lωρlκi) κατaνoμil γlo τη σoΘoρa
nτεp!γωση (λΘγω rηζ αvωσηζ σtο στoθepοrερaγα) κoθωζ Kνoawo τo Χ]νητo πτερ:rγE,

η oκμa εκφυγηζ κaΘe στσΘερoa nτερυγoυ δalεταl μlo xρονlκo μi μδνlμη πiεoη ωq

αnοτελεσμo τηζ Ιωρlκσ ονoμoδμoρφηζ κoτoνolaζ nεoηζ noυ σ!νδaετo με τα κlνητδ

nr.ρnγld. Awioτolχη Yρoνκo μi]μoνμn ρoi atλαμβoνrΦ η oκμη πρoσ9oληζ rωv
πτερ!γiωvτηζ κlνητilζ πtεριγωσηζ λδγω rnζ μρκηζ αvoμoloμoρφioζ τoU nεδio! niεσηζ
noι ouνδ,εrσ με τn oroθερir πτερnγωση. H δυvaμκi oλ}ηλ'niδρoση εivοl κoΘdρo μη.
σUνaκnκoφoνo!ενo ρoηq (o νloUτo μofελoπo ε τol xρησlμοπoΦwoζ μεΘaδοUζαiρlBoιζ
ρo.ζ ιr l εεοUoι ζ EJle' oloMεζδUoο'Γl\οoνh1ζ|-'l.μoνl]-o'1'οq!n.po1ζro]olv
να σr€τiζoηαl αnoκλεστlκο μe τη σl€τiκa κiνηση μαζ oroθερnζ ιol μoζ κvητliζ
nlερJγUolζ. F οJvtιltr,l ρol -o' δ1.ο ρ/ε-αl \',ρJ o1o τ.ι oa|-η ειΦJνiζ ενδζ
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nτερUγioυ orρoβiλoυ, nou axεl σημoWΦ πoxoζ κol στρoγγUλευρ,νη μoρφη' oδηγεi σε
σxηronσμδ στρoBiλJν πoU σoμα(ριjvowd onδ οU'6' oμoiωv με tοUζ oτρo9iλοUζ Kaman
no'δlL,oιργοUfonoUoro.,\οlιι.Jδρo.'lηr'nοο}μοlLolrlo.ooJοoooJζoroiol}ε
σε μ]ακσοσ1αdnεvδrαμεσητωνδιoακροiωνκσοστασDωv, δηλαδη ro! oχηpαnσμoι oδoι
εκφυγliζ σρo9iλ!ν Kaman (al τoU οxnμoτσ!oι t!ρβωδo!ζ oμδρρoυ μe xρoνι(σ !6νlμη
ldσn τ μa rαtιτnταζ. τo kρlσlo oημεio τηζ εκφUγaζ σρoβiλων oπoτην στρoγγUλεUμ'νη

οκμil εκφUγilζ ενδζ πtερUγioυ στρoβiλoU Μoπiζεταl στη δUνσδrητo υπoλoγσμoι μoζ
μaonζniεσηζ στηνnερ@tilrηζ ακμηζ eκφUγaξnοUνd κoΘoρiζε]μεοκρi!ε α την επoγδμενη

nτωση ολκηζ.iεσηζ, πoU εivο ,νo oημowκo roσooτo των σ!νολκiν onωλεlων. τaλoζ,

Yρoν κη !i] μov μδrηΙo τηζ ροilζ μπoρεiνa δημouργηΘεioπδ τoλowιjjσε ζ τωv oτoΘapων a

/κσl xlνητnν περUγiων. To φolνoμενo εiνo γνωσδ με τoν δpo llUitΘl. κοτ' oυτa, μκρaζ
τoλowΦσσζ σε dνο πτερnγD rρoκoλoιirv τnν ΦaπUξη xρονlκα μη.!ovμηζ δnνoμnζ καl

ρo1r>o'οUro roι ao-L oroορo/,ν,_ oJv€η.r\ Jηoοo ιvο cvoΛoour'rη)ρovλaμi-
μoνμη κiνησn τoU πτερUν o! κo νo οδηγηdο!ν dδεlδμεvo κolσε oστοx]o θρoι]oη'



4' H πiεση (olη θερμoκρoσio ονoκοπilζ εiνo γενlΧα oνoμo]oμορφεζ σην εξωτερlκη

ρoil δdοδa σηνnερoF] τηζ ρoηζ πo! βρiσκετolaξω oπδ τσ oρ okα σpiμaτd- AUt6 εivol

lδEit6ρo σ ημoWΠδ 6iov η τρδ αστoτ η ρoli Φoλιr ετal με τρon o ψε! δoτ ρrδ Eσταro' σι] μφωνd

με τo μowdλo πoυ πρδrενε ο ννU (νE oσοUζ δεv τo γνωρiζουv σUvoτdτolη oνolΦση iηζ
ενoτητoζ 1.4)' nατnνnερinrωση τηζ ρoηζ no! Unoλoν]ζΦσ σto μεσημβρνo επinεδol onou

γεMrc δεν UnaρΙ€l εUκρMiζ ορoμ*η ξωτερ κli poa λoγω rηζ κoθ'ιΨοζ oναμlξηζ 
'ων

oρακωv orρωμorων, τo πρδβλημα εrtrεiΦτα. rQ νo oνd oξ6nστoζ,νoζ 
'd'oΦζ

Unoλovlσp oζ τηζ ρο iζ oτo μ oσημβ ρlνδ σinεδo' π ρεnεl νo ληφΘεi Uπoψ η η &γoμ ενη αn νlκil

oνoμεηtηζ ρoaζ (spanwise m X]nο) , μαζ επnλ,ον δηλαδη δldxυoηζ στην κo'εοθUvση πoU

ouνδiεlτo δjo Xελ]φη τηζ μnxoviζ. Δloφορα LδEiτoρσ φolνoμεvd ρoηζ (oπωζ εiναlpρ xn

oνoμoιoμoρφ.gσUνΘnκεζoνακoniζσoπεδio,o]δεUτερειοUσεζρo6ζnouΘoγaωρiooUρε
nαρoκoτω, |i n ρoil nοU oκφanγε αn6 τo ακnνlκ6 δrnκryo τηζ ρηΙoνi)ζ), σεσUνδloσμn με
την τUρ&iδη oναμlξη δnμbuργοι]v το φαlνoμεvo τηζ arMxaζ ovαμξηζ' Mε την

σUνδEoμΦη δρoση τωvπoρonΦω φolνoμενων, γiνowol δUoδ dιρtrα τα oκρα των oρ oκδv
στρωμoτωv rou Φoσloσowαl στo κελι]φη (κoiαoλoγiσ πρoζ iη Θεωρio τοU oρ oκoι:,

5. Ynoρxouν μεγoλεq κλioεlζ oλ!ν 
'ων 

μεγεΘων iηζ ροηζ σε καΘε κατa:]ΘUνση μaσo
στo πεδio ρoilζ, σKoμo κοl (oΘ'ιψoζ rων nτερ!γiων. H πolκλid τ,'οlωv pρlκΦv κλiσεων

κdνε σUΙνo oνεnoρκεiζ κοι dvdξldn σ'οUζ τoUζ δδaστoτouζ ιndΦνlσμol]ζ καl

Φαγκoστ κσoδnγεiσηΙρησlρonoiηση τρ δaσarων (η aoτω ψεUδo τρ δoσ'Φων) DΙalκον
εniλUoηζ. Eνo δεl]τερo oπon'λεσρα εjνd δι η oτoτ κli πiεση δενnoραμ,νε στoΘερil μaσa
oτlζ σUνεrlκ,ζπεplot,ζ H olκoνoμ]σσε χρoνo Unoλoγoμon εiνα nσwoτεεnθUμητa (oτo

το σt€δddρo μoζ σρoθλoμηxΦηζ κσ γo ro λoγo ouτo, η δυνoτδτητd γρilγopων
δlδ oσoτων UπoλoγdρΙ;jν, l(oνων να δiνouν πληροφορiσ γlα τoν njπo τηζ ρoηζ nou

oνonτισσoτol στo μενoλι]τερo ]rdρoζ του Ιdlρου ρεrσξn κελιφων κΦ nτερUνiωv, εiνol

lδo]rερα εUπρδσδεRΙη' Eiνd]nρoγμoτκo xρiσΙμo νo μnορouι]ε με avα Uπολογlσμδ oτην

επ φΦaσ onο-nτ.ρι]γlo-oε'nrεριγD πoU οwldτoll€i σo !εσo 0ψοζ 
'ων 

nτoρυγiων, vα

onofoιμε oωoτaq πληρoφoρiεζ γπ oλη την περloχη nλiν των oρlοκ{i]ν oτρωμdrων στo noδl

κol την {εφ αλη rη ξ μ ntovilζ. o] πο ρσγorεq noU επτρaπouν il δεν εn τρΦolrν κdτ τ dτo o

εivΦ no}.λoi' Σε aνΦ αξovκo σUμnrroτη λ.y., oν τα nrερUνlο εiνσl μεγdd oε ιψoζ σε

σΙ€ση με,νoxαρaxτηρ|onκonotoζ'οU ορ oiοιoτρωμΦoζnoU oνonτι σσετor στa (ελn φη,

aiνd δL]νdτδ vo υnoλoγ σ'ε n ρoil ωζ δδΘoτατn στo μaσo tου nr.ρυγio!, οπoU εX

κoτoσiεUaζ η μoρφη tou nτερυγiοU δοv σλλαζε onμowκσ κoθ'ιψοζ. Σε ofiΘεση! κowa
στo κ.λnφη κol δiωζ γo nτερovE 6}4 τooο μεγoλou ιψoUζ δεν Uπoρ}Θ noρjoΙη 6noυ μlo
δδlσoτoτη προσavνlση Θo μnoρoιJσε νo δ(iσεl ρεdλστ κo αnoτελaσμoτo' KαΘirζ oυξoνε o

λδγoζ πiεσηζ' η Φiδρoση rων oρEκων στρωμnτων τωv (oλnφων εκτεivετΦ oλo (dl

lυρlοoo!ερoλοΘιψoζ-oJτεoJνloιοlo!ε|-c'Uνταlοl|-ofλοrnιροrλofooτoJioo
|οJ niερJγloι oroι ηδδoo'olη |ρoo.γγdr εiνοl o-ρBiζ

6. Yπαρtεl οUσηρa σλ.ληλεn δρoσn σ!νεκτ fuν xαl oΙρ Eωv nερoxiv τηζ ρoηζ. τα



1.7

oUνηΘη ρowr@ oραxων oτρΦμnτων Ro η iδ α η Θεωρiα των oρrακiν σtρωμδiων axoυv ωζ

νωστον oναnτU}€εi γιo Πολa )€πiα oραΧn oτρωμoτo κσl πρoιjπoαjτoιν aξωrερ]κli ρoli η

onoiσδav εnηρεdζετolαno τηvι]roρξητοι ορακon oτΦματoζ. Στoυζ δ otυτ.ζ xd τo!ζ
oUμπDor,ζ noυ αno'ελoιrv τUnκn nαραδεiγμoτα επβραδUνoμεvηζ eσωτερlκηg ρoηζ, ο

παρoπoqJ παρoδoΙεζ δwεiνolρεoλσnκaζ. ΣnζrερπiωσεlζσUτ,ζ, n στaωoη αUξαw σε

'ρδπo 
Φστε n εξωτεp κli ταlιτηId νo oλλoζεl σημοw(n κΦ oνδεΙoμovo νo εμφov oτol]ν κol

αoτδθσεζ xιρiωc στnv n!ηnκi]περoril 'ηζ ρoηζ, oν υπoρΙ€.

7, H nΙo σηuorlκil nερlο\η η onoio περloρiζε rη dυvολRη oι]ξηon niεσηζ πoU μπoρεi
νo δωσεlo σUμπlεoτiζ, δημουργωwαζ σΦωση κol aπΦλε .ζ, .iνol ol δiεδρεζ γωνiεζ πoU

σtημοτiζoUν τd nτεριγiα με io κελUφη. lδ oπερη σημoσio ai€l η γΦνiα πoU σxημoiiζε n

πλευpσ Φoπi.σηζ rou nτερlviou με τo εσωτερ(6 (.λ!φoζ (πλilμνn) τηζ μηlσvaζ. Στlζ

γωνiεζ oυτεζη ροa aiνol dυvηΘωζ σΙιρατρ δaσατη xαl duΙνo ouμβdiνεlκo anoκολλnση.

H oημoσio rηζ περoxηζ ouraζ τηζ ρoilζ μπoρεi να φαvεi oε dνo τυnκo nαρaδεryμo

rερΦρεφoμεvnζ πτεριγωσnζ oξov(olr συρnEσ'il μlκρilζ ταxυτητoζ. H περlσρεφoμενη
αUri πτεριγωon μελετηΘηκε nε ρα!ατ κo σtο δoKl|]oorηρo μεγoληζ κλiμακaζ τοU Unted
Βesealch cenιel. oτo οοnnec1]cut, ιJsΑ xol ονoλnΘηRε με (ωδ κεζ εniλυσηξ τωv

τρ]δLαστοτων εξ oι]σεων Νaviersiokes στο Eργσστηρ o Θερμl(iiν ΣτρoΘlλo]rηxΦΦν, τoU

ElιΙΠ. H nrερoνωσηεixεεξωτερκnδ αρετρoπερ πoU 1.5 m' λoγo δ oρ,rρωvnoδDn.κεφαλiζ
ο.3ο,toρδηnτερUvioUπερlτσ15οm,εitε23πτεριγoκoπeρστρaφowανμε510RPM.ι]
oρΘμητlκi μελdτη τηζ nτaρι]νωonζ aψvε γE δtφoρεζ nμ,ζ τoυ o!wελεσ'i noροxηζ Φ,

μεγαλιτερεζ κo μ κρoτερεζ rnζ τlμliζ σtεδioσηζ Φd=0.a5. Στζ σnμε6oεlζ oυτdζ Θo

χρησlμοποηdoιμ' owπρoσωπεUτlκa σxaμord σo τη μελatη αυτi, noυ σε πληρη μoρφil
θρiσκοwοι ση δnpoσ]εUση'sludy of Fadialτip ο earanΦ Ellec1s n a Low'sρeed Alial
comEΙessor Foloi' (l. Niko]aou, κ'Glannakoalou and K Paρail]ou, ASιME Papel 96-Gτ.37).

E-ol. σo Σλτμo 1.J ΓοροJoοζoι μc τlζ !oοJ],εζ ο'oθερoL Jr!ρoU o {ε- κrζ -σx:,-1_oζ oε

τρεiζ εγ(σρo εζ σlφαεlεζ. H nριiτη aπlφoνo o εiνol σio 35% τηζ χoρδliζ, η δεarερη oτo

65% Χo η τρnη ελotσo μετnτηνoκμa oκφUγriζ. Σto σχημσπαρoυσ oζowol onοτελaσματo

γo δυo σιwr€στ,ζ πoρotiΙζ' τoν oνομoστ Ro (Φ=Φd=0.35) κo εναν oρxετa μ]κρoτερo
(Φ=ο'65), oροκd κofd oτη γραμμi πaλμωσnζ. Koντα σrην ξoδo τo! περUγioυ

{o υolα oτlko oτην 
' 

ρ iτη εn]φ ΦεE roυ σxoδlαζο U μ ε) φo]νεταl η περloΙη χo μη ληζ τolιτητoζ
στη δεδρη γωνio μtοξa εdωτερκoι κελυφoUζ κοl n)€Uραζ υnoniεσnζ. Στην nεpiπτωdn

Φ=ο.65 n nερoΙτ ouτil εi€lσUξηΘεiσε oχ,ση με τ ζ σUνθilκεζ σΙ€δiaσηζ (o]Voηδη oρoτh

onδ τη δειτερn dtεδoζo!ενη επlφoνelα). KοWd oτnν o(μli εκφUγiζ aΙ€l φθασa σε ιψoζ
περino! το 40% tou.τερUγioU. H στavωση no!nρoxσλεioUτa ηπ.ρ oxη xoμnληζtoΙ!τητaζ

3. H l]ηoρξn qκnv(on δ ακΦoU σlζ Klνηtaζ κol στoΘ.ρaζ nτερUνωσε ζ ενlσΙlo τηv

ΠολUnλοκoτητo τηζ ρoliζ, δημ oυpγΦwoζ,woνd τon κoφoνδμενo. τoorMκδδιdκενoono
(σoσκεU oσn κηζ nλε! ρoζ] σ!νlσοidi νo εivο L oσo ro δ Uvσo μ θγαλιτε ρ o dλλd λ6γol κoΜ ζ
oερoδwομkaζ σηrnερφoρoζ των nτερ!γiων εn Bdλλoιv την ελoΙστοπoiησil τοU' o



Φ=0.65

Φ=0.85

σtεδoσliζ ploζ oτρoβlλομηΙΦliζ κd€iτol νd γεφυρli,oε] r q δno ΦiΘ*εq επδliξεξ, H

Φαρξη arM(oa δEXaνoU δημ ouργεi πρooΘετoζ oπιi'λε εζ noι oφεi)ΦWo σ'ην ανaμξη τηζ

ρoηζ nου δl6ρtεrol αno τo δnκενo' με την κιρα ρoi]. ΣUνχρ6νωξ &\aπiMτol η δnνoμη σo
περ!γΦ, oφol] &σ noσoσo rηζ ρoaq δ αρρdεl τo δoKενo )cJρiζ νo Uπnxεtrαl oτην

εnLΘUμητil σρoφil' τo σUνεκn(n φoνoμενo noυ σUνδaowo με τnν ρoil πoU δ αoxiζα τo
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δQκενo πρoκαλοιν onξηdη τnζ εWρon οζ H επiδρoση τoι οκτlv (oι] δ d(ενou φαiνετo νo
εiνο μ.γdλιrερηoτouζστρoβiλoυζσoot στοUζσιμπεdr,ζ,κUρiωζεnεlδηoσυw'λeσηζ
oJJoηζ oro τιρUY o Φοζ olρoFλo' cναl J.γαλaπoοζ oJloj'οJ οιμ1lεση.

H δaoμη ρεUστο, η οπoio εξaρYετσ oπο τo δ σκεvo σην πλεUρο Unoniεonζ τoυ

nτερUγiοU| με γωνio ωζ nρoζ την ιaρ!α ρoil τoυ κoναλoυ aλλd€n δρn.iη σUν'}€lo τooo

με rην κιρo oσo (ol με rη δrυτoρεl]οUσo ρoη, n ono]α axd δ;oθUνσn oπo τηv €Uρδ
lnερniεσηζ πρoζ τnν €Uρo Unoπicσηζ τoι (oνoλοι. o στροβlλσμoζ πoU oυvδaεtαl με

'ηρor loUδo{ι!oLΦoν.oζεli.δεoμ1νoσo|-αιοJ!€Γ o1orοrolΛJo.o-o Jnιoζμoζ
γραμμηζ δοrυρ σμon κol νo nερσrρoφε]| σtημσiζofoζ τo oτρδθ λo τoU orMκoυ
δ oκaνοU, rou noρouσoζετσl oτo Σxaμd 1.4. H επ €ov ρoil ποU εξaρxετal Φδ ro δEκενo
σε δlαφoρεζ oξoνlκ,ζ Θaσεlζ τoU nτερUriοU, a σaρxετol στo στροβlλo, ouξανowαζ την

awaση τoU κoι iην dfiνd τoυ. H nερστρoφli τηζ ρoaζ μεσσ στο σρδ9lλo τoυ δ oκavοU

πρoκoλεlσημΦ κη μoiωσητηζ σroτ κηζ πiεσηζ σrην nερoχi τoU nυpavσ τοU, aπδρωnoζ
εnοηζ ιo.oiη δ'oνoμ'] r.ζ o!α-Λrζ Π εo1ζοlΓv l ιUoο LΓon coη. -ο 

'rr.ρLtiou. aov a
στο oKρonτoρι]νE. H |εiωσn oυril τnζoτonκnζ nieσηζ oιξovα τη δloφορα niεσnζ μετoξ!
των δυo πλευpδv τoU δοκ,νoU Kοl εMoxυel τη ρoil μdσo oπδ τo διoκενo κοοd,ζ αUτi n

δoφoραπiεσηζ onoiελε την Kνnτilρo δυνoμn γ!στη ρoa μdσα onoτo δα(εvo.
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Αvσπrυεn ooloκaν Στoωloτων σε ΣτooBlλοUnν@ac

Σε συν(p]ση με nζ ωJ€ζ duΦxτ κaζ πεpiοΙtζ πoU UπσρxoUν μ'σα dτην πτερυνωση

woζ σUμnΕoril η κoτΦoηoη τωv ορd(ων σrρωμoτων nou ΦστυσσowΦ now στσ

Πτoρυγ|a σεoMκηζ δoτoεηζ ε]ναl ση]rowRil kol .υτυlοζ nρoρ€nετol noλυ rκoνono]ητl(o

με Ιlζ Uπoρxoιjσεζ l]εΘδδΦζ. τo περlσσo'ερo ενδloφ,ρoν βρiσκετol πρoφo{jjζ σην πλoυρn

lnoniεσηζ tou nτoρUγiou. Εκεi, η σrρωτil nερotil rηζ ρoiζ δθv f,oρoUσoζ9 κΦεvσ
nρ6βλημσ κol nερσσoτερo η λ rδτερo προσεγγlσlκiζ μΦoδol ρnoρo'v vα δωσoUν πoλι
lκoνoπolnτ Xo αnoτελ'o μoτa. κorα dτην o κμn nρoσΘoΜ ζ ο Unoλoγ o μoζ δ iνε σ υvilΘωζ μio
dfoνη UπερoκoWση στην (Φoνoμa τηζ rαμτητoζ με owiσo\η ,Woνη B!Θiση στην

κoτΦoμli τηζ πiεσηζ, δτoν τo onρεio oνοκoniLζ δε σtημοτiζετolorη νΦμετρ κη Φxμll τoU

πτερUγiοU. EUτυχωζ' τo μilκoζ τηζ δlΦdρonζ o!τηζ εiνolnoλι μLκpo (1% τηζ xoρδηζ τoU

περrγiou) κolδεν nρoκoλεiσo8σρ,ζ δoioρoχ,g orη oυvoλlκil oπoδoση τoυ περUγioLl,
επoζ iσωζ aπo τo γθνovbξ oτ μnoρεi νo oδηγilσεL σε δμ.ση ρ.τoβσση Φo oτρωτil σε
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Στo Σlilμo 1.5 nαρouσoζo'σl μo τ!πκil δ δoστoτη nrεριγωση 9bμηlΦXon
σUμn εσrill πoU oπoτελεiτal σo nτερaγ d ελεγxομryηζ δ otuσηζ. H μr;τη τηζ ρoηq aνNε

ρε λ0γ]oμl(6 τoυ Eργoσηρiou ΘερμiκΦv ΣrρoβlλoμηΙoνd,v τoU EMΠ (η μ&\iτη duτli σε
nληρημopΦηδiΦτΦσηδημoσiouση'LossΘsPrediο1on n AxlalFlοw οompιΘ8sol οascades
υsing an EΙplicιt k'. Νaνiersiokes solv€r, ο. vaggilopoulos' G. simandlΙakis, K.

Giannakoglou and κ. Pap6i]iou, AGAΒo 35ih symposium on Loss M€chan ams and υnsiΘady

Fows in τUδomachines' 1995)' Η περιγωση μελεniΘηκε με δυo μoWελα Ι]ρBηζ (ro

μofΦΦ k-ε κol τo μowaλo των Baldψin_Lomα noU Θd εξετoσΘoιv oτη σψεΙ€ o) σε
δ oΦoρεq vων]εζ ε σoδou τηζ ρoηζ (d] = 4oo,43o,47ο'52o) ' ]'] περiπωση q - 47ο M oτolΙ€i
στζ ouνΘηκεc σ\€δioσηζ τnζ πτaρliγωσηζ. Στo Σxilμo 1.5 πopouσEζotσl ol γραμμ,q
σrαΘερoι αρθμoι irach γo rην nερinτωση a]=4oo. Στo ΣΙηρo ].6 noρouσαζετol η
κorσoμi) τoU ldΜροπl(οιl oρ Θμoι Maοh ισoδUνομai με τoν oδβoroτo oυηε)€ση πiooηζ)
πδfu dτd oτερεo το μμoτo. Στo δ o σxημσ πoρoυoEζofo Roi nεlρoμαικo aπoτελ'oμσo.
Συγ(ρ'νofαζ nροoεκnκo τα σlilμoro αUτa| o ovσvνΦdiηζ οWλoμβoνετol τη μορφil noυ
aΙoUν τaτo εζ κσoνoμdζ oνσλoγa με τη (ΘεnκiΙ il oρvnτ Kη) γωνiσ πρoστωσηζ. Πα
πapσδε vμα, diη Θflκil γωνiαnρoσnτωσηζ (σr =52o a Ξ+79 τo μaγlστoτηζ τoxιlτnτoζ (li

τoU oρlΘμου ι,laοh) ποροUσQζετΦ noλn κowo σηv oκμll nρoσ8oΜ9 6π0ι εfoniζεταl
επiσnζκαlto σημεio μΦo9oσηζ. AwiΘεrd, oτlζ o ρνητκaζ γωνjεζ n ρδ σπωσηζ, toμ,γlσrο
τηζ ro}ιrητdζ κlνεiτo πρoζ τo κoτoη τηζ ρoaζ n6Φ oτnv πλευρo Uπoniεoηζ 

'oυ

].] μετaβoση Φo σρωτη dε rυρβωδn ρoil εlσoγεl aνα BoΘμo oθegσoτηraζ σlζ
πρoΘλaψo ζ αφoι n !noρΙΦ!σo nληρoφoρio εiνol oλλrπηζ γlα πrερUνliσεlζ μoνoβαΘμloυ
oυμπoση kol ol€δδν oνιπoρκ'η γ]α nτερ!γωσεξ noλυEαΘρloU συpπlεστη' oπωζ aπιiΘηκε
κolnρoηγoιμενoi rο εninεδo τηζ τι]ρEηζ μaσo σ'o σUμηεση εiνσl τoσo υψηλ6 ωoτε η

μ εταβαo n ξε Kvα πowotε onδ τηv iδQ (ο δ doτoτη) oπ δστoση ono ηv oκμil πρoσβoklζ. H

μετ6θαon σ'ηντ!ρβiδη ρoη .nηρεdζfor σημowκo κol oΠδ την τoμτητσ τηζ εnψdνεroζ.
Πρanεl να σημε]ωΘεi o1 η rρoΙ!τητo λoγω ξa!ωv oωμoτωv nου επκαθowαlστo περ:]γE
εiνd φoνoμενo πoU oυvoντσoltorlκo σε xaθε σερooτρδBlλο. τo σημεio μετoβoσηζ
fvεnolnρoζ-ooνoΦlΙηζρο1ζkoθUζοJξoνΓ.nlρoλιrloloιτερLγioUλo ουγνρδvωξ.

aιJξaνεlkαlo dυWελεoτilζ τρlβilζ τηζ εnφoΦloζ' H ΠΜΘiρο δlaΘaσ μων nεlραμσωv πoU

μελaτησoν κo μorελoπoiησον τnv oνonτUξn σUνεfiκi,ν ρoων σε τροXεia τolχιiμσα
σωληνωv εiνd Ιρη o μo κol τlζ στpo β |λoμ nχoνεζ. τσ μowΦa πo U aνonτι}€ ηι Φ o ε σωλiνεζ
YρησiμonoDnwΦ κdl onζ orρoβlλoμηxονdζl δiνowaζ πoοn(α σωΦo oπorελεoμoτo.
aε8σo, oπolτεiτol lδ oiτoρηnρodolη oεnερDxaq μεγoληζ xoμnuλotηrqζτoUπτερ!γiou, α
υnαρΙ€l περLoτρoφli il 6woνεζ diσ6lζ niεσηζ.

H ρoη Θερμoτητoζ oπa τo 1o Ι!μαrα nρoζ ro ρθον ρεUστδ Φ toΙινεl τη μornEσoη,
αφoι η σUνεrlκotntα oυξoνεlτη Θερμo(ρoσ]ο τo! aopioυ' Kowo στa σΙopεn τolπ,ρoτα
οUΙo δρo οηooloθερo1orτkd oτo oJonτUooaJΦo οo oxα olΦμΦο



or=52 deg.
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Γενlκo n μεταEoση oπo σρωra σε τυρEωδη ροll μnορεiνo σUμBεiμε δνo τρonοUζ.

o nρiτoζ τρonοξ εiνd τo nρoσκoλδμ]ξvo σrρωτ6 oρlακo στριiμo νσ Uπoσεi αμεση

μετoβoση σε τ!ρBd)δη ρoli εvω o δει'ερoζ εiνol opΙ1κα νo ono(ολλnθεi. oτov onoκολληθεi

τo oτρωτο ορEκn oτρωμq oκoλoUΘ.i μετoβaση' σσ Φσε η ρoη νd εnΦoκoλ,\ηΘεi ση
μορφil τιρβδδo!ζ ορloκoι στρωμo,oζ. lMiσd στηv onoκoλλημaνη nεροxη, η μετdβoση

γiνετo Πlο .ι]koλd σno on oν η ροi rσρaμενε oτρωτli κoi πρoσ κΦ'\η μενη ' Η οnokολλnρiνη
nερorη μ oξι τoι oημεioυ oπoκδλησηζ κa τo! σημεiou εnoνoκδ)'\ησηζ εiνo μRρon

μilκouζ (μ'χρl ]0% τnζ xορδiζ) κσ oνoμdζfo φUooΜiδσ ono(Φ"\ησnζ (sepσaiion

bubble). τo μiκoζτηζ εξσρτdrolon6 το επinεδo τaρ9ηζτηζ θξωτερlκliζ ρoliζ, τoν op]Θρδ

ΒθynoIds κol την κσoνoμil niεσηζ. H φUooΜiδσ onοκ6)Jησηζ avσννωρiζεταl σΙεδlαζowαζ
τnν κoiαoui] πiεσηζ νnρω ono τo πτερυνlo ωζ μo μRρn δ oταρo}τ κoτo μηκoζ τηζ
σlφΦεloζ Uποπiεσnζ κοτn τηv oπoid η niεσn εiνo] oτoθoρn (πσlr, vdo!ξoνa). Στo Σχημσ

1.7 πoρoυoldζετo| σtημonκo η δημοUργiο rηζ φυσαλ-λiδoζ oπoκδλλnσηζ dτην €!ρo
Uπonioσηζ εvδζ πτερUνoυ σUμΠεστa' ΣUγxρoωζ, δiνεrα μα εvδεlrlκa κorαvoμli τoU

συηελεoτil πiεσnζ (ord μηXoζ τηζ Ιoρδiζ nου oνdνΦρiζετol η ιnaρξη φUσoλ.λiδoζ
αnoΧoΜnσηζ, σ:rμφωνo μ a ood σvoπτιξoμ ε n ρoη von μαd. ir,σo σrη φU σσλλiδo μπoρoι με
νo Φαγνωρioouμε δι:rο nερoΙdζ ouνoιnηζ ρoi]ζ. Στην npιi]τη| μakoυζ 1' τo συνεr[δ
στρωμo εiνα orρωro καl σε αUτδ η σrαnκη niεση nσρσμdνo σΙ€δoν στoθερη. l_l δo]τερη

μηκoυζ 12 εiνd oυτil σην oπoiσ η ροa γ'V.rσ τUρBωδηζ με δlnΘεoη νd εnαvoκoλληΘεi. 1]

πiεση σην n.ρoxn ouτil οUξoν' i'oD νd ξoνoσυνowilσd 
'nν 

κoτovομa niεoηζ πoU Θo

oiYdμε σε μi ono κoλλη μrνη περ irωo η ρoilζ. τo μ κρo μηκoζ τηζ φυooλδαζ oπokΦ'λησηζ

φolvL-ol vd μ']ν ιrηρ.αζε ll, εξ.λξ1 -1ζ Ρσoνoμ1ζ Γlεoτ novω oτo nπo],γlο
(δoκεκoμμwn vρoμμη σo orρα).

Mετdβ
L ι' Jη'

-2-r4??-

πλευρd ηεoπiεcηζ

ol φUσoλλiδoζ onoΧoλ.λησnq' ]rε στβJτil onoκoλληση (σl τUρoιi]δη εnΦακoλ,ληon

ouμEoiνo!ν oτατο επirεδo τUρEηζ εiνo xαμnλo κο φolνaτΦ να εξαφoνiζowolσε Uψηλo

εninεδo τυρBηζ, onωζ.νδεκnκo σUμθαiνεl μετo iην nρωτη βoΘμiδα rou σUμπlεoτi. Eiναl
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ενδanlκ6 on π.ρdμoτo πoυ θγνoν σε γρoμμκaζ πτερUγ(i)σεξ dxοιν διioε] γΦiKa
πopoπλoνηnκaζ onoψε]ζ roυ npoβλiμoτoζ oυroιl' H με'σΘoση σnν τUρβωδn ρoil ενol

ν.vlkα λνorερη πpoρ€ψ μη oτον τo εninεδo τηζ τυρBηζ εiνd xoμnλo.

τα rUρβωδη oρ aκσ σrρωμoτo μπoρoυν vσ UπoλoγloΘonv με μiα no Kλiσ μεθoδων
κdΘε μio αno nζ onoiεζ εμnερ a}€l δoφoρεnκa πoσaτηrd κol no otηro oμnolρlωv
πληρoφoρδv κol o onoiεζ μnορow νo διiσoυν oκρBriζ nρoβλΦεζ νlα την ξaλξη τoU

oρoκon orριjjμoτoζ. ΔUσtυtωζ, tωρiζrδEiτερεζτροπono]ησεlζ, καμμ α onδ ouτdζ δoν.]νol

6loiτερd oξ δπστn κowo στηv dnoΧ6λ.λησn onou η ρoil εiνo| rρδlooτoτηζ μopφiζ κol η

δδ oσα1η βoση στnνοπoio σηρiζ.τdl(αΘε μowaλo τiΘπoΙσε αμΦloθil'ηση.

avo γνUoro o-. η ΘεLοο Uv τUoθωδιiν oρorbv dρU|-o-qJ ιαl ol oλ€lkaζ
!noλoγ]στ κaζ μaθoδo (δoφορxliζ n oλοκλnρωnκiζ μoρφiζ) μnoροιννo πρoEλεψoυν τo

τUρB6δεζ ορloκo στρjlμd μdYρlτo σnμεio τηζ dπoκouηonζ, 6τoν EdBoE ojνdl γνωσro n
εξσερ(η τoΙ!τηto κo η γεωμ.Iρio τoυ πτερUγioυ' Στην πρ6ξη noλλα πτερι]γιo σUμπlεση
aΙouν περlοΙ€ζ αnoκολλημ dνηζ poηζ. Πo U noηxηn κoιζ σU μn aστaζ τ nν oπ oκoλ.λη o η μπoρεi
νo Γρokαλεoεl'l γιr'lλi φoρnοη 'οJ n'ερUν o '..ν.j) Y o δ ηrηlhour dUJn εσ-dζ 1ρoφovηζ

λΘγοζ σπ0ι6λλησηζ εiνΦ η oλ,\ηλoπiδρσoη κρouσnκoι κυμσoζ (ol oρloκon oτρΦμσoζ-
Eiναl φoνερ6 o1μαΙρnoψη μaΘoδoζ UπoλoγLoμon ορoκdjν σρωμnτων nρ,nα νo ξεπερνo
την δ]oμoρφiσ rolr oυΦnoγεταlη onοκaλληση.

Σε πλiρωζ πρooxoλημΦεζ ρodζ κδθε oλλoγil oτην εξωτερlκa το}ιiητo nρoκαλεi

μ(ρaζ μ6vo μετοBoλiζ oτo oρo(o στpω]roτσ κσl πlo ouγιε(ρμaνo στηv κσονoμa τoU

noYoυζ μετσon σηζτo!ζ. AUra δΦ @tιa oτα η ροη εiναl oπο κoλλη μavη ' Στnvπερ]πτωση

oυτll αRδρd Kol μκρθζ σ)"\αγiζ σην εξωτερlκil iσxοτnτo ρnoρonν να nροκdωσouν
oη/oMl{εζμ.-oβo€ζoronδ\oζJε'olo.lσ ζ. r'o oλλoξοJ\ οl μo. ιo-ην ΛorΦoJ' 1iεοr.

γnρω αno τo πτεριγ o Rα]ενδεΙΦpενα νo οδηγaσo1Jν oε oσroΘε o. το φσvδμενo olro πoU

nεp.Yρoφoιμεγ'o-or oυJ1εοτζoJLoolv1.υζlνωoΙo.λο oι μιJoωJΦ.ζoεoorouaζ
η δrαtιrεζ' Σε δηxηtκiζ οUvθηκεζ ρoiζ o] μεγd€ζ dλλoνaζ oτην εξωτεplκil rolιτηrα

μnoρoavνonρokαλθσolvμκρ'ζ oλλoγaζ oτη στaΦση (δηλoδη oro noxoζ μετoτon oηζτoU
oρ oκου σρΦμo1oζ) ιαlγlo τo λδγo ouτa μnορoιν vo οδηγηooυv σε ooτoΘεlo oκoμα κoι

@ η ρoli ε νσ πλilρωζ nροd(oλ.λημavn'

H Ynoλoγ σnκll P'υoτoμntovκη' η onoiσ Θo onoτελaσd βoσ]κo oργαλ'io σε
oηuaπlκδ τμημo τoU ]roθiμoτoζ' d!νδ!oζd γνωoeξ ono την.moτηpη τηζ MηxΦrΦζ'ων
PεUσωνμευnoλoγ!στl(o εργαλε αγEτηνΦ]λUonδ αφoρκ6ν εξσΦσoων απo την εn στilμη

των EφopμooμaΦν MoΘημorxωv, ωσε νo nρoβλdnσ επruχd]ζ τη σ!μπερLφoρo ρo κΦν

naδjωv, με τn Υρησn ,ων Hλoxτρoνlκliν γπoλογoτΦν' H Ynoλoγ@nκη PευσoμηxοMιn

Συvεfl(.c Pοac κo Yπoλoνlσnκn PεUστolnwνπil
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Φηρiζfo 
' 
oνεξαρtητo on 6 τo πρδβλnμ o nο U ioλεiταl νo εΠλaσε (εσωDρ κηζ η .ξωπρ xnζ

oερoδυvαμ κηq, ροil νι]ρω oπo nτiρυγεζ, ροi μaoα oε πτερUγωσεζ il oλλεζ συv στδoεζ
σlρorlλoμηxαvi]ν Χλπ.), σnζ wυσaζ εξEΦσaζ Νaνi€rstοk€s, oε σUνδ!oσμδ με κσ6λλη)€ζ
κotσoτan(aξ .ξ]dιiσεlζ Χolavα σινολο πopoδo}!ν. ol πapσδoΙaζ dυτaζ' εnε γivofol γlo
την onλοπoiησnrou nρoβλilμarοζ 6σε νo σlroμεUΘdo χρoνoζ επiλ!o'iζ' εiτε καλUnτoυν

φαNaμΦα γQ τα oπoio η γνδoη εiνdlo(6μο oμφiρoλnl nερoplσμiνη i ελλπiζ. Mετo τo

]970 nερiπou, η Ynολογoτlκil PεUσ'oμηxoMka,Ι€l πρoνρoτoπollioεl oλμoτdjδη πρ6oδo'

9oηΘoι]μryη σημΦ xo κolono την τεραonα εdλξη τωv Η)€fρoνlκ{iν YndΦγ oτd,ν. Eτσ,

μnoρoιμε nΜov αφoβo νo δσUπΦσoUμε oτl σε πρorlκδ εniπεδo o] εξ σaσεζ ΝaνiΘr
stokes μno ρo ιrv o ημ ε ρo νo εn λιlowo σε vενl(d πoρdδεκτoιζ υnoΜγlon κo!ζ Ιρ6νoU ζ, η

δε oκρi!ε@ κo πlσotnrα των onoτελεσμdτων εξoρτotσl σε σημΦκδ 9οΘμ6 αno τηv

εμnεlpiα τoU Mnldvxon nou xρησ μoπolεi to Yπoλoyoτ κa Eργαλεio κdl κUρiωζ ono nζ
πopαδoΙ€ζ κoιτo μowaλα πoι tρηoψonoloιrfαl' H oρΘμnτ Ki 

'πiλUση 
των μοw.)ωv ροilζ

(π'Υ- των εξβr]σεων NaνieFslokos) ανoπτι}€nΧε κoτ'oρlilν ωζ σUμπλipωμα των

πεlραμaτ(iν μdρηoεων σε Unoρxouσεζ il νεoo}€δaζ6μαεζ μηlσωζ. Eδlκd oμωζ γlo τlζ
ΣτρoβlλομηxαΦζ nou μoζ oπασχoλoιν, n oρεμnτ(i npoσoμοiωoη των n.δiων ρoilζ
XoτoΜγε rακr κo να ε ναl τo μoνoδlκδ 'εργoλεiο γαrηνπρΦ€ξη rηζ σUμnερφoρoζ ryoζ
ρolκon nεδiou, oφo0η εκτελεση μετρlioεωv σε nρdγρoτ Raζ oτρoβlλoμηxΦaq(κυρiΦζ μaσσ
στo nερστρoφδμενd τμnρoτo τηζ μηχoνilζ) εiνol oniπoνη Ra RoΦiζd okρβn, ε{i σε
oρσμavoζ nερπτiroε ζ εivΦ nρoκnκo oδυνση.

HΦaonτoUμoθilμoτοζ|noυnρσγμσειεfdl ΣυvεκnΧaζ Podζ or lζ Σr ρ oβlλo μη xΦ'ξ ,

μqζ σναγκαζd νd μnv oorcλnΘooμε με τσ oπλoι]στopσ κaι o(ovoμκδΙερo μοwaλo
Uπoλoν@μol] τηζ ρoηζ oλλα νo oroΘonμε σε oυτα 

'o 
onoio μΠoρoυν νo nρoλaξow με

oκρiβεlo τα ouΦκτlκα φαNδμ*o Ια oΠoio λαμEdνoυv Ι1j]ρo oτlζ Στρoβ opηΥoνaζ' τπolα
oπλoυσrερα μof'λd εiνdl κUρiωζ oυτo nou Boσiζowσlσην επiλJoηi

rnζεξioωσnζ δUνoμlιηζ ρoilζ. Πρoκ'1τol γ oτo nτωxδτ.ρo aniπε6oπρooaγγonζτo
onοiο' λoγω των noρoδoxiν πoU Yρηαμonο εi, εiναl xρilσlo μδνo γo oσp09r€ζ
ρoaζ, μaΙρlπερ πoU τnvnερotil oρΘμιiν Mach 1.2 ΠρoΦoνnζ τo μowΦΦ δiνεlμLo

γ*lκli εκ6νo τoU πεδiοU ρoηq, aλλα ηε τo nλεoνεrημα τoU νo εiναι noρo πoλι

γρηγoρo' o κδμo κol o ε τρδ oσoτεζ εφ oρμ oγ,ζ, aφo u εn λn ετdl ρ lo μoνo δEφoρlκ il
εξidωdn Γo τrτolo! εiδoυζ εDσnnκεζ δοφoρικaζ εξ oijlσεξ a}ouν ΦorυFεi
ταxυτoτo] oλγoρΘμο .πiλUσηζ.

τoν ,ξ oιiσεων Eulel. ol εξrσιjJσεLζ oUτ'ζ πρoκnπτouv δiον onδ 
' 

ζ εξσωσε ζ Naνie.
slokes oμελnθοιlv 6λο oloρol πoU nερ rραφoUν τn σUνεπlκotητσ tou nεδiou ροηζ.
ΓE τnv επiλUoη των εξ@ωσεων Eυ]el χρησμono ol]ra, oε γενlκaζ γρoμμθζ, iδE
UndΦγστlκα εργσλeiο με αUτo noυ εnλιouv τζ ξEΦσaζ NaνierslokΘs' αD'o
εnτUγxΦετoLroxoτεpn εniλ!σηl oφolj nο ρσλε iπεrol η δdrciρσnενoζ Uπoλoγ@ κa

YρoνοβδρoU nriμoτoζ των εξ oΦσfuν Νavorstokes.

(β)
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ετσ, τo ενδσφaρoν μαζ εn κεfρωvεταl σε μεΘoδoυζ που Yρησlμoπoloιv:

(B)

rηv oπευΘεioζ επiλUση των εξlαiσεωv Νaνleιsloke6, σε δδ nσσo η τρ6@στoτσ
nεδio ΣτρoβλoμnΥouiv, ol μaΘoδol oτlζ oπoiεζ Θo ovαφερΘol]με σηρiζowoi σε
σxilμoτo (αl δloκρtrοπolησεlζ πεπoραoμaνων δ oφoρι:N, ρnτοaζ xo πεπλεγμΦoυζ
σλγ6ρΘμ0lrζ εniλUoηζ ko| μowdλα τυρθηζ μηδενRnζ (ol δειτερnζ 

'oξηζ, 
H

Φoπ!ξη τΦv nροαoφερθafων ΘεμΦωv Θo γiνεl σε εdσvωvlκo επiπεδo Χol Θα

εwoniζεrol oτo ]δEirεpo στο x€iα iωv μεΘ6δον πoU αφoρol]ν σξ σrροBrΦμη)ιανaζ
xol σa ouvorΜo φαlνoρενo ρoilζ μ'σo o'αUτiζ. Γντiσεlζ Bαo]κiq Yπoλoγiσnκiζ
PεUστoμηxα]κiζ Θa Θωρoιwo δεδομΦεζ η Θo πoρoυdldζowol σUνonnκα σε
πoραρτημoτo των σημεΦoεων σUτΦν.

ολoivρUn"εζ i.}νκεζ εI'λJoηζ lωv ouvεllhψv σrρUJoτωv. κoτJ σo iην
πopαδoxa του δlζωM(oιl μowaλou ρoiζ. τo δ ζωνlκ6 μowaλo' πoU εlσliγoγε o
Prandil, δEκρiνεl το σUvoλκo πεδio ρoliζ oε μo συΦκΙκil ζΦνη κown στo

τolxiρoτα κol τον oμδρρou κoθιjlζ (d μd δειrερn oτρlβil ζωνn, 'iπou n

σUΦr(6τητo μπoρojνα dμεληΘεi. H oτρβiζ ζωνn επlλUετol με kσnolo on6τo δι:ro

onλουσερo μowελo ροaζ nου oνoΦρΘηxoν nροηγoι]μενq oνδ η oUνεrκη ζlivn
μa μlο oλoxλnρωτ κη μaθοδο κol με τεwκaζ nρο,λoσηζ oro xι!ρo. H τr\ouτσia

μaθοδοs εilolγρηroρη, κoταλληλn γQ Θ oμηxΦiκonξ UndΦγ oμoιζ σε rcθnμoρνli
Bo ση κol τo εvδ oφaρoν σUνoψiζfo στην πλη ρ o φ ο ρio' rοU axε ενdωμoτωΘεi σi oυtli
κol ,oU πρoaρtετΦ dn6 τηv εnεξεργoσ]o noλλjjν πεLρaμanκiν δ.δoμ*ων. MLo

oπλoπolnτ κinoρouσioσητηζlδ'οζioUδ ζωνlκoι μoWdλοU γ oτooρ ακσ σρΦμαrα
nou ovonτισoοWo πoqJ στα περιγo, δiνετo στo ΣΙ1μα 1'3. ΣΙo Σπμα 1.9

nσρouσσζπo! μΙa oκoνο των σUνεκnκΦν στρωμoτων πoU ovαnτιdσowol σo πoδl
κol σην κεφoλil lloζ σpoBλoμηxΦaζ.

τo lMowdλo Aνoλιonc τoU ννU

Aνεξoρτητo oπδ τo μowaλo no! Θo Φlλεγεi γid την πρoσoμοiωσn τηζ ρoηζ μido
σξ rερυγδσεξ rων orρoβlλομηΙoνων, Uπαρi€l παWoτε η δUνoτoτητo ro ρowaλo oUτδ νo

εφαρμooτεi oε δaαoτoτn i τρδ@στσ'η βdση. onωζ γνωρiζoυpε, n ρoη στlζ
σρollλoμηxoν,ζ εiνol ldμρo τρδ αoτoτη, σλλo η εniλυση rων τρδ doτdτων εξEωσεων

ρoηq εiνo εξo ρπlιo Ypoνοβoρo oκδμo κo με τoυζoημερlνoι]ζ Unολoγσaζ. Πα τo λoγo

σUτo, τo 1952, ollι/U.onγoγετο δκο τo! μoηdλo, μoτooπoiο drοφ.aνfol η εn λUση rων

τρδEoτorων πεδiΦν ρoliζ κσl ow'oιτηζ εlooγετol η σUνδυoσμ'νη εniλυση δδπdroτων
πεδiων ροilζ σε διlo olκoγdνo]εζ oπΙφovelnν μ,σo στηv nrερljγωση, l_l πρΦτη ol(oγavεlo
σoτr€iioloπ6 επφΦεEq ono'nτεpογΦ oε_πtερnγ|o, ηεn φovεlεζτιnουs1, Φω n δευrερη
o Roγa!εld απoτελεiτoloπo μoσnμBρνaζ επφaνo.ζ η .πlΦdνaεζ s2' 6πωζ φoivοWαlσo
ΣYημα 1.1ο. Αζ σnμε ωΘεion o ιιU πoρουoiσoε τo μowaλo τoU γ o μη-σUwrκaζ ρo,ζ Χd

αρνorερoj ιo1974l ovaνa τoεπdrεM ωσενoλnφΘουν Uπδψητσ σUνεn]id Φolvoμwo.



+ ξ l;
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ol ψεUδοjρδοστdεζ μ,θοδo επiλUσηζ| oπωζ ovoμdζowoi, εnlτρoπo!ν τo σUνδUooμδ

δΦφoρεΙκυν'Jnυν εΓ \ Γιi oνo oLο/iνε o t υΦrfuv λo oufoεεUo'ν οrμΦΒo'o

---- l 19ι

H ovσφooo στo loraλo του ιvU γiνεταl γoτi onoτελεi aνo βoλκ6 Unoλoνlστ κo
εργαλεio δiωζ σlζ περπiωσaζ oκa]νoζ δπου η χpηoη rληρωζ τρ6@oτoτων υπoλoνEμ6ν
εiνo nραKτκo oδ!νoτη. H λnση οnζ εnlφdνεlεζ αno nrερnγD σε nτερυγo οπolτεi iην
εξaλξη των μεΘoδoλογ16ν επiλUoηζ τωv εξ@ωσεωv Νav eιslokes v@ δiδlnστσεζ εninεδεζ
nrερJνlo. ζ Φoπ νo \1φθo.v LΓoq 1οΦ'ι/oζ μ.ν'1μoρcη 1oυ dyoυν ol εrlΦσElεζ ρoηζ
(με την σπλonοΙηnκη ndρoδοrη τnζ oξoνπl]ζ ouμμεtρiαζ), oφ'ηερolr δε το μετoβλnτδ
noxoζ των σωληνων ρoiζ' τσ φUσκn φσvδμενd nοU σlετiζowαlμε την i:rρBη rοU πεδioU

ρoliζ, owμετωπiζoro μ,σω μow'λΦv τnρβηζ κατo τpδπo owiσolxo οUτoa nolr alεl
YρησlμoπolηΘεi κo πστοπolηΘεiγE nζ επiπεδεζ ρo,ζ'

o ιrnνoνlσ!οi Aπωλειων σE ΣτooΒ λοUnνoνac

H oπoδooη μ αζ στρoβlλομηΥονηζεivo n n oσημowκilnoραμετρoζτηζ. H dημdσio
o1οδοοτ ε'νol lo\U εμlΦrζ σlour flν.loυζ ιo oεpo1oριοJζ

σaρ oστρoΘi)ω!ζ δπoι η xdΘoρη olιζ πoU oπoδiδrτoi oτoν oξονo τηζ μηΥoνaζ εiνolαnM
n δ αφoρα τoU aργo! τοU σρoΘiλου xσl τoU,ργoυ rou σιμπlεστiΙ στη μονaδστoU xρoνou.
Σ'oUζ oερlοσΙροBiλoυζ oUτουζ, μlσ μlκρil αλλαγil σlo BαΘloonoδoσηζ οπo@σδηnοτε απδ
nζ δao oυMσωdεζ nρo(oλε] llo oναλoγπo σημMLκη μετoBoλη στην aπδδooη τοU
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ouστημoτοζ' Γo μεγnλo xρoνl(o δ ooτημo o]πρooπnΘεleζ olriιiv πoU ooloλoιwov με tlζ
oτρo8]λoμηxovaζ γiνofoν στην κoτεoθUvση τηζ βελτiωdηζ τηζ on6δοσηζ των δ oφoρωv

τιnων σρoβlλoμηχo{iν. Erol oημερα lnoρxo!ν oρκετaζ στρolDΦμηlοvaζ με βαΘμ6

απδδooηζ oλκων πρoζ oλκ,ζ oUΦηrcζ τηζ τoξηζ τo! 9o%. ενoζ τδσo Uψ οζ EoΘμoq

aπδδodηζ κ6Φl oκ6μη δUσκoλoτερη κοΘε v'o nροσπoΘεlo νlα Φπλdον βελτiΦσil τoU. την
noρ.lο μεxρl νo ΦΘooouJεο-αorμερlνo εn -εδο oΓoδoσηζτΦvσρoθ λoιηχ!νι,u βoηΘηoε
σημαwrκn η εμβδΘUνση fuν φoνoμ,νων ρo'iζ χol τηζ Θερμoδυriομlκηζ μaoo σiouraq. H

εμΘoΘUνo1 oιir επ lεUrΘ1{ onδ ro oιvδLooμo noo']ν|.ενωv nεlοoμσlκjν λo

Φo)ογ on(ιiν μεΘoδων nou εφoρμoστηκΦ τ6o0 στo σnνoλo (oΘε μηxΦi]ζ, oσo κσl oε
δοκεκρ μ,Wζ σιJνldτiiσεζ τηζ. H σημowκil εξdλξη iων αρlΘμηnxavμΦoδωvUπoλoν@μol]
τηζ ρoηζ, σε σUνδυoσμo με την αοπιξη των Hλεκτρονκων Ynoλoγ oτΦν, δExδκεi avα

σημMl(o μερiδΦ oτην nοραπoνω πρooδo'

ol πoρovowεζ ol onoiol επηρεoζοUv την οπδδooη iηζ σrροβlΜμηγΦηζ εivoι
εξo ρετlrc πoλιπλoκol. H μελ,rη τουζ nρo$,ρησε σημoWκα μoζi με τηv.ξaλξη rων

σεροnoρKιν oερloστρoβikJν| οφου η μελdiη τωv owλιiν' οτμοστρoBiλων il Φεμιoτηρων
στηpiζowoν oε oημowκδ nοoooτδ σε δoδlκoσiεζ δοκlμliζ κol σφαλμoτoζ' τη δεκoετiα
194ο_195ο li πρδoδoζ στηv κατoνδηση κα μorελonοil]oη iων onω€lων ηrαν σημΦlκη κoi

onaδωσε μοWaλo πo! ακoμo κo σημερα lρnoμoπoD!ηΦ στη θoμηχoνia. olnρoβλaψεlζ
στηρiζowoν κυρiωζ σε ε μnεlρ κoιζ_πεlρoμoτ Χon ζ σUσΙετlσμοιζ δεδoμaΦν noυ

πρoaρxοWoν οπo δoκμdξ dε γρoμμκoζ πτερυγ6σεζ li Φo τη )€lτouργio τυν oληΘMjJν

στρoE ομηxαvΦν. Σnζ oπoμεvεζ δυo_τρεξ δεκαεriεζ dγΦ εUρι]τοτη xρaση rων μoriλων
ollUv. Ιlpζ lδEtrερη nερotrερι oνoniuξ1 loιζ. ΕσU io ov r Yρηo1 oJ-nν lωv

vενl(.υι],fuν μofaλωv aδνε πpo8λ,ψεlζ nερoρσldνηζ oxρiβεloζ, xaΘε κoτασKεUαoτηζ
npoσaρμoζετo μowiλo πoι Uοθrrοaσε σlζ δκaζ τoU μη}Eνiζ, τo βaΘμoνoμoισε κo τo

Bελtiωνε nαt σ'ouτaζ @ roΙρηoμoπoLoισε ono oνoγκη στoυζ νaoυζ ot.δldoμoιζτoU
&\πiζofoζ oa σφnλμorα nρoEλεψnζ τηζ ταξηζ τoυ t2%'

Στο τaλoζ rηζ δεΧoετioζτoU 1970 κol (Uρiωζστη δεKofioτoυ 1930, η εξaλξn τΦv

μεΘ6δων nερσμσlκ(i'v μεtρaσoωv (lasel, hoιwire' κ)f.) βoiΘησε σUμΠληρωμoτxn rnv

κσονoηση των Φdνoρdνων ρoliζ. Ακρ|θaoτερoζ υπoλoγiσncζ μ,Θoδol πoU

χρησlμoπoΦι]oΦ σρRfd (αλη δEιρronoiηση τωv Unολoγ@τκΦν }ωρiωv (dφoι o νaol

ιnoΜγoriζ εn*ρΦoν Unολoγ σμol]ζ NaνiΘrs1okes με 5ο0'ο00 ωζ 1.000.0ο0 κoμΘoυζ)

aδωσdv εnnΜoν nληpoφoρiεζ γo to σUνεrlκo φdνoρoνd ρoηζ, Lδiωζ oε τρδσστoτεζ
roπoλoγiεζ. olνaεζ γνΦσε]ζ γlσ τa πoλιπλoκd Φoνo!ενo ρoηζ κolτoUζ σUνoπoγoμΦo!ζ

μηtΦlσμoιζ oπωλε]ιiν ε να nr€ovnoλι πoλιπλo(εζ γlα νd ενσωμoτωΘoιν στo oπλonο ημΦα
μoW6λα ρoiζ. Kσ oυτa η εniλUση τωv εξ σωσεων Νaνierslokes πaι]ει νο δiw πoooτlκo
σωσεζ πpoβλaψεζ ψo δo]τερο noλUnλoκεζ ρoθζ' nπωζ λ.x, εiναl o| Ιρoνlκd-
/εloBor.oιενεc lUο8dδ. ( οoLζ.

H στoρRll δL6κρLoη των oπωλoi,ν σε onωλεΕζ oερoτo μli ζ , 'oπιjjλε εζ Kελιlφων '
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'onΦλε εζ δεUτoρεlroUoιiν ρo6ν' rcl 'onιnλεεζ oκτMκδν δdκΦωv συνεliζε νo

xρησlμonoεiiol, ,dτω κolΦ n)€oν axσ σoδεryΘεifi ol μηxΦσμoi ouτoiαnΦ€lnν δΦ
εiνo1 Φξoρτητol μετoξι τoιζ.

Δ!σαεn τnc Yλnc

Σκoπoζ τoU μoΘliμoτoζ Συvεκτ κaζ Po6ζ σnζ ΣrροBlλομηxαaζ κol oUνεπΦζ

σkonδζ κo τoUπoρowoζ σUγvρnμμΦoζ εiνd]vo noρouσlαoεl κol νo oναλ]σεl, θεωρητlκo

η/(d Unoλovloτlκo, τo σUνεrlκα φo]νoμevσ ροηζ oτlζ ΣτρoE ομηxΦaζ.

o Δαφoριaζ Mεθοδο γQ rον υπoλor@pδ των ρoωv σlζ στρo8rομηxαaζ
σΙ€τiζowαl μo την εniλUoη των εξ@d,σεων Νaνi€rs1οkes ouνδυooμaνων με τa aπoρqiτητο

uow,λo τυρβnζ. ol ννιισaζ no! Θo σo(nθοι]v ono τo nρωτα εl κεφoλΦσ, dν

συνδυoσθoιlv uε 9oσRεξ ννιiroε]c θεωρioζ ΣτρoΘlλoμηxΦωv κdi εvδεl6μενεζ γνωσεξ
Yπoλovβτ xiζ PεUσtομηxαlκaζ εnrρanοUv την oνaλloη κol κoτoνoηση κωδiκων nou

.n noUντζ εξoωσεlζ Νaνiers1ok€E oe περUγiσε ζ oτρo8]λομηxΦiν, λ.x. με rην τεΙllκiΙ
τωvπ.nερdσμΦων δoφορ6ν. Γ@ λ6γουζ nληρoτητoζ, τo nαρoρτημo Γ]1, noρilδ μ o noλι
ο]woμ1εlooνJγΓ olην '.ψnη τιν ']εΓερooμifuν Δ.oΦοοav.

ι] noλUπλoκδrητα των μρiων ροilξ σlζ οτρoβλoμnldwζ oπotoljν nροσεκn(a

x!ρ κη δlαkρτoποiησil τoU με 1η βoηΘε α κoμπυλογραμμωv σUσiηματων ouwεtoγμεΦν. H

εξοκεiωση ρa τo (oμπυλoγρoμμo σUστημdτo σlfεταγμaΦν BoηΘδ στη νΦεσn
Unoλoνlστκων €vματωνδoμημiνηζρoρφnζσεΦδiαoτoταpρiοεππoδωνηnερφερεακων
πτoρυνΦσoων η τρ δοoτoτo \υρio orρoΘ]λομηNονων, αλλd σUγχρoνωζ εν oxι]ει την εU.λξiα

γlσ το λ€lρσμo rων σrloUσωv εξσωoεωv dε τrτοLo nλdγμoto. τo κoμnυλoγρομ,ro

oUστilμoτα ouwετoγμaνωv ονaλnofol oτo K.φαλo o 2'

τo κεΦoλoD 3 nαροUoιδζa τζ εξEωσεlζ ρoiζ onωζ o!τaζ γρσφofαl εiτε rE
πληρωζ τρδQστdη ovoλUσn, εl'ε γrα την εrφoνε o onδ.πτεριψo oε ητεpυγlο μloζ
πτεριγωσηc, δηλoδi tη νν!στa ωζ επφnνε os]' Στo iδDκεφaλo o' axordζ nδη εξο κεlωθεi

με τσ kolnιλoγρdμpα συoτημoτo σ!tετογμdνωv, o εξEωσεlζ ρoi]ζ δoruπ'iνoWdr με

"o-dλ.λnλο \'o.-iΛLo']-ρoro ο'ο oρ oδηα oUσrμσo οLfε ογμtων noJ nooΦoΦroοuε
τo κεφiλο|o 3 oλokληρωνετa με τη δ oτι]nωoη rων φUσrκιjjν κo υπ0λoγ6τ κωv oρ ακιν
σ!νθηκ'! noυ επ9oλλofdlπoU nαρouσσζ'ταl oio nαρdρτημo Π2'

Στo κ.φoλo o 4 κol 5 nσρouσlσζoro Yρlio μα στο xεio oπo τη Θεωρid τoU oρloκoι
στΦμσoζ (o γiνετol εlσαγωγil στnv aνογXη ιαl την εWoβ τnζ μowελoπο]ησηζ τηζ
τnρβηζ. Aνoπraoσoυol τα μowaλo τιρBηζ, αλγεβρlια η δLoφopxa διο εζ σ.iσεωv, nοU

Rlrρiωζ Yρnoμonoβowol σξ Στρoβ]λoμηtovdζ. δ αnερη aμφoση δiνετo σo lowaλo k ε
no. oilJιρo Ιρηo'Joroε lo ΣUρΓοro γο iηJ o.ο\Uοl lηζ ρo'lζ οι Γ-rpl}joεζ
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τo κεφoλαβ 6 oσχoλεiτol μετη φυol(il τnq μετo9αoηζ on6 τη σrρωrη στnνrUρBΦδη

ροn, δnωζ ουτil σUμBoiνεl oε nτερι]γ!α oυlllεoτων κo] oτρoβiλων. noρoUσ]oζowol κο

Φaλυowo .μnεlρ xoivομolγ α τnνπρaBλεψη rηζ μεταBοσnζ' ol n€Φoirρδπol μoτoEoσnζ
κo! oμnεlρxo κρtrnρo σ}€nκα μo auτa. o φorηniζ οnoΧτo εξoκεiωση μe rnv xoτoνoμil

πiεσnζ nou nρoκιra στα τοLΙxiμoro ενoζ ntepuγiou στρoβiλo! il σUμπlεoτil κol ι]αΘσiνεl
νo iη σUσΙ€τiζd με τo σUνεknκd φoνδμενo ρoliζ noυ λaμβαo!ν lrjρo στnν περ:]γωσn.

το κεφnλο o 7 oνoλι:]ε το Θdμo τωv δειrερεUo!σων ρoων κo τωv dl€τ κrjv

δεUτεoεUοUσωv αnωλσιν σa πτερU!ιJσεlζ στρoBλoμηYοvnν qηγεποl o tρδπoζ
olηpατσμoι των δεUτepευoυonν ρoων ko πορouσnζorοl xoροκτnρrσn(a πεδio ρoiζ σε

πrερυγdrσεζ σUμnΕorωv κo στροBiλων δnou oνoγvωρζοWα ol δευτερεaoUσεζ ρoaζ. H

μετoφoρoτοu δeuτερεaoroζσrρoΘjλσμoι, μεeo ιλoo xo oτρBaζ μow6λo ροaζ αnο'ελεi

orlκεiμεvo τoU (εφαλαoυ 9. Στο κεφoλo o οUτο αvoπtυσσοwo o εξlσωoεζ ]rεταφoραζ
του δeuτερειoroζ oτpo!λoμoι oκολοUθωWoζ σιστnμo σlweταγμiνωv noι oκoλoυΘεi

tζ γρoμμdζ ρoηζ ενδζ τp]δαoτoτοU πεδiou ρoηζ σε μE nτερ0γωση. ΣUγxρaνωζ, στο

KeΦσλob 3 πopolodzετo η ρoli oτo οκτν(i δ|oκενo nrεpuγωσoων στρoβlλo!ηχoνων,

'oνiζεto 
η oπiδρoση rou η ροa oυτil ξlε σΙζ oπiiλεlDζ iηξ nτερiγωσnζ' n σ)"\ηλoniδραoη

δειτερεUoυσΦν ρoιi,ν κοl ρoηζ τoυ oXτMκoυ δοκ'νoU κo1ndρoυσαζεro dνσ μοWaλo γlo
τηνπρoσoι]oiωσn των κoτovoμωv ταxaτnταq oτo lωρo τoU δoκiνo!.

Σid KεΦoλo α 1o κΦ 1 1 δiveτol ro UnδβoΘρo δlοτι]πωσηζ ολοKληρωτlκliν τεΙνικΦν ψα
roν υπoλoνο!δ τηζ ouμrεαΦoρoζ σ!νεκτ κδv dτρωμoτωνπoU ovoπτυσσowσ κoro μηxoζ
σrερεων rοryωμοrωv' onωζ λ.x. riερυγiων στρoBlλομηΥoνιiν. ΣUζnτεiταl τo Θ.ωρnrxo
UπδΘοΘρo το onoο (oλιπτεlto lσoρρoπημdvo, στρωτo li τUρβnδn' oρoκα στρδμαiα Χσl

nρoτε]νοντol εμπερΧaζ κoτσvoμεζ ταxnτητοζ γα τη μovτελοroiησh τουζ. τελοζ
δdrlnωvοWo ο oλoκληρωτκiζ εξσωσεζ δoτaρησηζ iηζ δlομnκοUζ oρμaζ (ο iηζ
κνη'lκηζ aν,ργεEq, η εniλ!σn των onoiων, σε ouνδυoσμo με τlζ σωσΙiζ πληρoφoρiεζ οπo
-']ν oνo/ιo1 o.ρog L-!ρηo,q, 1oοΘ! L μo .Γτ' \o r o.L-ερlΦοοο ε oζ oρ'oaoL

στρnμoτoζ. Στo κεφoλo o 11' ο φοiηiηζ μπoρε νo γvωρ]σεl βαo(ο σro\€iα μαζ
oλoκληρωτlsilζ τεwlκaζ γο oρldκo στρωμoτα, δnωζ εiνo η μεΘoδoζ τoU Le Foll, πoυ axεl

Υρηd μonolnθεiε!ρι]τατοVQ υπoλoγlσpοaζστoEpγoσtiρ oΘερμ (ωνΣτρoβ λoμnχoνΦντoU
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κAMΠY^oΓPAMMEΣ ΣYΝτετAΓMENEΣ-ΓENEΣH YΙ]o^or|ΣτlκoΝ ΠΛEΓMAτoΝ

Ε!!Ξgjr!

Στη δεκoετiα τoυ 1970' η dρ]Θρηnκa γwεση σUσημaτωv (oμnuλdγpoμμων

σrwεr6γμaΦν (cuπilinea Φoldlnales) πρoσσρμooμ,Φν oτo δρα 
'oU 

xJρiou Uπoλov@μoι
6δωσε noλυ σημαfLκη nΘηση oτη Ypiσn τΦ πoπεpσo]]ενωv δEφοριιν ψa τηv αρΘμητιπι
εniλUση φUoιK!νnροβλημσΦπoU μπoρoιoΦ νo μowε\orolnθοnν με Ιη βoiΘεo μερ κΦv

δ]αΦooiκΦν εεlσΦσεων. H 6θηση αUril iΙαv nολυ εroνη εlδlκ6 στ ζ nερ ππiσεζ 6πoυ Ιo
πρ6βληpo onαrοισε tη λυση τσ εξlσιjJσεων αυrιiν σε δ6loσorεζ η τρδ nσoEζ nερol€ζ,
των onοiων τo oρlo πoρo!σiαζΦ σκoν6Mσlη !oρφli. H Yπoλoνβnκη PεUσoμηχovxη, η
Mεroδooη Θερ'Joτητoζ (o. o l-Iλεffρoμoννηlldμoζ εlvol iρcζ rομεiζ nou μnoρoaμε
πρoΙεiρo νo oνoφθρouμε oι ωφ&\ilΘηκΦ alrσo onδ την ευρεio xpηση κoμπUλ6γρdμρωv

σιMετoγμ,νΦ σε σUνδloσμo pε μεΘoδoλoγioζ nεnερaoμaΦν δEφoρδι H μελεrη τηζ

ροilζ oε oυνloτωσoζ ΣτρoBlλoμηΙΦliν, oπou τσ Ι!ρio ρoilζ εiνσl oυvηΘωζ εξo|ρflκ6
πoλnπλoκα, εiνΦ dvoζ τaταρtoζ toμaσζ nou εniσηs εnυφεMΘηκε σημowκo,

Η xpηση κoμnuλoγρoμμων σιJστηματων σUWfoγμΦων (κσσ), 6πoU τα 6ρ]α rou

xJpioυ ρoηq tαUiζowσ με π.\εγμon(aζ γραμμ,ζ, δiευxoλι€ τη xρilση tηζ μεθοδoλoγinζ
πεπερaσμa\Λ'ν δldΦoρnv, κυρiωζ Μγω τηζ opκετn εlixotrζ εφoρμoγiq των oρloκdjv

σιιΘηkdvi xrρiζ την αaγκη Φσωμσωσηζ σxημ6τωv αρθμητlκilζ nαpεμroληζ. Aκ6μo κol

γlo τη μελΦη τηζ μη μouμηζ ρο1ζ Φ Ιjρo Jε Kνonμεvo rolxd,μorα. μroρo:η-ε νo

xpησμonoiliσo!με κσσ κol να μorοoΙnμσiσoυμε 'o 
πρoβλημo σε κσolo owiσolxo

rρo9λημα noυ Θα λυ6εi oro μεταo)cημonσ|raνo Ιωρio πoU oπoτελoiτal aπo τaτρdγυMκaζ (γlo

διlo δ oσσoεlζ) ir RυB]κ'ζ (γrατρεig δLoσασεd κ!ψaλξ με μoνoδEio πΙεUρσ.

H ααλUση oxημn'ων δοφ6ρoηζ σε κoμπUλoνρoμpoζ σUwετoνμiνεζ oΙημσiζετol
ono iov <oi'αρ,lηv ,Jroοiη,]onoμο καΘε nαρoγUγoJ dc nρoc nζ 1oρiεσEGζ
oυWεταγμΦεg dε Eoδινoμεζ εκφρoσεlζ πoυ περlλoμ8Φoυν nqρay!γoυq ωζ nρoζ lq
κoμnΦΦγρoμμεζ outπoYμ'εζ λoΘ{Jζ Bo. nαρoνUνoJζ rυv xoρτεorcνδv Uζ nρoζ l ζ
καμπυλoγραι]μεζ oMετoγμaνεζ. oLτελευταiεζ θo φ,pοWαlμε 10 γ.νlκ0 0νoμo'μετρκaζ'.
Στη σlExεlo, ol nαρnγωγol ωζ πρoζ 

' 
ιζ (αμnυλoγρoμpεζ oυWετoγμΦεζ δ]oκρ]toπoDlEαl

εικoλd με τη EoηΘ. o τωv σtημδτων πεπερασμΦων δEφoρΦν π6Φ σo oμo6μoρφo nμγμo
tou μετασxημoτ σμryo! pρioυ, 6noU ol onoστooεlζ μfoξιΙ δαδoxxnν κoμβα εiνal

μoνoδLdiεζ. lιΙε τov τρ6πo ouτo' oλol ο Unολoγrσμoi ανnγordl σε ,νd απλoUoτεUμalo κol

βoλ κo toλoγσnκ6 πλεγμσ,

Γενκα η δημDUργio op]Θμηn(ιilv (υnoΜγ]onxιiν) πλεγμoτων εivol η δαδLκσσiα με tηv
onoiα δoτ6σoεταl, μdσo σo πρoζ επiλUση xJρio, Φoζ oυγrcκρμoνoq oρLΘμoζ

1Ιαρo'ηpητiν των φυσlkΦv φαlvoμa!ωt'. ol δoκρLτonοlημwεζ ξ@Φσεξ σo''ΦW τo μaσo
επlκolΦνiαg μετoξι τωv toρσηρητdjν' oυτιv' δηλoδη των xoμβωv τoU UπoλoγE. κoι
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π}€γματoζ- o αρΘμoζ tων 'nαρατηρηπlν' il κδμθων nρΦo νa εiνor τ,τoEζ nσε η σΦrΦγη
τσ πληpοφoρΦv σδ ro nσερooμaΦ σιlνoλo τουζ vο εξoσΦoλiζo] την πρδρ€ψη rσ
φUσlκων φolνoμaΦv με lkσνono]ηnxη ακρiβεE. Αξ ΜφΘεi ιJπ'oψη 6i η τελκη ακρiβoo μ0

την oπoiα πρoβλntorol rα φυσκd Φoiνopενo ξopτΦΦ kΦ dπδ nζ noρoδoχeζ τolJ

μowrΦυ nou εκΦρdζow οl δEφoρ1Raξ εεοΦσεlζ πoU Φι\ιlowol.

Σro ΣΙ1μσ 2,1 δiνεlol σχημoτlho o νΦμετρ λoζ μεiooxημonσμoζ ενoq τLβioU
δδιnσσoυ pρiου ρoηζ Φδ to κoρτεσlαvo επinεδo (x,y)' σo μετoσxημαnσμ,νo il
Lnoλoν onr6 εniπεδo (ξ'Φ, onuζ oσoζrρok:,niεl ono iην εlooγωγη ενoζ κoo.

t

Awiσolxo oχημα Θα μnορoισε εοκoλα νo δoθεi v@ θνo rριδ@orαro χJpio πoU

μ.τoσΧηματiζfol Φo τo rcρτεσΦ6 {x,y,z) σΙo μετασχημαllσμavo μρio (ξ,η,ζ). Πρ,π' δε
να γiΦl ooφaq δi o μετoσΙημoτlσμoζ oηoζ μπoρoi νo )€πoυργiσn 0σλ€?o onδ τΦ τρono

με τoν oπoio κo'oσκευασrηrc τo n}Gγμα oτo οληΘνo λΙJPio ρoliq. ol rρoπol γiνεσηg
απoτeλoιv τo αηlκεiμενo των πoρoκΦω Φoτilfuν.



Aζ ΘεωρiσοUμε orl γ]d τo υndΦγισ'lκo x!ρio πoU παρouσioζε τo Σxiμo 2.1

κoτoσκεUoσηκε (με oπo@δηnoτε τρoπo) ενα πλ'γμσ κομπυλoγραι]μ!W σUWεrαγμaΦν. Mε
,o γεΦμσρlko μεταoxημσEμ6 noυ Φoφiραμε oιηv πρoηγoιμwη πoρdγραφo' o xoμEoζ
M tou πραγμαnκoιl ρoiκoli )oJρiou Φεlκoνiζ€iαl σoν κδμβo (M') τoU μπασΙηματlσμavou
x!ρiou. Aζ φΦαστoιlμε ση σUν,xεlα oτl, Φi ενoζ δlδi6σoτolj' axouμε ,νo τρδloσoτo
x!ρio ρoliq, δηλoδli Φo τoν κ6μ9o M δ]aρxorol κoμπ]λεζ πλεγμσnκaζ γρoμμag ono rρεiζ
ol(oβεlεζ τaτolυν γραμ μnv | μlo γρoμ μη ξ = μετdβΜτo' p lα γρo μμli η = μ oτα8λητ6 κol μlα
rρirη γραμμη ζ=μεrαEλητo. Πo τiζ tρεiζ oιlτεζ γραμμdζ μπoρonμε νo oρiσolJμε τo

εφΦ'oμΦκd τoυξ δEwoμσα oτoν κ6μEo M, τo oπoio Miσoryo δiνowΦ αno nζ σΙ€σεlζ

2.2 Θεuε\ιδεr ΣEΦ'c σε ,νd koσ

(2.υ

12'2Ι

δnνισματo Rαl ΦoE)Φnv τη λεrδμενη Φ4qλλaiaΙ!

&=ad kaι E,=vξl

AυraΙ εiναl γραμμlΧα ανεξdρτητo δ@l]σμoΙο, δα εiνol αναγκα(πlκd μoνoδEio καl
onoτr\onν τη λεγ6μsη σUνdλλoiωτn lcoνa antl βδση δoνUoμoτων νlo τo σημεio (M). Στη

oraoη (2,1), με (.)σ!μroΙioαμε τo δ ιδvυoμα Θaσηζ τou oημεioυ (M),

An6 τo iδo σημεio (M) δEρxord nρoΦoνωζ τρεiζ επlφiΜlεq, η ΦlφnΦlo

ξ=στoθερo, η επlφανεlα η=oταθερo κol η επ φΦaα ζ-σaθερο. τα κiΘετo σ'αU'aζ τζ
τρεiζ ΦlφoElεq σo σημεio (M), μη'μoνoδEiα δ@0σμσo δiνoqol oriσol)ζd απδ nζ

i'=vξ,i'-vη,a'=vζ
noυ εivdl γρoμμlκo Φξdρτητo
lconlraνar].ni δ|Φσμσlκil godη

Γlα την nαοαkατω αναλUση o oνoννΙiσηζ κΦ€iτσl να σUvηΘioεl oτoν τoνυσlκo
σUμEoλσμ6 των διo θασεων ωζ

6πoU i= 1, 2 κΦ 3 κσ iα (ξj,ξ'z,9 oυμβoλiζow nζ rcμrυλ'νρoμμεζ oυnετoγμΦεζ (ξ,η,Φ

ΦiστοLxo. Σnζ πoρσκnΦ σFoειζ o κov6νoζ εiναl otl επoνoλoμBΦ'μryoζ δ'irηζ Q,j Χλπ)

σro iδιo μaλoζ μliζ σtaσηζ noρlσ6 oΘρolση γLi τlζ τlι],ζ 1 κdl 2 γlα τo δlδdστσo
πρ69λημo it γlα τlζ τlμaζ 1,2 καl3 γio ro τρδlnoτoΙo, otΦ δεv εnΘυμεirαi η σΘρolon Θo

δηλiΦτol pnτα' Πα την κoληερη επoπroio oλ€nκn με ng δno δiovuσμonκdq βσσεlζ
πoρoΘiτoυμε io Σλf]μα 2.2 onoυ πoρloταowol σUμθoλκα ol δl]o 9ndεξ oio σημεio (Μ)

Φοζ δiδdσrσou Ιoρiou,



H σUνoλΜiωτη κol η σα,\λoiΦτη δoνUσιr.mκη 9oση εiνol owaσροφα συσiμσiα
δlΦoμaτων yδ τα onoiα lΦC]d :

ε,d'4 , e3)

6noυ 1δ) εivo' τo γν!σl, σιlμβoλo roυ l,JonΘckor πoU πoiρΦl την τlμli τηζ μoWδαζ σν iΞj
Φi σε κdΘε αυη περirωση πoiρvεl μηδενκ,i τlμη.

Av oUμEoΝσoUμε με [ ] κol ( ) τo ξωrερκ' κol τo μaral γNoμεvo δno κol τρlliν
Φiσoryα δtΦσμσων Φriσrol)ι1 lσYUoUν ol nαρoκσσ σΙ.σgq μf oτρonηζσoλoγβμoυ

G'aΦ a'd''=|

Ε'= q'''\,
@'Ξ'Ξ1

6x\ ΦPοτ.\ σaΕ J'ι ' iιj ' ilι ' 
jιι

τεΙog νlo Φα τρδEoτoro πρoβλημo πoρoΦrouμε'Ιζ cκφρdσε]ζ γlα ns κoρEσlΦiq
συvσιnσεζ rσ β6σfuv αυτιnv, onιJg α!τεζ πρoκl]row Φo τΙlν αΦτUξη rων σχ'σεΙJν
(2.I) iol (2.2). ΑUτε9 εiνol

ι?'4'

(2.s)



2.5

η=uι,rιΞr1 δξ ';τ' aξ J

,'=(ξ,ζ,a{i:.$'*)

Ε1=(ζ"ζr'ζ)

(2.6)

2,3 ΑνdλUσn τUWioU ΔdυσυΦoc onc Διo 86σεr

Eoτω (A) aνo oπoΦδilπotε δlΦιJoμo σnζ Θcσεζ (v) τoυ τρδlaισrατou xlJρiou pοilζ'
πoU Θα μπoρol]σε γln παρaδεlγμo νo εivo] τo δlaΛiJσμα τηq τoΙ!τητoζ M. H oνalλυoi τoUζ

onζ δt]o nρoηγoι'μεvα oριoΘεlσξ δ@Uσμσπaξ Bnσσg μoρεi νo γiνd με τoυζ εξiζ δio

1α) κovMoζ xpliση τηζ σUνdλoiωτηζ δ@Uσμonκiζ β6σηq οi, (i=1'2,3) on6E θα

λ'-λ'Ξ,'-λ|&'λΣΞ2'λ'i9 a'τ]

ol oυqσυοεζ (A) tοU δowoμσoζ (Α) oνoμaιζowσ oroλ,Φ ωτεq ouνσnoεζ ioυ

β) κΦowαζ Yρiιση rηζ ofoλλoiσηζ δlΦσμoτlκηζ Boσηζ qi, (i=1,2,3) oπ''rε Θo

λλΞΙ-λιE\λ/.1.λ83 ι2'Β)

Mo τη Φo Φ6λUση (2.8) oρiζofol τlitρo ol σU!Ι )Φiωτξ oυνloτd,σεζ (η τoU

δlανιlσματoζ (A) γlo τo σημεio (ιM).

Bνα oρκετα onM, καoWαζ χρli6η τηg τouτoτητoq (23) νo δεiξoι4,€ 0n :

Λι=λlι β-|λ3'

λι=ΙEι \i=l2''
(2.9)



2.6

E(μπdδιJoμενol τη Φιrση (2.9) μπoρol]με νo UπoλoνiσοUμε τlζ αWαDΦiωτεζ κol

σwσλλoiΦτεξ σωσπioεζ τoU δLΦυσμσoζ Θ. E ol, γlα πoρdδoryμο, Uπoλoνiζouμo τη

δειτερη Moλλoiωτη σι]νlσtιi,σo (A1 τo! δΦιloμαioζ (i) oπ6 τη oΙ€ση

λ 1 
= i E1 = |λ ιλ y' ) \1 

"ηl''τ| 
) -λ'l1''λ'η'+λ'1,

onoυ (\,Ιyξ εiνoι ol ΧoρlεoιΦεζ συν oiιilσεζ τoU {δ.

2,4 oJΞ!ρ!!9slsγυσoq

o σlvorΦiωτoζ μαρlxδζ τovuσliζ (gd ορiζoΙΦ σno τη oY'ση

3ι_Ξ|Ξl

o Moλλoiσoζ μετακ6ζ τΦUστilζ (gη) ono τη oxεon

κolσUμβoλiζouμε με (υ Xol(c) nζ lakΦB@.q oρiζoυoεζτoU
δiνorol Φo τlζ σ\€σεlζ

H Πooolηlo (g J, χUρC oθρolση oro (). εiνol oναΙoγη iou μηiouζ -oξοU 
^o-o Jilκoζ μ oζ

γρoJ|"ηζoiηνoroio'JεroBoλklo η(ξ)xαμΓυλoγPαμJηourfoγμενr E'olroμηioqroξol
κσ6 μηκoζ μEζ onolσoδηnοτε κoμπιjληζ νρoμμiζ' ποU μnoρεi κd] νo μην εivΦ €νμonκil

γραμμi! δiνετol απδ τη oΙεoη

€.r0)

12.11)

H πoσ6τηrd (grj) εiνol Φo1oγη τoU oWημπδνου τηζ γωνioζ nou σxηloτiζπol μroζn μlnζ
γρομμηζ ΧΦa ιilκοζ τηζ oπoioζ η κoμπυΜγραμμη σUwfo!1l,νη (ξ) μεroβiΝ€τΦ (ei, ol

οr,),Σζ διjo nαρoμavouν oτoΘερΘ κol μ16ζ γρoμμηζ κolα μirκoζ τηζ oπoioζ μrσ9ΦJ€τol
η κoμπUλ6γρaμμη σUwε'αγμaη €r). Elσ, ol μ1_δloγΦνlο] 0ρolτou ouμpετρκoιl ταUσn (gi)

μηδενiζofαl γlo oΦoγδν o nλεvμo. Δηλoδη γd aνα aΦ9\4λ!o τρlδEστoro nλ'γμα lσχυoυν:

ι2'12')

(2.13)

\2.14)

μετoσΙημonoμon ol oπoiεζ



ζ'

(.ξ, iL

(2.15)

|2'1η

s=Φkl (2.1Φ

σoδεlκνιlovταl ol παρακΦιJ σΙεσaζ

Gβlf-|d sa| 1 J'=lsl

lg

κol πρoφΦjξ μπoρoυμε vα γρnψouμε 6τl

|_I oρiζouσo (lΞ) η μ) ,Ιq μE πoλ! κσoνoητil φUolκl σημασio, oΦoι] Φoτ'\εi τo με'ρo τoU

εμβoδoιl μ]6ζ reψεΜξ γla ivα δlδlaσoτo πλεγμα li τoυ 
''νκoυ 

Ιηζ xuψδηq γlα aE

Θo δΦoouμε iελoζ μlo oεlρσ σo xρηolμεζ oλ€Φlζ ΠοU oφoροnν σo μrρΧ6
τΦυση' xJρiq ωσ6σo vα δiνbuμε Elαiτεpη !αριlτητo σo μoΘημσlκo tρ6πo ΘεμεΙωσiζ
τoUζ γ16 vα μΙlν κoUρ6σoUμε τΦ σι11Ψιj)στη. Eτσl, τo σoιΙεlnδεζ δlαUσμo μσσ16πση9
(dl) σε κaιΘε σημεio τoU πεδiou oρiζfolωζ

(2.13)

(2.19)

ι2'21)

Eui, τo δEφoρlxo τηζ ouνor€lurηζ δΦUσμσt,κiq Baσηs

dEfΦξEt

|_I noσlnηio (l*i πoρ,στo τo o!μβoλo τoU κ,onΘckΘl

πoραγΦγων Ιoυ μετρlκol] τανυσli

ρ-ι-'|Φμ'Φι 9ι\'! 2' \aι aεΙ aε')

12.2A'

πoυ opiζεidl σUνoρτilσεl 
'ων

xαl vlo τo onoio ιoγυεl η πρoΦΦiζ' λoγω τοU iρ6nou πoU opiστηk€, lδ16τητα



η=η \22Δ

\2.23)

\2.24]l

Δοφoρζowoζτη o}toη ι2,2o, !ζ nοoζ τo ξ| λo|-βΦoυμε

κol η σχiοη ασ,n βΙ!εlγlo τo x!=x, to l=y κo|τo t'=z ol 6ρolτoU op oroροlj μ,λουζ
τηζ σx]iσηζ (2.23) aπoτe\oιv τlζ oUνσΦσεζ oν6ζ συμμfρ]κoο' δε!τερηζ τ6ξηζ
σUνoλλοiωτou τΦσiΙ o oπoioξ oνομoζεrol δευτερη Θεμ.λιnδηζ μoρφh rηζ onε{ovσηζ
Ιl=i€). H rρo9oλi τoU τoνUστη ouori πoU προκι)rd με εoωlεplκo πo},λoπλoσσoμ6 με τo

(si onοτελεi ro roακo nεδio τoU μπoσxημΦlσμol] (, κo απoτ9\εiτα απδ aνo σιJσημα
ι.lερRnν δαΦoρxnν εξLonσΦν δεl]τεpηζ τdξηζ

s'#-sη#'o

lJΞ=o

2.5 ΓiEσn πλενυnτων σlc Στoo8λounνoG.

Aζ συνκραiilσoυμε rη διoΦoρlκli εξiσωση {2,24), a'πωζ oι]τi δioτUn6νfo] γlo τlζ
κoρrεσ@aζ σUWεσγμδΦζ (x]=r, d=y) κol d=4 σφoιl Φoτε,€i τo mo δEδεδoμΦo
'υnoλoγσlκ6 εργΦ€io'γli τη γaνεση oρlΘμηnKiν nλεγμnτων. Πρlν oμωζ nρox!ρilσoυμε
στηvnoρdοεση των μΦoδα ν,νεσηζ oρ]Θ|rηndν €νμoτων αζ δonμε tα εiδη η)€γμnτων
nou Θo Joζ οioσ,(oλησoLν σo nεδio rUν Σiρο9rΦμη{σνaν.

Σro κεΦoλoro oUτ6 εEYεlpεiταl o € μσ εξokoiadη roυ Φorν6στη με aδπδτερo
πρoEλiμoro nou αι,Ιιμ.τl!πiζouμε στo κεφ6λo]o 'γΦεση .aγμaτoζ γiα τo nεδio τωv

ΣΙρoβ ομηxaΦν. H σ]Woμη ourη nαρouσioση αφopo σε Gγμdτo κoτoλ,\ηλo γlo
oρΘμnnKiζ μΦoδoυζ nεnερασμawν δβφoρ('-πεnερoσμθΦν 6γων. Efoniζooμε δε τo

.νδαφapoν μ6νo στην nερinrωση κaτqoκευiζ πλdγμoτoζ γlo plo επiπεδη (σaρμoνα)
nlεριrγωση' oφoι:] τα oΙτμσo nοU Θo πoροUσoσoιJμε γivowdlπδ ε!κoλo αWληπd κol η

γενiκεUoη σlζ τρεiζ δEστnσoξ onαrεi o d λiγη 'Φαwαoiα'.

τo π}€νμσα πoU Θo μαζ Φaol!λilσouν εivol 'δoμημΦoυ' τl]πou (slιuolulθd glids)

o€οfiΘεoημεπλiγμσo'μη.δoμημaοU'τυnοU(un6Luοfur€d9idΦπoυEρiσxoUντελεUroio
αρkoril εφdρμoγiΙ. Mε τo oρo δoμημryo nλ'γμo εiναlε(εivο io onoio μεταoΙημoτjζεrol σε
aνa κΦo9k0 otημo σo μfoσγπro' oμεvo Φinεδo (σl μΠoρεi vo noρdστεi ρε μio oρiθμηση

tυnoU (,j,k)', τo μil_δoμημΦσ πλiγμoτo, ΦiΘετo' δεν πoρloτΦowoL με τov κΦ0νl(6 τρ6no
(lJ'k) oλλα με κσdλληλσ μητρι!ο συoΙ€τloηζ rετoνlκav κUψελiν. τo nαρnδεryμo ενoζ
δoμημΦo κol εν6q μη_δoμημiνou πλ'γμστoζ γlα τoν καΘoρlσμo tηζ ρoiζ σo Φoν σγωγδ
noJ φερεl λΦolo κolλuμο oiην,ΦU πλεUpo lou εlvol xοηolμo γlo τη λαrΦoηoη rUν



2.9

κΦηγoρiν nλεγματωv κΦ δiEΦ σo Σxημa 2.3

Σrημo 2.3

Eστω κσlμε outo τo oπλo πqρ6δaγ!d τoU ΣΥημoτoζ2,3 γiνετol εμφaνaζ io nλ.oν,rημo
τωv μη δoμημ*ωvnλενμdτων vlo πoλ]πλoκεζ γεωμ.τρiεζ. Η σημΦ κη opωqδυσκoλσπoU
πoροUσEζoUν σΙον Πρoγpoμμdτoμd κo η κoτΦσλωση Uπoλoγσ κol] xρoνou γlo τo

tοlριoμ6 τωv κιψειi,νδxαoλoγεi την εUρl]τoτη χρησμonoinση τωv δoρημatJν πλεγμoτων,

ΓΦxn κa ol δao τaπold€νρorωv πoρoυo6ζoυν σUγκεκρlμiνo πλεoνεxτημoro oΜα κol

μaoνεκτilμoro. nP,πε δε νo εxouμε Unδψη an η ir\lκil επλoγil δε γiνετol μoνo με xρτnpio
tην εUκoλio li δυσkoλα γawσηq τoU nλaγμoτοζ oλλo λoμθσoυol υn6ψη η μεοοδoλoγio
noυ σrη oυν6Ι€lα Θα γρησlμono]ηΘε] γlo την riλlJoη tων εξlσΦσεωv ροilζ.

Γο rln.διζ nτερJνιoεζ ΣτρoθjλoμηxΦv xρ.lol,]ol oloιfo' κLρiωζ -ρε;ζ rιl1ol
€γμnrων: ;γμorα τnπou H, τιπoυ ο xolτ!πoU o. Hδlaκρoη μaτaξυτoUζ φdiνfo κoτα

την ΦLoτoixΙσil τoUζ με τo μετoσnμanσμΦo μρio (ol τα κρrilρ]o επλoγηζ κUρiωζ
oτηρiζorol στo Φ το περ]γo πoU μσζ σlασxoλ.i aχεL λεraζ i παΙraζ τζ oκμiζ
nροσ8oλiζ η εκφUγηζ. o Φσγtioτηζ kσλεirolνα ouγκρiνεlτo!ζ τρεlζ τρ6noυζ nλoγμnτων



2.14

ΣΙημα 2.4



2.6

2.11

AoΘunnκac uεθoδο] νiνεon. πλενυifuν

Γ16 iη γaΦoη Unoλoγlσnκδv nλ.γμdτων πoU .iνol nρoσσρμoσμaνd στo δρo τoU

x!ρlou ρoilζ Yρroμono@ιdαl oρΘμηnhdζ μεθoδo,. οl Περlooorερεq αΓo nζ onoiεζ

μπoρow να kσroτol€oΦ σlζ παρoκσω rρ.iq κoτηγορiεζ:

(α) MΦoδolπoU σηρiζorol σo ΣιJμμoρφo Mfoσxημonσμ6
(β) AλγεEμκdζ MΦoδol
(γ) MθΘoδol ποU σηρiiowol σην Φiλ!ση μερκιnν δLoφoρlκιiν eξioισΦ

(γ) Η γiνεση διδEdτo'ων η τρδ]αoτoτων πρoσoρμoσμdΦν στo0ρon)€γμoτων μετηv
επiλUση e6ζ σUσημοroζ δlαφoρων εξ@d,σεων εΜo]π κol] τUπoυ εiνα σ1μερo η

περσσ6τερo δημoφlλiζ ι]aΘoδoζ.

(α) H κΦσσ{oυir δlδlθσσων πλεγμoτΦv nρoσdρloσμaΦv oτo oρ|o με τη MaΘoδo rou

Σl:]μμoρφoU MoΙoσxημaτloμoU (οon,omal Mappin9) σord€i .vδεδεryμaνη λ]ση γE εκεiΦζ
nq περnτΦσaζ πoU δry εnEaΜετol oυoτηρα η διariρηση μioq δεδoμενηq κσΦoμilζ
ορEκΦv σημεiων, oμa oaτηρoιμ. τη δUνoτδτητo να τo τoπooεrησoUμε oΙ€nκd αUΘoipετσ

irαΘηματlκα η μaΘoδoζ ouνiσΙσaι orην ει]ρεoη εκεiνηζ τηζ μ γoδ xiζ oυνoρτησηζ
πoιJ Φεlκoνiζd σnμμopφα τo oρo roυ πρdγμoτ κon xJρioυ στo εUθυγpoμμo 6ρLo .ν6q
oΦoγωνlκoLj πoλrγijJνo!. Σtn σUνaΙ€@! xρησlμοπollilfoζ iη σUνoρτηση τηζ oπδΠ6ν@ηζ noυ

U1oλoνiσηλε,UnoλoγlζofolioεoωτερlxαoηJεloloUΠοoγμΦl<oUx!ρioUnoJΦ'σolΥoιv
oroUζ κ6μβoUζ τoU oρΘoγωvκoι πλaγμoτoζ.

ol πoλ!πλoκεζ δδlδΦdτεζ γεωpετρiεζ σUvnοiζεταl να M ρ.τωniζowo με την

oλλnλouxio onλ!ν oιμμορφΦν μfασΙτμαnσμΦν, En εrMl συγκ,Wpωση €γponκιiν

γρdμμ'iνoε κonο εζ nερoΙξ τoU nεδiou ρoilζ εntrυγlavεrolμε rη δEδoxη rou σιμμορφοU

μεταoχημonσμoιl σno aνα πoρoμoρφω'lκo (st€ichinq) μηΙανlσpo πoU δorηρεi iηv
oρΘογωνloτητo τοU nλdγJoioζl οl oμ!ζ ro σU'l|-oρφo rηζ oncBoMοηζ.

(θ) H γdνεoη πρoσoρμoσμiνσ σΙo oρlo αρlΘμηnκδv nλεvpoτων με χρliση AλγεEρ κliv
MεΘoδυν oΙηρζ.'ol οJσoσnκo σnν 1oρεμ0oλη oημευν σo εoυiερ'κo τoι λ!p:oJ Jε
βdση μo δεδoμθνη κσΦoμil oηι]εiων oτηv oρloκli γραμμη. Π)€oΦπημα εiναl η μεγikl
τοΙ!τητa με rην oπoiα γεvδτoL τo πλdγμσ, MεΦνakτημd Φoτε)€i n auεlψη εξoμoλUwκΦν

μηtΦoμωv γE νo εμnoδiσouv τη μεiαφoρα σo εσωtερκδ τoU γJρioυ πΘΦov ανωμoλιiν
Φ6 τηv κoτΦμ1 σημεiων στo oρo. Aπλ,ζ oλγεβρκcζ pθΘoδol, oπΦζ γlo Πσρdδεlγμα η

γρoμ μ]κir πoρεμ 9oΜ 
' χρηο ιμοπoEnwΦ γlo την κoΙοσxεU il τo! εvoρkτη ρ EU n}€γμoτoζ oπo

τo oπoio ξεκNo η λιση των μoρlκΦν δdφoρlΚiv ξ@ιjjoεων nοU θσ υnoλoγiσouv την τελκη



2.12

Στηρiζord σην κατoσκεUη s6ζ πλεγμσroζ κσμπUλ6γρoμμων σσoτoγμ'νιnν on6
rηv εniλυση ευ€πτlΧa,ν δEφορκα εξσΦoεσ ol oπoiεζ σUνδUoζowol σιr-rθυζ oπ6

oραKεζ, συιΦηrcζ rnnoυ oilichlet πoU κoΘoρiζoι]ν τη θaση τωv σημεiων σo 6ρo. τo
κρlτliρlo γE την κσroλληk| εκλoνil τoU rΦou τηζ oαφoplκitζ εξiσωσηζ πoU oπΝouμε
σxετiζowαl με την πoραγωγil n)€vμΦων noυ onoτε)ΦυWol on6 )€iεζ καμπιλoζ μe 'oμoΜ'
κσΦoμil xυψo\j)v σε oλη 

'ην 
droση τoU πεδioυ. ΣUvηΘυζ ol ξlα;'σεLζ εivol τ!πoU LaplaΦ

η Poisson onζ onοiεζ Φoγ!υρiζoυμε την Lδioτητo τoU νσ μη μεrdφ,ρouv σo εσσερκδ tou
riJρiou oσUG)Θεζ il Φμoliεξ τoU oρioυ. Evo πρ6σΘετo .λΣoΦkrημd roug εiνoi ro δτl με
rηv nρoσΘηΧη (oταληλιry δρων .ηγliζ μπoρεi κΦiζ να oυξiσεl rη σUγ(ι'MαJoη τΦ
n&γματlΧΦν γPoμμnν σε πρoεπΑεγμaΦζ περ oΙεζ'

τε\ε6νowoζ τo κεφnλojo oυ16 θo nρoΦoΘilσouμε πoλυ συwoμα νa δδoouμε oτov

Φoν{iσin λiγo oτol!εiα γιρω Φo nζ διo σΠoιJδol6τερεζ onαπilσεlζ πoU axoυμε κσσ rην

(α) l_I oρΘoγωνlotητo εiνor γενlκα στol\tio σν oΙ orαραiτητo, τouλoΙ1σo πoλ]
εnΘυμητ6, Θo ααφaροUμe rpεiξ Μγo!ζ roυ σUνηγoρoιν σ'σUτo. κσl'oρxη ol

μεrσσtημσ@μ6νoζ εξ6noεξ ΦλonoLol]Wo] σημΦκο 6τΦ, λ6γω τηζ oρΘo\ιnν6τητσζi

'JηδενiooU.Jε 
τoUζ μn δEγ!νloUζ oρolζ'oJ μcτρlκou rΦLoril lgi,. ΔεUlεoo. orΦ ν6 τnν

επiλUση xρησlloπool]rΦ σριΘμητlκα σXilμoτα nou σηρiζorΦ σε nροσεγγlonκaζ
πoραγoqοπoli]oεlζ, τoτε τo oρθoΦMα nλεγμσα σUνiΘΦζ σlraΙ!νouν τη onνκλ oη, αφoιl

οl oρol πoU πoρσλiφΘησoν Rara την nαρoγofoπoiηση εiνoΙ 6wΦζ μηδεν(oi. τaλoq, η

xpηoη Περoδ,κιi,v oρUv (oΓou η λoΘεrorηro εξooφoλζq ιο 1T oJvεχ.E ono YJρioL εlζ
Ι!ρiο) i η xpηση oλγεEρκΦν μowaλων τορBηq (τo μoιrΦΦ Baldw]n-Lοmα, πoU εiνΦ aσ
on6 τα nερσσ6τερo Ιρησlμoπoloυμoνa, σηρiζετolκUρiωζ στην (αθετη σoσσση αnδ τα
τolιΦμoΦ δEuκoλjvowol π6ρo πoλ] σo τηv κσoσκεUli κoi Ιpηση ορΘoνωνΦv πλεγι]nrων.

(β) ιl δUνoτ6τητo σUγκawρωdηζ n)€γμΦlκιlν γρo μμι;Jν oε περloΙεζ Uψηλilν κλiσeωv τωv

μεγεΘδv ρoiζ (κoro oτo κρouσlκ6 κυμΦα η κowα oτo τo$,μoτα oν επλUoUμε

πρoθλ1μoτο σUνεdlκων ρoov) Φoτr€i ΦαγKoio σrolχεio RαΘε Rαλon κd,δκo νd!εσηζ

Σκoπξ τoU κoφαλoioυ oυioι .ivol vo δi,oεl nζ βoσκaζ €εωρηt xaζ vρaμιr,ζ σΙετlΧα

με τη γ,νεoη oρlΘμηικιν €νμΦων πoU διinond oπ6 εξE0σεξ rιπou Laplace il Poi6son.

Mo σρΘμητrκ1 εΦαρμoγη τηζ Θεωρiαζ oυtliζ γο δlδEoτdτo rλaγμσo δiEταl στην Φ6μryη

ΓaΦσn ενδc 
^σλdοlαoι 

nλ,vuοτoc

Γ16 τη Θεμελωση dυτη θα Xρεlαoτoιlμε rην aκφρoση των 9aσlκoν δ]oΦoρKd,ν



tελεoτΦν σro Χσσ nou δiEσl αμliσωζ
,vq σωΦuoiσo δEWσμα κol (A) ro

i'=sι1

τ6iε η κλiση (g6dienl), η Φoιλση (divσgenοe)

Φiσοlxο ono nq σlιiσθζ

vo =Ξ99g=Φr-,aε, θε,

2,13

παρακdτ!. Aν (Φ) εivol μα ΘαΘμωrη συvαρτηση, (η
σiorοLxo ΦαλλoiΦτo δlαUoμσ' 6πoU πρoφαnξ

ι2'25'

κΦ o Λo €σΦ6ζ τελεoriζ εκφρoζowol

,τ"τoeoιr-lΞ ιΦ,ηιae ]

(2.26)

e.21

12.28)

12.29\

. λ=12.3

Mε 
'n 

θoiΘooτnζ ox'σηζ (2.23), η σXaση 12.30) γρ6φπσl

r, =eιοl -1nι:" η!4.* l ξ{ =]3u, bδi.ο' J aa' aξ. aξ'aξ. J aξ'

-:-LaP\=Ι'r aa,

Πα nζ κoρτεσΦ& σUπεiαγμΦεζ σYι, τouτonκδ

(2.3ο}

ν' ι 1 = fifi ι'tvν ι't i fiι ιl ι

vο= L_ζι
,EΙaξ'

Eσrω λoπdv Φσ τρδ16σΦ0 x!ρio oπλiζ σUvoΙηζ σoν κoρτεσlΦ6 xipo (x,y,z) τoU onoioυ
ol ορloκoi (oιr9σ εiνo vνωσoi !ε aνΦ τρδπo oUμEΦo με τo δoμημ,νo Φγμα nou

σκonajouuε νσ (araoκεUooουμε. ol εκ6νεζ oλΦν τΦν kδμθ!ν k,y'z) τoυ πραγμσlκol]

xΦρiou ρoliζ Θo εiνol xoμEol (ξ,η,4 σo μετoσxημoτ]oμΦo xLlpio πoU επ}€νfol να
tρoσδΦρloΘoι]ν onδ τo oκoλouΘo σι,σημα μερlκΦν δloφoρκδν εξσιi,σεων

eι=lι(ξ,η,ο

τo σισηι]σ dσo των εεEι]σεων ',κλεiνεf με avd κσdλληλo oυvoλo oρ|o{ιiν
r!πou oιichlΘl πoU πρooδιoρiζrol oπ6 τηv κoτΦoμ1 iων κnμ8ων oτo 6ρlo. Σε

γραΦil τo oεr τωvεξΦωoευν (2.29) μΓoρεl νo ouμΦλσεiΦζ

(2.3r)



2.t4

H σΙ€ση {2.32) δiw a'n

.*ΞL'!!ι"c4.Δ- aε"a Jaεl ' 'aξι

Χαl με τη βoliΘ6E τηζ σ)ιioηζ (2.31) τελκ6 πoiρvoυμε Θτl

't-:!_nJ:L4 ]Ξ1z3

H oxεση (2-33) nou εivol μ6 μil-νρoμμlκil μερlκil δ@φoρκη ξiσωση
on ol oυfε\εσεζ olr ciνol oJνoρlroεζ τΦ oγνιi,oΦ ,, unoρa

μfoolτμσβμaνo Ι!ρio μe κσdλληΜq oρσκiζ συΦηκεζ. AUτ6

oνΦυτlΧoτερσ oτo επoμoνo κεφολdlo.

2.a EΦαoιονn : Γaωσn δ δδσσoU Λonλddlσoο €νUσoc

Eφdρμ6ζowαζ 
'ην 

εξiσωση (2,Φ) γn Φα δδdσσo πεδio ρoiζ, οUriΙ ndiρνεl την

(2.33)

12.321

(2.34)

(2,36)

P.35)

λ' ι''2D'.' *r''n- -J τ'' ιΦ 
")

,{rιt+2η.1+η1=-Jt tyξfr!)

onοU ol σσε)€σaζ (A,B'η δiνorΦ oπδ nζ σΙ€σεlζ

Λ=s"4j:

ι-ε"-i.yi
ol εXφpdσεξ (2.34) κol (2.35) πiρΦ τη μoρφη αυτli μfn τηv owκΦσσΙoση iωv
σολλoiωτ!ν μετρLκ6ν (gη με 

'lζ 
ouναλλoiωτεζ μετρ]κaζ (9η)- Mετηνε!κolρiαnαρσθaτoupε

nζ σraσa]ζ μfoτρonηζ γ16 τo δLδEσiσo πρaβλημα

Aζ ξΦovuρiσoυμo onζ εξlσnσrq (2.29) il {2'34) γE νο σχoλσσoυ|rε τη φυσlκil σημoσiσ tων
6ρΦ rηνliζ (l). Η ]iwolσ συrΦν των 6βJv εiνol νo 'επεμβoiνoυ\. ση λιση, επ9oλΜυoζ
(α6λoγα με τη μoρφi noυ εμεiζ Θo touζ δΦσouμε) .niπΜoν δi6τητεq στo δημoυργoι!μoνo

€γμα, onωζ λ.Y- νo oiνol oρΘoγnvβ il nερinοU'oΦoγliνlo, vα axol εnιΘυμητi πUwoτητo
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πλεγμσκ' κaμ9υν li γραμμli,ν σδ nεροΙ€ζ ioυ NJρioυ 6noυ xρε oζoμoσD μεγολυrερη
σκρiβεlo ση λnoη κλπ, Γ]αiζow dw πoλυ κρiσlμo ρo}Φ, oφoι] ol εξ@ΦσEζ (2-29) με
unδεMκo rεn!ερo μaλoζ σερol]ησ οnobιlδllnoτε μηxΦioμoυ πoU Θo rliiρεl1ε τη

μεroφoρo σio εoωEρlκo τoU πεδioυ εrci\Λ,)ν των δ1oτητων nou επβλiΘηκον με την

κoτoλληλη κoτσoμ1 των ορlακιi,v κopβΦ.

Θα nρodπdθnσouμε σrη σUνd\€E νo σκlσγρqφioουμ. τo δloγρoμμo ρoηζ woζ
πρoγρliμμoroζ πoι] θα κalασκε!6ζd δ δdσσα λonλοσlανo nλiγμoτo (κoi aστω γio
o Φπoiηoη 6n 11=l2-o) oτα σε 0λo τo δρ o τoυ Ι!ρioυ εiναlδεδoμavη η κoτoνoμη fuv
xoιrEυv τoυ πλaγ]Joτoζ. ol κσfu δoi\rεζ (ij) oρlΘμoιν rη Θaoη τoU κ6μβoU στo πλaγμσ (al

o αη δεiσηζ (n) il (n+1) ΦEτoll€i στην πρoηγouμενη κol rην επδμ.vη επoνaληψη woq
oπΦαληπixoli σπμσioζ noυ xpηoLμοπoβljμδ γla rη λυση. Στo nσρdδεryμa μoζ Θo

xρησμono ηΘoi n oπλol]oταrη ρητil (exρliοii) μεθοδoζ, η Poinι..lacobi.

EoiΦ λorov 6n aχouμε oλoκλlρωσεi τn njoσi] επΦoληψη oro επovαληπnκo μoζ
σΙημo κolσUνεπrJζ rΦρiζouμε τlζ dυWετoγpdνεζ (xnj) κol (yn/ σε δλo τo λr!p,o. Aζ
εaνaθυι]ioου!ε 6i εΦoσov ol oρloκεζ συΦnκεζ εiνal n]πoι] Di chlei, oυΦnωζ

γlσ τoιrζ oρloΧonζ κ6μβoUζ rοU πλεvμσoζ. Eiναl δυναrδ νo Φoλoγiσoυμε τoUζ
σUwελεoτ,ζ Α,B,Γτηζ nroστηζ επoνoληψηζ σΦ

^ι!nΙn+'\'η= 
l4!ιa| |l1 4ι'μ!ΓιJ |!'

,; (,.\,,ρJi,- 
;ιι,:,/ a',rk] |{ ,).σ,i,.yi,rσ,:., },:.nl

U|11.+rι)!= αi,ι-Ιl !Γ+it i,ιJ-',Γ

κol vα δlσrιπιilσouuε τo γραμμlκoπolη|]aνo πλaον opΘμηn(a olημα ρoiniaJacobi υζ ξilζ:

123η

(2.33)λιdι:\]'i;ι +l i!ιl,iΙ';1ι..-{'J'-;'J"1:,}')'Ιii{.'}" r;"",;'J=o

κol μo 6μoE εξiσωση γlο τη σUWεταγμΦη (y). Αζ σημεlnσoυpε 6n σα σxημαlα
nεπερooμaΦν δβφoΦν δεΦερηζ ,nξηζ noυ YρησlμoπoliΘηκoν' aΙq ληφΘεi on Δξ- Δη = 1.

ol εξ@Φσaζ (2.3ε) σmμαnκα noρLστoιν τη σUναρrηση



{ '=Ι(,"'..' , -.l,i

!i;'=Υoi.".' . λι

πoυ εππρanοΦ τον Unoλoγlσμo των oυw ovμaΦν (x) Χol (y) 6λιiv τu κ'j'μfuν γo την

ιi
Bι

Γu)

.Φ
(2.39)

ΣUνoψ,ζoυoζ lo πoρΦow oιηLo, !η,]o_nρoζ_βημσ δ(oLμε:

EtιMΔf ΧρησμonοDl]με την κσΦoμil rΦν oρoκδν κ6μfuv κol oπλi γραμμlκη πoρεpβoλη

γo να onorηoouμε μin npd,rη κσανoμil κaμBων μoι], yol) oro εσωτερlκo τoU rJρiou.

BE!|ΔjL Aν (n) η επoναληψη noυ μoλζ oλoκληριiΘηκε, υnoλoγiζouμε τoUζ σMr€σaζ
(AΛ'], Bn 

], 
|{lJ oε dΦ!ζ τoU εσΦτερl(oι]ζ κ6μβoUζ με βdση τη o}€oη (2.ο7).

BI]MA]L ΠραγμστoπoDnμε μlo πλilρη σαρJoη γld 6λoUζ τoUζ εσωtερlκol]ζ κoμΘοUq rou

λ!ρoJ, με τo σxημo ooinι.J.cοbi ι2.39) {ol U1oλoγiζoUJε llζ οUfεioν,]Φcq τηζ νaoζ
επovαLηψnq 1x,rnt1, vηn'r)

EιMΔ]ι_ EμιγoUμε τη σ)vκλση τηζ μΦδδoU κol σε σiΘετη περiπωση εn οτρdφouμε σo
Bilμo i2, καl ouνε$ζoυμ. nζ εnΦoλiψεlζ με ΦΦιUμενεζ nμεζ.

2.9 τo ooθoνnνb Σισnυd ΣUwετoν!,νων Aaωκnc ΣUUUεroio.

H ψoυδorp δlαστσrη πρoσaγγ]ση τoU nρo9λ1ματoq ρoηs σε περUγΦσaζ
σρoθlλoμηχαv'ν, μaoω rων δEδo)oκιjjv επλυσεων σε εnφivεiεζ ono_nτερUγiου.σε περ]γιo
(sr) κol σε μεoημβρνiζ εnφΦε εζ (sr), oι]μφωνo με nζ opΙ1κaζ lδaεζ ioι] ιη/U, onαπεi την

ειorciωση uε τo ορΘoνli,vo σl]στημo ouwεrαγμiΦν αξoνxis oυpμ*ρioq (u1,u'z'u9. τo
Σxi,Jo 25 Φεlκo9ζεl 'o oilσημo oυro Σε εvo rεtoo ouσ1μo ol επηΦεlεζ
ul=Θ_σ'αΘερo εiνσlμεσnμEρlνo εniπεδo, μεΘ Ιη γωνio noυ rα εniπεδα ouτo σΙημσiζo!ν
ωζ nρoζ ryσ μεσημBρlv6.ninεδo ανoφopαζ (επinεδo Θ=o). oi εnlφo!€lεζ u2=σoΘερo
πρoiunroυν ono την nερστρoφi nερi τoν dξovo τηζ μη}!νiζ τnq γpσμμiζ (n), εMi ol

εn φnvo a9 !3 = στoΘερo σxημoτ iζοro Φa' την n.ρi oξoνo πεpiστρoφli tηζ γραμ μηζ (m) . τo
σοσημα σUwεtoγμaηv εiνal oΦoγliv o Χαl ol νρoμμθζ (U1 τiμνouν πδfoτε καΘετα oλεζ
nq xoμnιr€ζ (!'?), nανω σε oπoβδliηoE μεσημβρiνo επiπεδo. Aυro, σ]μφωνo μo ro Σ)(ημo

2-6, σημαiEl otl oτσν σio σημεio P 
'oU 

εlκoνlζoμενou μoσημ!ρlvoa εππaδou olγραμμεζ
(u1 κα Φ τaμνowol oρΘoμινE, tδτε κΦ σro oημεio Q', 

'ο 
oπoio βρiσκετolσε onεlρooiil

onoσταση Φo τo P' ο γραμμοq (u'a+aυ1 κo (ug+du1 τ,μvowΦ εniσηq oρΘoγιiνE. Αν

Uποθaoouμε 6i τo σημεiο o nρoκl]πεl oηo την περlσρoφil κo'o την oπεlρoση γωνiα dΘ
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rou σημεiou or,roτε η δ@υoμonη μετoβoλiτoU δ]ΦoσμσoζΘiσηζ r μεΙαξa rων P κol

Q Θo δiνεrd dno τn σΙ€ση

di='8nι'7Α^'τΦ ι2.4o)

oπou R εivαl η oriνα ηoιr ofEiolΙti oτo σnpεo P κol (i|1 
'πα 'o ψ*ε.i"

δrΦισμσαΧoronζδlεUΘnvσε]ζ (Θ,m,n)γloτooημεioP. Διo ono oυταnαρo!σioζowoi σo
Σtημα 2.6, ovn ro δlΦυoμo Ι ΧατεUΘινετσ nρoζ τoν ααγνd,oτη. H σxdση (2,4o)

πρooδLoρiζd κor τοUζ σUη'€oτdζ μoρφiq h1,h2 καl h3 τoU σUστilμoτoζ σUwετqγIr,Φν,
σιJνδUαaoμwη με τnv πoρoκ6τω σΙθση

di=i,hβ. ;'rμ'*;'h/"' (2..1)

Mε τη BoilΘεo τoU ΣΙημσoζ 2.6 !πoρεivo νiw Unryθυμ@η toυ oρlσμoυ aλλo κol τnζ

φUσl(iΙζ σημασioζ 
'ων 

σUW'\εσιj)v μopφηζ. oζ πoρoδε γμo xρnσμonοΦl]με τnv ,κφρdση
τηζ αnoσoσηζ {PP, πoιJ ε oΦ.l τo ouwελεσli μορφiζ h2 σo σημεio P, δηλqδil

εti η αηoσσση (P.ar)θα lσoιτolμε

to'L^\""

Aν1iororyεq σΙτσεξ μnoPoΦ ε!κoλo να δoτUπoJΘoι]ν καl γlα τolq oυWε)€oτ,s μopφiζ h1

κΦ h3. YnενΘUμiζεταl oτ ol κΦαrΘυνd.lq iων μονoδlαiων δlΦUσμΦων oλnαζoιJν αno



ιη'ili &'e"

,.'eg

1

σημεiou oε σημεioτoU υno)Φγlστ Roι ΙfuρiοU. Moνo σo κσρτεσiΦo σnστημa tσ μoνoδlαio
διoνισι]o'σ nαρoμ'νo!ν oτoΘερo oε oλoκλnρo τo nεδio (αΙ γloUτ6 εκεi oi συwΦ€σaζ
μopφηζ ,xolrν rη σαΘερil τlμil

οl επlφoνε εζ (sr) π6vω onζ οπoiεζ λ!νowol ol σxjouσεζ ξσιjJσε ζ Φloτolχo!ν σε
.πlφdνεLεζ ρoηζ' πoυ πρoκonτouν oπ6 τov Unoλογ σμ6 τηζ ρoliζ oτo μεoημBp]νo εnirεδo
(sr), Et6ζ σo τη μoρφη αυτov των ε( nερσρoφiζ εn φΦεliν' δdΦδil on6 τη μoρφil των

γρoμμων (m) τoυ Σπμoτoζ 2.5, d. RαΘε σημεio σlστolΙ€i κol &o πnΙoζ τoU

Uπoλoγlζlrμενoυ σωλavα ρoηζ. τo noγoζ our6 ΘΦρεiτal κoτδ lη (n) xoτειΘυνση κor θo
oUμBoλζετΦ με Δi. Στn γενπir nερinτωση τo roΙoζ τοU σωMνo ρoliζ μoroθσλλεrα κoτo

μηκοζ τηζ γρoμ μηζ (m) 
' 

ε iνα δηλdδa Δ n = Δn (m) . o πρoηγο ιl1r ενεζ σxaσ'ζ κal noρdδoΙ€ζ
επrρjnouν τoν κoΘoplσμo tων σUrελεoτων μoρΦηζ γE rην πεpiπτωση τoU oρΘoΦ9ou
σUσilμoτoζ oξoν(ilζ ouμμετρiσζ, no! εiνol

λ.=1!'=L"

Eτα o τελεorηζ rηq κλiσηζ (glad) ψoζ βoθμωtoa μeγaθoυζ, o

ν.νFε JLiνo ιoJ1U\οlρομJo oUo "l|-o oJf ιτoγ|-iνωv γρo.lε-αl

ι2'42)



oτo σUγrcκρμ6νo oισημα nαiρνεlτη μορφil

(2.43)

ol ξ@tiσεξ ρoilζ, aτα 0nιυξ δEτUπιjjvorol σo o!σlημα (Θ,m,n) axouν δοΘεi σε 6λλ0

σUναφag MaΘημα τoU κοκλoU ΦoιJδΦν MηYΦoMγoυ MηχΦκol] κol εδιn Θα παpσεΘow
ouνonnkα σε Φoμενo κεφαλolo, Στην nαρoισo εv6τητo' Θo δoΘεi o rρ6πo9

μ*oσxημoτlσμοιl κaΘo εξioωσηq nou γραφεταlστo oπiπεδo fuν σUrεrσγμ,νων (Φ) κol (Θ)

σo μfoσΙτμonσμθνo UπoλoγEnkδ Xlpio (ξ,n) onωζ φojνfol σΙo Σlημa 2.7. H Φaλυση
σUril νiνεταloε τρono oκρβιiζ Φiσol\Φυ εNεivoυ πoU nαρouσloσηκε στo κεφoλoio 2.2,

2.3 {ol 2.4' εol ωσrε o oναννnσrζ νo μroρε νo σιJσχ€τloεl oμεσo τo |-cτoolημonoμo
(Ι,y)'€,η) κol ro μfoσrημσlσμ, (m,4-€'η) Γo λoγouζ ομoloμoρφioξ σoν τ.)€!τoio

μεrαoχημΦ6μ6 al€| γiνεl Φlσρoφ1 τηζ ooρnζ τΦ μετoβ}ητnν (m) κor (Θ)' σε oΙ€oη με
τo δθξ16στρoφo ouoτημα (Θ,m,n) nου opxlκo πoρouolddΘηxε. H oλλαγil oυτil γiν ol μ6ν0

γQ Μγoυζ oμoloμoρΦioζ κΦ δεν πρoκαλεi ftμld orΦ μfoβoλi' oπιiq onαπεi μlσ
πρoσεrlKi σiληψη @ )Φηd!μonoiηση τηζ τσΙ!τηταζ πoρloτρoφilζ iηζ μηΙαηζ
(δεξ 6oτρoφη il αρlσερδσρoφη) σε σ}εση με τo σιoτημα πoU xpησμonoi'irα Ιελlko.

Σlipo 2.7
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o μειασΙημσιoμa'q {m'Θ).(E'rυ aσaνσ κσ6 to γΦσ6

- rη σUνoλΜiωrη δlΦσΙJσlκil Bdση

a-s-(ffξ)=ι',.-,,l
(24s)

,-ξJΦ"Φ],_ *'ot η ιη-'δl] "'1.-

_ την Φoriλοiω'η δ@νUφσΙlΧη Eαση

i,=9ξ=(ξ-;ξ.)
(2a6)

,,'vη=(η..;η,

_ τo σol)(εio τoU σwσλλoiωroυ μετρκoι τΦoτli

s2=ezε'=ri-R'6i l2ι1)

s4=s1r,=,l-"tR'Θ.Θ"

- τo σoηεiσ τoU σorλoiωroυ μεrρfiol] τoνUση

4,.=,.,,+l+-n

sr-r,rlηl, .lη; (2.i8)

3''τ'8-=ζ.η.r-ζoη.

. τ,ι lo'ωβloνil oρiζoυσα τoυ μετασΙημσlσμoιl

J-αξrrgΞ2-rιΘη π!6{ (2'49)

. κol nζ oi€σεlζ μεταrρoπiζ μεταξι] τσ μeτρκi,

L-+ ξ"--+ ι= l ' η'+ (2'50)



221

2.10 τoδaσσo κouπυλoν.dιυd ΣoΦnuσο ΣMfdνUiW

τo ιGφar€D 2 oλoκηΦλσoι με τηv ndρoιloα eν6τητo, 6πoU γlo aνo τρδ6σΦo
πλΦμσ σo xiρo (x'y'z) kοl τo αqiσtolxo μετoσxιιμαnσμaνo xJρio €,η,ζ) (βλεπε Σ}ημα 2.8)

πorαriθAπol, ση μoρφ,l rroλoγloυ' οl οxεoεlζ με'oσΙnμoτlσμoιl.

ol oρlσμοi τιJν lακωβ]Φiν oμζoυσdjv πoυ
(2.18) noυ owδao τιq δUo oρiζoυσεζ
μεrασrnματlσμol] τuJν ι]f ρlκi,ν

Jr|'='{i'ζ.. (2.51}

(2.15), μoζ με τη σΙ€ση
σζ noρακdτω σ\€Φlζ

)- ---

b=



EΦαρμoζoWαζ τη ol€ση (2.14) γE τo μσσσxημαnσμo των αroλoiωruv κol ΦoλλoiωΦv

Πα nερolτ6ρΦ εμBdΘUνση σrη ltι€ση κol τo Ι€lploμo κoμnuλoγρoμμων σUσημσrων
συιηεταγμεν'JνσUνσΦΦ η noρoκ6τωερνoσio.Φoσ(onησηζ:

J.F, τhomρson Φd zU,A. wa€i, 'ΒσJndary-Fltιed οoordlnalΘ sysιems lol Numθncal
soluliοn ol Panial Diffθrθrnid EqualΙons _ A Re!'iΦ', J, oi οompuianonal PhysiΦ, νo!. 47'

XoρorηρσlKaζ μΦoδol γεΦσηζ πλΞγμniaν μroρoιν νo ,ρΦοnν onζ roρoκσω

J.F. τhompson 'Gιid GΘnθιalion τΘchniquΘs in cdmρliatΙonal FIυld oynamlcs'' ΑlΑA JouΙnal
vol.22, No 11, 15ο5.1523, NΦ€mbel 1Φ4,

P.D, τhomas and J.F, Middlecoll' 'oιeοt coniloI o1lhθ αid Poini oisiibυιon in Meshes
Gθn.laιθd by Ellip1ic Eqυaiions', AIAAJoυmal' Vol,13, No 6, pρ,652656, JunΘ 1980.

θ.L. solenson, 'Α οompuler PlogEm tο GenΘιaiΘ τwo.DimΘnsionaΙ σids Aboui Airloils and

αh6r shφΦ by 1hΘ UsΘ ol Polsson's Equaiio.6'' ΝAsA τM.811Φ, l9Φ,

ι2'54



κΕΦAΛAlo 3

oι EΞιΣoΣEιΣ ΝAνιER sτoκEs

3.1

(31)

δnου ol r,σoερεlζ ιoxι]ouσεζ δ σφoρK,ζ εξσ6σεLζ (σUνdxεlο, δloiηρηση τηζ oρμliζ κατd

τn x_(orεaθUνσn, δατiρnση τηt oρlnc Χoro την y'κaτeιοινoη (d δoτiρnση τηζ

ενaργεLoζ) axοUv σUvoψσΘεi diη λεγδμενη δLovυσμσlκη γρoφli touζ. ο Φογνωσηζ noυ

aρtετσlγ|o πρωτη φoρn σε eπαφη μετo δEν!σμαt κδ τρoπo γpοφaζ των εξσnσεων Naver
sιokΦ, nρdπσ ω δοκρNd σoΦωζr]ζ δEνUσματi(,ζ ποσbrηrεζ σ' i 6οπδτο δ ονaσμoτα

iκrπ. τoυ κορnoαοι oυoτημoτoζ σ!ηετovμafuν. τo δονUσlrα i' σε καΘε θ'ση rοU

nεδiοU ρoηζ oπoτελεiτo σπδ τ ζ εξoρτημενεζ ρεiαβλnτdζτoι πρoBλημοτoζ τo οno]o γ α τη

σUwnpnτKi vραφi τωv eξlσιio.ων γραφετo

or Eε oiiσerc PoΛc στo κοoτεodν6 ΣυσnUσ

ο xpoν κo μη.μoνμεζ €@dJσεξ ΝaveFstokes, νlα ρoη σUμπiεστoa ρ.Uoroι], εiνo

aνα μεiro oιστnμα Uπ.ρ9oλ(oν καl noρσ9oλκaν εξ σnoΦν' o xρονlΧσ μn_μbνlρεζ

ειοJoε.c Νa! eιsιoλes, Yo ρol oσ.L-ko-oJ ρεUο'οJ, ιlvol .!o |-ε-o oιolη-o
εΣ€Πτlκ(iν καl nαρdβoλΧων εξσnσεων' Εnεδi η φιση rων εξυ6oεων no! λινouμo

κoθoρiζε κo την oρΘ!ηr(η μdΘoδo ποU θα YρnoLμoπolnΘεi, eνΦ nρoφoν,ζ oτl

δ oφoρετ κaζ τεtν]κiζ επiλUσnq εφαploζowolγιoτlζ σUρnlεorεζ κolτ ζ ασυμπieστεζ ρoaζ'
ι] ποραoεdη τωv εξ σωσΦν noυ α(oλouθεi γivετal γo τlζ σUμπεσrεζ ρoaζ πoU !αξ
ενδoφdροUvoτο MaΘημα o!τo' ετσ γα ρd δδEστση ρoli Ιωρ]ζ εξωτερκ,ζ δ!νομεlζ η

προσδoσn θερμoτnταζ oπo εξωτορΧ,ζ πnγaζ, o εξonσεζ Naν]erstokes σε κoρτeσαaζ
oυWετoγμaνεξ (x,γ) νρoφowo

ar.ai*M o

onoU ρ εiναl η πUwδτητα' (U,ν) o
xoρτεσ]αδ ondrnμo καlq εivο η

onου € εiνo η εσωτερlκil εvaργε o
εσωτερRn εν,ργεQ e σ!νδieΙαl
θερμoxJρnnΧoτη'αζ υπo oτoθερo

(3.2)

διo ouνστnσεζ τoυ δ ovaoματoζ τηζ τoΙ!τητοζ στo

oλκη ενdρνεlα αvα μoναδo δγxo!. H τελευrdio δiνετo

(3.3)

αvο μoν6δo μoζαζ κo V τo

με τη Θερμoκρσoiσ μdσω
oγ(ο, σ0μφωνo με τη σΙ€ση

ι-+)

μdτρο τηζ ταβτητoζ' H

τoU ε]δ(oυ σUwελεσa



(3.4)' ρ(τ l)

H ποσ6rητα E απoδεw!ετol εικdα oτl σUνδ,σσ με τo nεδio σrσlκilζ πiεσnζ μ6σω og

ε-ρ '|ov1 (3.5)

H oλκil εΦαlrΙiα ιι nου δiΦπ oπd τη σχrση

κo] ΦoE}€i ioρσrηρσ1κo ΦρνεEκ6 μaγεΘoζ rou nεδioυ ρoirq, συvδaετol μo τηv oλκil
oνiργεlo E μ,σω ηq oΙ€σηζ

η=ρ\-p (3.6)

τα δlΦιoμΦoi @ d δiνowol oπδ τlζ σΙ€σεlq

,G= (3.η

ol συνlσiΦσεζ του rΦστil των τασεων oπoρρdοUν ono 
'η 

γαΙXη δ(φραoη

ι*|[i,-iJ i."ii| ' ι-,: (3'8)

. =?"Ι,e-_Φ)

'-=Ξμι5-']

'"-"=μιΦ-α]

*6, τo δΦ!σμσ ροilζ Θερμ6τητdζ

4--ιvr

(3.9)

β.r0)



τo πoρoπoΦ oυσημσ rων ρερκων δ oφoρκΦν εξloωoεων πρaπε να κλoiσεl με
σUμπληρωμσxaζ σx;oΘζ ol onoεζ εκφρiζoυv oφ'ενδq ]rεν τη σavδ.ση μετoξι, των

Θερμoδlvoμ Φν μετoBληΙnν (p'ρ,τ,e κλη'), oφ'ετaρoυ δε τ ζ δ oτητεζ (μ,k) σUνoρτilσo των

Θερμoδlvoμκωv }ορoκτηρστlκliν τηζ poliζ H κoτoστon(η εξ]σωoη των τr€iων αερiων

onod€iμio oλγε9ρ κη σΙ€ση Kατοσταonζ' η onoiα μnoρεiνα xρnσ]rono ηΘoiσn γνωoτli

'aτ

onου k εivo|o σUWελoσηζ Θερμlκηζ oγωγ μδτητoζ.

,,'#
δπoU γo τον oaρo σε κaνoνlKaζ ou!€ilκεζ

(r.11)

(3 r2)

(3.13)

δπoι R9 εiνo n σrαΘερα τoυ oερiοU, n αRoμo σε αλ}εζ βολ κl'ζ μoρφdζ, oπωζ εivοl η νροφa

β.4) πoU iδη nαρold doΘηκε.

ol oυnελεστaζ δUνομ κilζ σUνεκτ(oτnτoζ κα]θepμlκaζ ογωγl]]δrnτοζ σUνδθoWo

με τζ Θoρμoδινομrκdq μεταEλητaζ μaoω tηζ Kvητ]κηζ Θεωρioζ των oερiωv. Σlvilθωζ η

σUνεniκoτητo Uπoλογiζετol αrδ τov τaπo τoι suιhenand' ωζ

ol εμΠλεκoμενεζ oτoθερ,ζ εiνo

o σlrd€diηζ ΘερμLκliζ oγωγμοτητdζ nροκιπrd σUvilθωζ oπo την πoραδorl
σταθερon op]Θμoυ Plandn (ψa οrρo Pl=0'72) ωζ

(3.14)p,-lL

H δlαν!σμoτχil γραφli τωv εξ σaσΦν ρoilζ (3.1), μαζi με τoUζ ορ|oμo0ζ (3.2) κο
(3.7) aπoiελεi aνα σUwnρηΙxo τρoπο γρoφnζ των εξσωσεων' H σUrnρητlκη γραφli
πρounoΘaτεL δΙ o] σMελεσ6ζ rωv noρoγωγιiν εiνοl εiτε σταθερaζ εrε !ετoBλn'aζ' ο

oΠoiεζ ομωζ δεν ερφαvζowo] oΜor:r μdσο oτnv εξσωoη. Γα τζ μερκdζ δoφορRaζ
εξEοσε]ζ roU μotελoπolouν Ιζ εξLoωσεlζ δ ατnρησηζ μaγDΘliν μaoα στo πεδ]o ρoilζ, η

συtηρητlκη γροφa onloiνεl io να μnoρe] η εξiσωση νo δoθεi oΙη μoρφ]i τηζ σoιλσnζ
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(diν) μ!αζφUσLκliζ nοσδτηrσζ. Eτσ, σnζεβ6σεlζ (3.1), η πΦτη εξioωσn, δηλ' η εξ σωση

iηζ ouνiΧσoζ δoθnκθ ση συwηρnτκ'i μopφll

ΦΞ!4.qΦ-o

σi τηζ μη{Φηρητiκi]ζ μoρφliζ

Φ.,Φ'.Φ,lq."Φ=oδ &'& Φ'Φ
o !ετdσtημo'lσμoζ σUwεidγlaνων (x|y)+(ξ,d noυ ΦoλιΘnκε σto κεφdλo o 2,

επτρaπεl πλ,ον νo εκφρασοUμε nζ εξοιi]odζ {3.1) στo γενlκεUldνo κoμπ!λoγρομ1]o

σιστnL]o σUwεταvμaΦν' Eτσl, Φo τη μoρφη (3.])nρoκιπd δoδorκα oτl

aA aF, ai ae, aa ^- 

'+aεζ.t;l''+ 
dεζ,+'η.a =

'aι dl δd aF aE 
^- J a''ηa-τn Φ ηΦ.'ιδ=" -

- jι;Φ'f uαf-ι,Φ:.$ι;ι,rrτρτ

ΣUνεπΦζ η εξioωση (3.1 ) στο γεv]κε Uμiνo κoμ πιλδγρoμ μo σ:] oτη μo σιwεroνμενων δσηρε i

τnv iδLo μoρφli' δηλoδη γρoφdd ωζ

(3.rs)

(316)

τo voμo τnζ oλυoδωτnζ
tων Φoλλοiωτων iol 

'ωνδεi]rερoζ τρδπoζ γlo νo

ad' aF &; -

a =rA

t'=ιξjl.ξβ,)

ol ε(φραoε]ζ (3.15) κσ (3.16) nρo,κUψΦ Υρησμonο'ifαζ
noρoγωγ σηζ κo] τlζ σxdσε ξ μfoσlημonoμoι:] (2.36) μroξι
oνoDΦ]ωrων μετρκδν τoU nροnνonμεvou κεφd€iου. Evoζ
1ρo.Lμεl η γρoφη ι3.I5, ειοl vo λρηo μo lorΘιi η oLrTρ ll{η



3.5

jL!aι]λ\

μεtoσtημσlσμoυ iηζ oπ6κλσηζ ενΘζ δQνυdματκoο μεγaθouζj oπ0 io xoρτεσ]Φo σo
γενLΧεUμaο σ:roτημo κo!n!λ6γραμμων σMoταγμaων.

3.2 ol Eξ!9!oξllρ!Ξ-ql!tΙφΦ: Ι-L]gζjεΦγUonζ

δπoU ro δlΦ!σμo U τωv εξoptηr,νων !εταβληtωvηa τη μορφn

''(RλP 
' 3λριy' ' Rιρlι'" ' nλΕ)

τo ορΘoγωνo onστηlo σlwεtσγμΦων oξoνlκilζ oυμμeτρioζ τo oπoio

lρησlμoποlεiτolγlστηv,κφρooη tων εξ onσων δ ατilρησnζ σξ oπlφαεlεζ onb-nτερι]γ o'
σε-περaγoηεnφΦεlεζsl,tωνπτερ!μiσεωvστρoElλoμηΥoνnν,πoρoUσlαστηxroνολUI(o
σo κ.φoλοlo 2'9. Στη σUνa}€lα δ]νofο o εξ σΦσc ζ δlΦηρησηζ τnζ μαζoζ' τηζ ορμηζ κol

τnζ ενaρvo aζ, σε δdνUσμαnκil γρσφil, ωζ

(3.17)

(318)

ol 
'ξ 

σιjlσεξ noροUoldζowol στo σt€nκδ σισrnpα Φoφοραζτo oπoio πaρ σrρ,φεταl μετη
oτoθeρb γωνlσκil τotιτητo ω τnζ μηxaνiζ. Mε (νvm,ννθ) σUμΘoλζowo ο κdτα m κol θ

ou9oτd,oεζ τoU δovυσμΦoζ τηζ τoΙlrητoζ κσr h εiνο το πoloζ τoU σωλ'iνo ρoηζ nou

γενlκo μnορεiναμετoβαΜεro κoτστη μεσnμβρlνilιαrεl]ΘUνon m. H nοσoτηrα EiR εκφρδζεl
-1oλε'λη oλR'] ε}ρνεlo αo Lo/οδo ovι οι l oL δ,Jιτo σno rη ο/iο l

(3. r9)

τo δ oνaσι]σrο F κo G δiνowo αnδ nζ σl'dεlζ

(Ε'ιlp)w- ν^τ ^ ητ.6!q "



τo δ|Φ!σlro H, Φo δεξlδ
nεpσροφil τηζ μηYdνilζ

(3.Φ)

\3.22)

σwoψiζol δρoUζ πoU oΦεiλoηol σην

rt=
(3.21)

ol oWLσΦoεζ rοU ταιdτη τωv τoσΦν πoU εμπλaκofol σnζ
Uπoλoγiζoηol Φo tlζ oχ,σεξ

ι4anι- 2aη zv-aR 2w"ah\'Φ'ι] δ, ]i δθ 3 R a" ] λ J,J

ιa 1av' ιw-δR 2v-ah 2alλι-\|

'" 1]f ,θ r nar 3ιaa 3anl
la -' \ ah 2 οw. 2w- aR 2aw-\

Φ'\3 i/,δt ,Ιl aθ 3R δπ 3 δ,. J

laη 1aΨ^ η aR)
'".=μιa. 'i ω -τJ-J

oρiζοwσζ με δ την oπδκλση τηζ τoΙ!τηταζ νν

δ'v.ρ= ι[9.i,,, l' jιλy-rl
Rh δn - Φ "]

λ-Jη l a% 
r, |_ιjΔ._ιjλ l (3.23)

δr Rfr \Rafr Λan)

nρoκιrd {σ n Φoμενη Boλκη γρoφη νlα τlζ oρθaζ σWσiσεζ τo! τoνUoril τωv τασεων

,,ρ(η'-&:g'r9(R,) **9-r...9

ιρ"jη-ι"nff'ι,'"ff
0



' 11 aη ηδn) 2
'*"\τdΘ'i'Γ;μ'

(3.24)

o τρonoζ γρoφiζ (3.24) εiναllδ]oiτερo Boλκoζ aν o υndΦγiσρoζγνεroiγασσυμniεoτεζ

ρoaζ, γdτi τ6τε δ=o κolol εκφρnσε ζ γd τ ζ oρΘaζ σUMσωoεζ τηζ τdσnζ onΜπoΦowol
σηuΦlκδ. Γ.vι(α κo σε υποηΥητκεζ ρoaζ xoμηλo'] ορ€μol] Maοh, ol δρol ol onοio

nερaχoυν rην πooaτηro δ ρnoρo']ν νo oμεληθow s!ρiζ lδσnερη ζημ@ oτην α(ρiβεlα

o μετoo\ημonσ]roζ (m,Φ"(ξ,η) πoU περ]γραφηκε σo κεφoλo o 2, Uλoπolεiτol με τo

ρετoσlημonσμδ τηζ εξioωσηζ (3.1η oτη μoρφli

Φ|tξ'Φ!=τ' (3.25)

l'=ιa
F'J(ξ"F.ζ"d)

i'=ι'1

ol σx,σσζ (3.25) κol (3.26) περκλεiouν oλη την oπαρdπnτn nλnpoφoρlσ 6στ0 νd

xρησμorοηΘεi o pετoσxnloτσμoζ Xo νo γivd o nρoγραμμoτlσμoζ Ιηζ επiλυoηζ των

εξ Lσdl σεωv oτo μ πoσχnμ onσ μι'o lωρio. ΣU μπληpωμ aτικo, μnoρo ι]v nowoτε vo εrελoσθo av

ol πρ6ξεlζ dτ ζ oΙ€o ε ζ (3.26) , oπoi e νo πρoπ ψoUν π ε ρ σσoτερo σ:rwo μεζ εκφραdεlζ των

εξοι;lσεωv oτo μετoσχημonσμaνo επineδo. Ενδo RnΧo δivετol αμ aσωζ πo ρ σκοτω μ d Eoλκil
vρoΦil vlα την εξioωση τηζ σuνatεioζ στo μεroσxημonσμavo εniπεδo (ξ,η)

(3.26)

!ιnl,ρι' 9 οaηwιι' 9 νρ'ρv\ o ι3'27Ι
d,dLΦ

εμπλaκoBαζ τ|ζ Φσλλoiωτεζ ouνlοτi]σεζ τoU δΦljoμoroζ τηζ ταΙ!τητaζ' Mε τov iδo
-ρδ1o, iο δ@'Uο|-o ρoηζ Γ' L lορ_ νo oUιοJloΘεiωζ εξ lξ



ρv"v''pλξ" ξ"-"a

iτaΙ"J ;εsll"6ηη.6ιl6J.ξ"9-+ 
ιc6

ενΦ Φ]σο Yn 
'κΦρoση 

πρoκιrπτo ειrκoλο γ o ro δ αvUσμα ρoilζ G

o εξE6σαζ Naviel slοkes βρ σ(owdl σε oλα τα β|Bλiα MnΥoνκηζ των PεUotων'

ΕνδεlKnKo δiνowo διo πΘΦn BoηΘnL]oτα]

o'AΑndθrcon, J.κ. τanneh]land F.H Pe1οhθΙ, compu1ation Fllid Meοhani.s and Heat

τlansleι', Hemsρhere Plbishnq οo., 19ε4.

ol{ Ba(tlol β1 i ιlodlctio' 'o - J.o D/.amL6" cJmb dqe Urn. P'esg. 1967

Πo τη ρoil onζ Στρo9lλομηxον,ζ Kατoλλnλo ΘoηΘημσ κρiνετο τo nαρd(dτω Boλioi

λ4.H. vaνla, 'AΘrο.τhθπodynamiΦ and Fow in τUΙbomachnes ' B.E. &iegel PUb.

οοmpany' New Yοrk, 1974.

3.3 EπBολil opαιΦ!j!ΦnΙΦ!Ξf9 !sΞξ

olδoφoρκaζ εξ σι;lσεξ nου μoζ με τnv καtoστoτ κη εξiσωσn iων rr€iων αερiωv
(oν τo εργdζo|ενo μaoo Uπoτεθεi δ1 ouμnερφaρεταl ωζ τaτolo) δldπouν τη ροll σε

ouνlσωσεζ των στρoβlλομηxονων noρouσloσθηκaν στηv Evoτnτo31 γo τζ επinεδεζ (xαl

Χolεnaκταoη τlζ τρδ oσoτaζ ρoaζ) (o στnv Eνoτητο 3'2 γo nζ δδlαoτoτεζ ρodζ πovω

σηvoπο.πτεριγ o.σε.nΙεριγ o επ φανε αμlαζοτρoβλομnlαvnζoπoυlnορΙq ηδUνoτδτηio

μετoβληriζ οrivσζ κo| μordβλnτoιl πoxouζ σωληνο ροnζ. Σ1ζ ενδτητεζ πoU σκoλouΘοav

θαπαρoUσoσoonν o τρonol εκεivo μετoUζ oπoiοUζ επ βoλ.λowα o oρακaζ σU\€ηKεζ. H

nαοouoiσσn θο ν]vε να επilεδεζ ροdζ σε πτερUγωσεlζ κol!ε γεvxo τpδno'βdβοo, η

nραnkn εφdρloγη τωvoρ ακΦv σ!νθnκιiν, dτo δnωζ πopοτiΘετa onζ επομενεζ εvδτητεζ,

nλησnζo πeρ σσδτερo nζ τoxa κaζ τωvπεπερασμavωνδ oφoρiiν πεπεραoμavωνoγxων dnζ
oπoiεζ εξoλλou εΙ€l νoημο καl ο μετoonμoτ σμoζ σto υnολoγστlκo xωρio (ξ'η).

H πaρouσioση των oρσιων σ!νθηkιv, γo την oiσoδo (o iην ,ξoδo των πεδiων

ρonζ' βoσ ζεταl σtoν υnερβoλ(δ loραfiilρο τωvrρoζ eπiλυση εξdωσεωνστo μρo xρδvο.



H oνdγνΦσn τoU nαρoρτilμοΙοq n2 (ρiνετΦ aπopοiτητη nστε να μnoρaoε o Φoγνδστnζ
νa rοοακoλouΘnoε rnν αvaπτuξη πoU ο(oλouθεi Σημεlδνouμε an, 1δiωζ γσ σUμn εστdζ

ρoaζ nοU nερaxouνεniσηq δlnlnτ κaζ κo Uneρηrnτ κaζ ζιivεζ ρoiζ' n δσηρηση τωv δρωv

tρoνlκηζ μετoBoλiζ δlαμoρφιiνε τnvπεpσσoτερo συνnθoμdνη τεΙ! κ'i επiλUσnζ xρoνlια
loνrμων nεδiωv ρoilζ. nρoκεπσl γπ τnvτεΙvl&i τηζ xρoνoπρoaλodηζ (1]me malchnΦ,
δπoU η xρονl(o!6νlμη λι]on Φoζnτεnσωζ η oouμnτωnΧllλυσητoUπρoβλη]ατoζ ρo'iζ στο

xρoνo' H oσυμnτωτκη λ'oη πρdnε vσ γiνεl κoταvoητil ωζ ]rE λιση πoU, laτo orδ,να
ι]εtoBoτ κo στσδο (σταδο nρooαρμoγilζ ση xρονlKd μovμn κατdoτoση), πopοUoEζεταl

Φoλλοiωτη με τo Yρovo.

Γlερατερω αvdφoρo στην τεxγ κη 1ηζ xρovοπρoελσσηζ ξεφεaγε αηb rα nλaiσ α κοl

τoιζ στδχouζ τoU πορδWoζ σUγγραμμo,oζ Xo εμΠiπτε dτα γεv κoτερo πλo]σn τηζ

'l ο.ot o l 1\P.' οτο/1λo. ι, ζ', o ο.c δο'c \οloJι.' ζ Ιo co .o,ρηo'Jo1oo' J'.1
τεlalκη ΦδρΘωσηζ πiεσηζ (ρlessure οo ecιion meihod) γLo (κUρiωζ oσUμπieσIDζ η

xαρηλoa oρΘμol] Mach) ρo,ζ oε πiερUγωσ.ζ στρo9lλoμηΙoνωv οnλo Θα aνοφepθεi.

Π ερEσoτερε ξ πλη ρoφoρiε ζ Vlo tdτo εζ μDθδδoUζ o ανoγνωσηζ μnoρaivα αvoζηrησεl oε
σUγγραμμοτo Yπoλoγ στ kilζ PεUστo!ηΥοMκnζ' με n χJρζaμφdση οτζ στρoβλoμnloνaζ'
Πρdnεr oμωζ παWoτε vα dχouμε Unoψn oτ η nροσoρμoγη επ λU16v γεMιιν ροnν'σΙlζ
σtρoβλoρηΙoνεζ απo]τεi]δ onερη nρoooYi]σε σΙtση t]o Θd!ατo δnωζ εiνo n περστρoφη
καl η επiδροση iηq oτn μoηελoΠο ηoη tηζ τnρβηζ, ol σUνΘ]iκεζ περoδ]κδrnτoζ κλΙ
Θaμαtο noυ σΙετiζofαl ρε το lowoλο τυρBηζΘd ovoλUΘoιν σε επoμενo κεφ6λoE κσ δε

θα σxολσoΘonν εδω'

Στnν nερiΠτωdn nου τo πρoBλημα nou εmλιoUμε αφoρα τn σUvexnκη ρon σε μo
nτεριγωσn' rο Θεωρηnxο μοm,λo ρoηζ δaπeτal οnδ τ]ζ εξlonoεζ Nav]el slokes Aν η

εξετoζ6μεvn ρoa εivο iιρ9rrδηζ, τΘEε τo σaοrηρα των εξonσεων Νaνiersiokes
σUνοδDnετo onδ nζ oλγεβρ (εζ i δ αφoρκrζ εξ σωσε ζ noυ αποτελoιντo μoΦaλo τJρEηζ.

EnεLδi η εiσoδοζ κo] η εξοδoζ τoU Unολοvοnκoι nλ,γμοroζ τηζ nτεριγωσηζ
lοηοΘrlo'.ο''ο'ιoλo-o. oε oΓοο οo' . lο',oρδ, ζ oιο/ }οl -o οv', J ol|-i,. lοL
πτeρUγioU, γiνετorouνnθωζ n Uπoθεση .nτoo!νεκnκα φαlνoμενο σe μrα τ,τo o σπδστσon

ond τo σ1ερεo τoqωματο tων πτερUγ]ωv μπoρoυννο αμεληθoον κοl o ορd(.ζ σUνθl]κεζ

επBδλλοWο με τov δ o τρoπo oπΦζ κο γo τ q εξLonσαζ Eυ el' Aν enlλnaτol το μowaλo
τaρβηζk.ε, ησιζirησn των ovοvκο ων oρ oκων συ!€ηκων γ a τζ μετοβληraζτoU μowaλou
οUτoο aνολaπo dro κεφoλo o 5'

Γο τα orερεo τo μμαiα' ovμενεnλιowo o εξ@ωoεζ Euol'τδτε σΝε n ouνΘliκη

ι]η δεiσδUσηζ γα τq σ!νlστωσεζ τnζ τoxiτητoζ' εvω ο συ!€i)κεζ μη'ολiσθnσηq rηζ
roΙ!τητoζ εn βολλowo ornνπερπτωoη σuvεκτ(irνραiν' N oρEκ'i oUνΘηκη γ α την niεσn

στoντoito εiνolτnnou Νeumann κojπρoxιnrε oπo τnv κaθετη σuv στ{irσα Ιηξ εξiσωoηζ 
'ηζ

oρμnζ. τaλoζ ν o τn Θερμοκρσσiα Uπδρχo!ν γεν κa δ!o εn λor'ζ. oτoν η Θερμoκρoσiο τoU



το xtiμοioζ εiνo γvωστil κo ion

ενω oν η pon κoηα oτoτoilωμo

3.10

με τψ' τoτe η ορακη σU!€aKη rηq Θερμoκρoσioζ εiνo

(3 23o)

ενΦ αδ]αΘοnκη' τdτε εn βoD€τol oρoκa συνΘηκη τιnoυ

(3 23β)

onou n η κoΘ'τη κoτenθ!νση στoντoixο, ενιjJ με w oUμEoλζετο| τo στερεδ to}ω!o.

Στq εnaμεvεζ εvoτnτεζ θα οσχoληΘοnμε θεωρητlκσ καl Πρoκτκo με rη μ,Θoδo
εφopμoγηζ oρακων oUνΘηXωv στnv εσoδo κo τηvaξoδo τοU Unoλoγοτκon μρiοU μαζ
δ δ oo-orrζ 1πρJ,. ο. ζ μ,' μ.θoδo l υ,,oρo.rΓο on.,iν

3 4 Bοσκn Θeωο σ απδ τn Maθoδo rων Χοοσkτnoσnkων

Φ'^Φ=ι

EξεrαζoUμε oρxκoτο μοvoδ οστοτoΠρaβλημο ρonζ' oπωζδ ατUnωνετo στn μoρφa
eδζ σUστη!ατοξ νpoμ!ftonοlημavων μερκ6ν δoφορκωv eξ6δσ.ων δnλοδn

(3.29)

o αε n ouνoτωσεζ n,luo, μ,o r,rρoγ"u,.η μη,ρo (n , nl nou.o

oκφρδσεξ τωvouνdrωoιilντoU δαvoσμστoζ o ' 
τo! tκο τoUxενωio

εΙe en σηζ n οUνloτωo.ζ

Απoδεικνιεtalδτ τoσιστημο αUτδε]νd Yπερβoλκoι'τnπouαvd\€lnnρoνμοr Raζ

δoτμ,ζκaιn δΙoδαnσμοταπoU εiνo γραμμlκ6ζ aνεξαpτητa. H θDωρ]οτωv UrερβολLκnν

σloτημaτωv nαρo!σ δoθηκε δΙεξοδ(d στο Παραρτημo n2

οl xoρoκτηρlστlκaζ εvaζ σισriμdτoζ oρ]ζowα ωζ ο κoμπιjλεζ aκενεζ τoU

Dn πaδoU (X1) rovω στζ onoeζ η ndρονωγoζ τoU U Kατo τηv ΧοΘετn στηv καμπιλn
κoτauθUvση εivαl dπρoσδ δρ στη. ο oρσμoζ οUτδζ οwστoiε] oε μoνoδoστοτη ρoa καl

γενΧεnετα ειXoλo γα πολυδ]σστoτεζ ρo,ζ'



3_11

Av c η Ιαραnηρσlκη καμnιλη τoU Σ)ΦμΦoζ s.1 καl d9, Φ eiv.l' τo σolΙ€ιnδη μηκη τ6ξoυ
εφΦoμΦκn κd koΘσo σ'αUrη' ol τl]πol dλoγilζ ouσΙliμαlοζ σUrεroνμaΦv δiνouν

{3.3ο)

Σxετiζowoζ nζ σr]6οεlζ (ο.Φ) με nζ o)(εoεζ !

dι-3!ds* 0!Φ

.'.=μd.*qd"a3 aν 
(3.31)

as=Φaι*9Ξdι

a"'Φa<'Φα

πρoldπrroυv ol nαρoκσω σ}iσαζ

ax as axΦ al a. alδ
aε-'''-'' a, a.'' al

(3.32)



3.12

aD aofu aoa" aoaΧ aoaχ
ax aaax aν aΙ asas aνδ
ao aoas aoa| aoaΙ aoaι
aa d5 at aν a, as as aν aν

τo σ]σiημd (3.29) oτηνπερiπrωση αUτi γpσφoτal

Ι β!.A!ι\Φ '1 Ι9!.AΞ!\Φ =Fιλ λ]λ ιas as,as

(3.33)

(3 34)

(3.36)

τoοnρooδδρστoτηζπαρoγωγou

oοδυνoμεiμε to νσ oπαlτilσouμε

aola, κoταμnιοζlloζloρonnρEnκηζ κoτειΘ!νσηζ

io !ηδεvσμδ τηζ ορiζοUσoζ

{3 35)

9! 9z
ι-Qι--@-ι"nο

;as
oln Ιtρornρστ κεζ τoU σloτilμoτoζ (3.29) εiνolλonoν κo!πjλεζ no!

onou to λi εiνo o n δoτ μaζ τηζ pilτραζ
nρovμoικεζ aτσliστε ol n YoρoXτη ρ lonι,ζ νo

τoτε, noλλΦλοσlαζordζτo oισημα (3.34) αριoτερσ μa

!! =',=\6f'Φ, (kΔ'2''''nt, (3.37)

A' Πρεπσ λoιnδν νο aiνol ol n δDτμaζ
εiνol κ αltaζ πρoνμonκaζ.

Αν σε κoΘε δ onμi λ τoU A dwοτolxlσouμε τo oρlσtερo δoδlΦυσμσ νρομμηζ /

(3.3Θ)

r , πpoKιrd η βoθμωτll εξiσωση

(3.3s)

κorεnΘ!νση τηq Yoραrηρ σxaζ

' F:\Φ = τ'a

δΞ!περ,}o nλ,oνπoρoγnγouζ κaτo τηv κdθετη

ιE
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κoμπυλnζ (dxldi=λ) αλλo μoνo κoτα την εφοlτoμενlκa τηζ δεaθUνση.

t.φρoζU 'l μL ο9oι. 'ol δE.'οlo-o9 o iJ] οΔJolJJ lδ.L ol'

Eτσ, ov η μητρo A,}€l n πρoγμοnK,ζ δLoτμaζ καl aνα rληρεζ oινoλo γραι]μ]κ6
oveξορτητωv δoδΙoνUσματωv lk, k=1,2,...n, τoτε nρoκaπrε avο σnoτημo n βoΘμωτιirv

συvoρτl]oεων τηζ μopφ'iζ

ηι1*4),',ι*),]# η, (3 40)

οnoι κoθε μo οΠo Ιζ εξ@ωoeζ αuτεζ περaxe ποραγδγoUq onod€lστκo (oro ]riα

xορoκτηρσnκa XατεnΘUνση. Δηλoδη ro dρxκδ oυoτnμα (3 30) μεiαoxηματ στηκε σε dvα

κoνoνlκo σnστημα (3 40) κατσ μaκoζ τιν xορακτnρστκωv δou6avσεωv (ελaπε

xρiσμn γροφn τnζ σπσnζ (3 40) εiνo n roρo(αrω

(3 4r)

EΥoWoζ δirσe dλeζ τζ oχ'oεq πoι αφoρoUν τn Θεωρiα των tαpοnηρστκωv θo
-ρολiρηoo μt ορλ|ο ot ο ,οLo ρo.oροδε/.o-o ε|ορμo/iζ-ο'ζ,;οlε νο \:.oL]
περιooδrερo kοτανoηi,ζ πρlvdUτεζ εφορμoστoι]Vσo πpογμoΙκα δ δ oστατo πρooλaμστd

3'5 oorcκac ΣUνθirκεc vo nc Δ δ'οσrοτεc Eεσωoε c Eυ el

,'("Φ', aol

ΛnνoUμεnζ δδraστατεζ εξEωσε q orρ βoιζ σUμπ εστoυ ρευoτo0 (εξ σωσεξ Euleη,

γE μ o δ δοσταtηnτερυγωση μεnλdνμοτιπoU H, οτο μDτοσxnμοnoμ,νoεniπεδo (ξ,η)δηoυ

ol Uπoλoγ6τ κaζ κιψaλεζ εiναl τDτρο\ΙωνlK'ζ (oLμε !oναδoiεζ πλεUρ,ζ. Θεωρoυμε δΙ η

ρoη εivο nαWοι!ποηχnτκη Γlotηνεiσoδoκo τηνdξoδoτoU χωρoU εn|Edλλo!με oρEκdζ
o',&, Σ . λρηo Jo lo {, ο'η J.Θoδo -q. Λoρo. l.ροΙ-ζ. γlο ]ο ζ1-o.,ηoo| v o
oρlοκoi {D|σδδo!.eξoδou) (oμβo] με τo Uπολono neδo κοrαρlην αnoφασiζo!μe γo τo

noaζ oρloκaζ σU!€ηκεζ ηρaΠσ νo εΠ]Bαλo!με στnv ε6oδo κo notζ oτηv εζοδo 
'o!lnoλoγlστxoυ Ιωρ oU. ΣUγlρδνωζ επλεγοUμε εxe]veζ τζ Χορσκτnρσnκ'ζ εξσnσεiζ o]

onoεζ Θα δΦσoυv nληρoφορiο στnvεiσοδο κσ eκενεq πoU Θo εφoρμooτoι]v oτηv aξοδo.

'ροlo' /Σ olo ιοοl| o ο.o oLo_ Lα -' 'ξ'o;o" ΞL" o_'|-ορΙ.



13.42t

(3.4s)

(3 44)

o μεlooyημolloμοζ -1ζ ι3.i2) σo εn.1ιδo ξ,1) ε|vo γνUσoζ onο τo πρoηγοnJΦo ιo
δiwl

alaξη

Φ!'lΦ!.εP9 =o β.43)aιaξΦ
o oσερiσκolστn σUνdΙ€Q Θo noρoλεinofαlγlα εUκoλiα. H ορiζοUσo A o]vσ η

ενΦ η oρiζouσσ B ι]noρεivα nρoκιψε oπa την (3.44) με πρooεkτlΦ oλλoγil των ξ'μπρκων
με η'μετρ]κdζ κolτηζ Φoλλoiωτηζ duνιoτωσαζ V1 με tην owiσo]Ιη V2'

YnoΘθτowαζ o'] τo nλεγμo πoι εζfdζετo ε]νΦ no! H' η ο κoγεΦπ γραμμiiν
oτaΘ.ρoι] η' δηλoδη olπλεγμoτκaζ γρoμμ'ζ ξ' (ΦεUΘnνofαlono την εiσoδo nροζ την

ξoδo *6 οl γρoμμdζ η oπo τnν n)€Uρo Uποriεσηζ nροξ την nλe!ρa υnερniεσηζ τoU

nr.ρυνio!. Πvfolεn nλaoν η UπoΘεoη fu ol γραμμaζ ξ aloυν nερinοU 
'ην 

κσειΘUνoη iηζ
ρoliζ. H εξiσωσn (3'43) μnoρεi!o rρdφεiστnv ψεUδo-μονoδnσσrη γραφη

λ=

Φ'lΦ-n

a= e9!

αΦoι γiνετo η πopoδοxl oτl γlσ την εidοδο ισ τnνaξoδo, αUτo πoυ μoζ ενδοφaρolεiνol



3.15

η μετΘδοσn πληροφορiαζ xoτα την ξ κΦεaΘυνdη ενιi lnoρoopε νo ΘΦρηdolpε
δεUτερευoUσo κδθ. μεrαδoσn πληρoφop]aζ (oτd την n'κoτειlΘUνσηl 'δκα γο τnv

loro\oγlo no,.r'μ^€.ιε Γ|ol. yo 'o δdJ oJoHiιoLμεo'

o 4 πραvρατΦζ διoτμaζ τηζ oρ]ζo!σοζ (Α)εivο ol

t3=vr-ο6τ ι1=v'.ηπ Ι3'47)

ν"Ξ!'!" ρP

ρ.'\Ψ'ρ""η"+'V+

ι. -l ,

κo γlσ τo nλnρωζ Uπonχηnκδ πρδβλnμα ρonζ, τρεlζ δoτμ,ζ, o λ1,ξ'λ4 Divσlθ*lreζ Χal

μio, η (λr, dρνnτιn. ο τρεlζ Θεnκ'q δonμ,ζ ανoλσμBαvouvνo l]ετoφdρouν πληρoφoρiα

πρoζ tα xατοw] τηζ ρoηζ. Mπoρoov δηλaδil νo ΥρηoμonolnΘoιν γE vα ]rετoφaρoUν σno
τηνεiσoδorρoζ τo εσωτερlκoτo! xJρio! εκεiνη iηv nληρoφoρ α πo! εlσoγouv ol ορ oι,ζ
σUν€ηκεζ εEδδoυ' rE nρoφονεiζ λoγoιζ, στnv Uπoηxητ κ'i ροa, μδvο τρio μεγaΘη ρoηζ
επβαλλofd στnv ε σoδo AUtο σUvηθωζ εivο η oλκη Θερμo(ρoσiο τι, η oλκη πiεσn η Χοl

η γωvα τηζ ρoilζ α. H πληρoφορ ο πoU τo τρ o α!τo μεγi6η nρoσδiδοUν' μεταφiρεταl σo
εσωτεoκo τo! πεδiou απδ τξ Ydponηρσnκ,ζ εξσnσεlζ ποU oWστοllouν στζ'θετκaζ'
δ onμεζ λ',λr,λa. τo τarορτo μaγεΘoζ οτην ε]ooδo τoU nεδiou λομBoνε τμη oπδ rη

lαρorηρσκi] eξ]σωση τηζ δοτ ι]ilζ }3' η onoiα aπλrετo oτηv εioοδo τoU rεδiou. JMε τoν

τρaπo αUro η εiσoδoζ αqlλoμBaνετo τo πεδiο ρoηζ nou δ αμoρφδvεταl στo εσωτερlκο τoU

tωρiou. ΓE τoΠ κo Unonχηnιaζ ρooζ, oτηνaξοδο τoU xωρiou on βaλλεro μονoavσp,γεθoζ'
σUνηΘωζ η στοικη n εση το !πδλoπα τρio Urολογiζowσl aπδ nζ πλnρoφoρ]εζ ποU εκεi

μετoφdρo!ν ol loρακτnρστκ,ζ πoυ οrσIoloι]V oιζ λr,ξ,λa' H nληpοφορ]o γo την

εnβληΘεioα π]εoη εξδδoU μετoφdρετo σrο eσωτερlκo μaσω τηζ Yoρακτnpσnκaζ \.
Εvδεlnrκd παραθdτowοι τa ιδlοδ]αnσμoΙα rou oflστoYoιv σ]ζ nαροπδvω δβηrεζ

11=

τ,=

t3=

1l

'Eτ]y's"l

(3 43)

H oχεoη (3 4Ι) lnoρεl .νoλ1olnlδ vo γροφε κol ιζ



τ,Ρ=*q'τ, g

Χdl Yρηo μευθ 6σε να πρoκι]ψoυν εa(oλo ol 4 χoporηρσlκiζ εξσirσε ζ.
-υν onoρonηrων ooΘ|.ηllιυν nρoξ..r' o Γdζ γiνofαl

-."δP.δΕ'V'(c,Φ Φ\ \'''dl aΙ ι Jζ ,ξ/

(9.4s)

*ξ.εξ"ι"β,s'ι.ff 
)-r...l

(3,49)

(3.50)

(3 s2)

(3 51)ar χ-α"ξ "αξ-ιv' 
-"'F\ [σ ff "αξ "αft)'ι..'l

"F" ξ- " 
α'χ'" αξ-ιv. aττ 

{tτ" ff. " 

α ξ' " 

α ξ)ι.''l
δπoιolδρol{...}περdxo!νnπoρσγωγouζ,noUγενlκαoμελoιWoΘεωρ(i)wσζομooμορφiα
τηζ ροaζ drην εiσoδo rclτηνaξoδo κσa την η_κoτεaθUνσn.

Στην ιπoηtητ κli ροil, o εξ@ωooζ (3.49), (3.50) Χo (3.52) λ']νowol ση δσoρil
εξ6δoυ κol U noλoγiζo!ν τo aλλα τρio, nλην τηζ γνωστiζ niεσηζ aξ6δou, μεγ,Θη ροiζ' Σrηv
εiσoδo εr λ]εtσ η εξiσωoη 13.51).

oτΦ n ροn εiναl υπεpηxητκli, τoτo oτnv εiσoδo επ βoΜοtΦ Θλσ τσ μεγ,Θη τηζ

ρoliζ, αφoι τo σ:rσημο δσθdd Φ€ζ τζ δ onμεζ ΙοU Θηlκ,ζ ιol η εiσoδoζ πoυε νo

επηρεαzεiαr αno io υπoλoπo πεδio ρoiζ. Στηv aξoδo' δεν εn βoλλσσ κανwσ μaγΦoζ τηζ
poηq, κolo 

'ξrσaσεlζ 
(ο.49)ωζ (3.52) ΦoνεωνouντoΠ κa τo μεγaθη τηζ ρoηζ oτηv aξoδo.



κEΦΑΛΑιo 4

τΑ τYPBoΔH oPIΑκ^ ΣτmMAτA

Elσoνωvil σ.v awo o τnc TnΦnc

H πoρσliρησn τηζ ρoliζ τoU καnvon o onoioζ εξaρΙεταl on6 rnv κoπoδ6}o εvaζ
εργoσασiou i oπδ τηv εξdτμ]ση εvδζ αurokνητου, κoΘΦζ καi η ρoη rου ι]δoroζ oε avαν
noτoμoΦo-ε\o'aoθη/.ρ'voo1\αΓopoδεlγμοτoγloτηνεlσoγωγηloιφollηlησηvεwolo
τηζτιρβηζ. Στo roραnανω παραδεiγμorα' η ροll σnΦlo δ]σΘrεl χσρoκτηρlσlκo orρlrηζ
ρoliζ κol σΙ€δoν oλoκληρωτlΧα Ιαρoκτηρiζετol ono την εμφΦlση (τυloiωv) δ oταρoxjlν, o
of,oiεζ αWστolΙοaν σo τUρ iδη σUμl]ερlφoρo. τ,ro o rυρβΦδη σUμrερφoρα' κσα μεγσλo
roooσο .μφΦlζoJν τo oρo/o σrρυ/o-o σ,: l ερ_γεξ λol llζ
oτρ6ro!ζ αερooκoφων κo κ!ρiυζ oτα nτερaγ]α κo κελι]Φη των σρoβlλol]ηΙΦliv.

o] δ o'oρo}€ζ, ol ono]εζ ΙαρoΧτηρiζoUν τ ηv τι ρβωδη σU μnερφo ρd, Unερτiθ εWo ι oτ η

βoοhn ρoi λol oδrγoLν oε ivo noλln\oκo ρolιo φoνaJεvo, -ο oΓoio φoiνεro o- ε'νo
αnρooτodε(αθε okρβη μσΘη μοn( η δ an]πωo η. ΣUνlρ ονωζ ol δοτaρσχ'ζ αυτaζ oδ ηγoι]ν
σε lσxuρil Φaμiξη 

'ηζ 
ρoliζ, κoΘoρ]ζoUν την εξελξi τηζ Χαlεπεμβαiνoυv στη γaπoτερn

lσορρoπiα δUvoμων. τo onoτr€oμo των δEταρoΙιjν μoloζa νd εiνo @oδ'vαμο με τo nεδio

ρoiζ nou Θo εixoμε α η ouνεΧnκoτnτo ouξoνowoν κoτo μερ(aζ ταξoζ μεγΦoυζ. H
πρooνoΦερ6εioo @nμξn εiνοl ι]na]Θυvη γο rnν auξημdνη Φiσσση nοU εμφoνiζouν ol
τUρβΦδεξ ρo,ζ μ6σα σε oνωvooζ ΧUκλκilζ δoτoμiζ αλ,\o κol γ o τ ζ απωΜEζ μaσo στοUζ
σpοβiλo!ζ κoL τoυζ oτρoβlλoσUμπεoτoζ. Λoνω τηζ ovoμiξnq oιτηq, ρεUoιoστol}€io
δEφoρεt κliζ ορμliζ Ko Θεpμoκρoσioζ ερxowΦ ;ε τlxαiα εnαφil (ol τo onoτaΜσμα εiνo

μlo oμoγενonoinoη τηq ρoηζ. ol npαn(aζ σ!ν,πε eζ oιrτou ojνol σημowκaζ. Στo
εσωτδρκδ τηζ ρoilζ, olδ oφoρaq τolυτilτων i Θερμoκρoσlων €ομoλινoντol κdr (oro σro
στ.ρεo -ο ΙjrμΦο roρσrρε lol oJξηJΦr oJvoλroγlΘερμolη'oζ οε σλ€oη με '1o'ρJlr
ρoη μ iδo onξ1on nαρo-1ρ.'τo|κo olo oufε{olη δoiμ-o']ζ. ε( η ilν']-ir dcpνεlo
μaσo στo τU ρ Eωδη oρlακd στρω ματo εiνα εniσηq oυξη μ,νη. Kσin σrνinεQ, 6νσ 1υ ρ 9{nδεζ
ορlo'o οrρΦμα σofολλωo oε Jεγoλιτερcζ ι\ioεlζ n:εo1ζ o1o o1aνα σ-ρUτo oρoηο
στΦμo. H ρoil λ.γ. oτonτερnγlα oυρπεoτiiν θo εμφovζο αrxoλoτερa aπoκoλληoη oνη ρoa
l oρa|-ενε οiβnri Bol ιο ζ rιoβ1 "ol τo τιρ',νlo Θo λclτouoγoloΦ /. /r hoνoΓo ηnhο

Ι1rlo τυρβΦδηζ περloxη τηζ poiζ xσρσrηρiζoτσl σo aνo σ:rνoλo δloτirων.
Ynoγρoμμiζfo τo δn, εΦ n oUνεκτ κδτητd κoinΘερμ(n oγωγlμδτητα.iνoljδbrnr.q τoυ
iδbu τoυ ρε!στoU, ηrυρθη σUνδ,εΙο με iηvxiνηση τoU ρεUσrοιl κol6x τo iδΙo τo ρεUστδ
o τUxiiοζ Yoρokrηρσq rων }!ρlxiν Xol χρoMκiν μετσβoλιi]ν τηζ τoΙ!τηταζi ol ,rονol
oτρoβ,λoμoi J;oo σo lεδο {οl r ouξτ,v1oνdμξη oε ο,(ior με lη ο'ρΦli ρoi. εivοl
oρlo|-iνo αFo τo λnρo χoρo4rρonκo rηζ rLρBιδoJq ρoiζ.
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Στηv nρσξη, οl ruρBωδaζ ρ06ζ iχouv Φoν iroνα ,ρδEστσo toρoκτilρo, δ €δi
Uπ6ρYoUν δ aταρoχ'ζ τηζ roΙlrητoζ κol σlζ τρεlζ κo'ευΘarνσεq. Eν τonτoζ, noλλα
πρoθλiμoτo σ|μ'ωπiζowol με την επiλυon τωv aδ oστoτων εξ oιiσεωv Naνieιstokes,
αφon μo τ,τo@ εniλUση εivαl αρκfdζ φoρag εnoρκηg καισαφiiζ no ο(ονoμlkη. Στην
περiπτωon αUτli, oτΦ η ρoil εivαlτUρβιiδηζ, η ρoi Θεωρεiτolωζ στoτonκo δlδlooτdτη.
ΑJ-o σrμqi!€l οll Uroρlouν μr./δεvλεζ δΦoρoΧ€ζ'1ζ loλιlη'oζ aolo lΓν'ρ,ll
κoτεoΘUνon, oλλα oυτaζ ξελiσoowolγιρω oπδ μηδεvRη ρ,σηilρη. Γ.Mkα, ο δσαρdχrζ
κolστlζ τρεlζ ΧσεUΘnνoε]q aχo!ν την iδo ταξη μεγaθoug. o τρδlσσrαroζ χαραkτηραζτων
δjoταρoxiν oΙ€τiζεταl aμεσα rcl με tηv lδβτnτο τοU lσxυρo στροβlλoι πεδiοU, πoU
oπoδωσαμε (tην τιρ9η. ΓΦρiζo!με an η δuνaμka των σρoB]λσμiν εivo σημor Xa
δEφoρετ xη στo δδ oσoτo κol τo τρδEoτσo πεδio. Στηv nλnρωζ δlδοoτorn ρoη' o
σρoβlλoμ6ζ του π.δioυ .ξελidofol μδνo κoτω dn6 tnv επiδρασn των φolνoμaνωv
μεroφoρaζ κol δopσηζ τηζ poliζ' ΑwiΘετα' oτoν τo πεδiο τηζ ρoiζ εiνol τρδEσoτo'
lnaρΙ€l επnλaον δnμouργio il κoτoστρoΦi orρoβlλol]oι nοrr oφoiλεrol στη δρoση τηζ
nαρoμoρφωσηζ τoU πεδiοU iα}ιτilτων' Αζ σUγκρoτiσouμε, τ,Μζ, oτ η χoρακτnρiστlΧil
δ]δτητo τηζ τaρβηζ δΦ εivαl τoσo τo lσxuρd oiρoβλ' πεδio, 0σo κUρiωζ η εμφΦ]σn
σxuρ6τoΙων δΙoroρΦΦν στο μ,γεθοζ tou στρoB λσμol].

o τUρrJδσζ ρoεζ εiνol, με tην oκρθi awolα τοU 6ροU, μn nρoβλaψμεζ. EΙ€l
onοδε x€εioτ]dστω κσloνμπoρο0σαμεμεoκρiβε]αναλισoUμεnζεξ σωσεlζ Νaνielslokes,
aνo μΧρδ λdΘoζ a η o σoγωγa μQζ μlκρηζ δσοραxηζ' oo τUxaio σημoio τηζ ρoηζ, Θα

επδpoυσε εw6ζ κΦolou xpoνlκol] δoστliμoroζ, σo σινολο τoU πεδiοU ρoilζ. ΑUτo δε]Ιγεl
all r nρoΦoΘεE nρar\ωo1ζ iou ΓεδiοJ roΛ!la'υν oJvoρ!ηοεl roι lρoνou ε ιo Joloη
ΑU'δζ εivol κo o λδγoζ πoU oτη μfεωρoλoγio δε δEKνδUvεnowol pokρογρδMεζ
.ρoρ€ψo ζ. Πα τον iδ o λoνo εivo] μoτσΙη η πρ6βλεψη τoU αλησνοιl' nεδiou ροilζ στ ζ
πaρ!γεζ αε ρ oσ κoφων il σn ζ nτερUγωσεiζ oτρoβlλoμ ηYoων. ετo ενδoφ εpo μασrε, ow i τωv

σnγμ@iων μεγoαi'v τoU nεδiοU ρoliζ, γαto μ6σo χρoνlκo μεγΦη o!τliζ, to onoiα δεν εiναl
εUoiσΘητd στn )€nτoμoρη dυI]περφορα τηζ τnρβηζ' H μ&\aτη τηζ τυρ!ΦδoUζ ροaζ,
hΦοMοζ ,(ρio'] L,οUv Ιρoνlζν l-εYεθjv lΓζ ρo'lζ onolελεi Φlκεi|-ενo ε1δ|-ενΦv

o εξoliσaζ ΝaνieFstokes nζ onoiεζ noρoloδoαμε oro κεφaλa o 3 γ@ εninεδοq

ρoaq κo ρoaζ στην εn φoΦ@ s]μEq στρoβlλoμnΙΦliζ lσXao!ν εξiσoυ γlα orρωτaq (olγlo
τ!ρβωδεζ ρoaζ. Eδ(α norωζ γlο Ιζ τUρβ6δεlζ ρoiζ' ol τlμiζ των εξoρτημdvων

μεταBλnrιjjv nou εμnλaκowol onζ εξoιloεlζ Naνie.stokes εiνo onνμoioζ. lνllα q]ooη
Φlι]*;,nloη τoυ nρoBΜμσoζ τηζ τl]ρβηζ Θσ μπoρoιlσo νo σηρll€εi σ'ην tiλUση των
εξ@ωσεων Νaνierstokes ν@ avo δεδoρ,νo σι]voλo oρ ακωv xo dρχNδν oυvθηΧωvΧolστη
σ!νεl€ o τnνπoρoυoiooηrωνμaσωνΧρoVRo τ μωv rE τo oι]vdΦ τωv λadεωv. τo εγXεiρnμo
σUτo 6μωζ εiνσl σΙ€δoν oδWoro να πρoγμσonolηΘ6i] ακoμo κol νlα τo αnλοιστερo φ!σ κo
πρoBλnμo, aστω κol με τη BoiΘε orοU σΙ!ρorερou ηλεκτρoνlκon Uπoλoγlστi. Eτσ η τεΙγlκil
nou πρoκnx6 U@Θετεiτol εiναlνo xρnoμoποoυWσ μεσεζ Yρoνlκα ηriζ των εξσnσεωv
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Νaνiοιsiok€s, owi των μaσων χρoνiκα τlμωv
εniλUση στΙγρloiων εξοΦσεων. H δαδ(oσiο
εξ@{iσε ζ Naνiedtokes σuζητ.iτol oε επoμεvη

fuv λnσεων πo! Θο πρo,κUπroν aπδ inν
λl]ψηζ μεoων xρονlκo εxφρσσεων γ@ nζ

Eorω δi n πoσotητo l oπoτr€iεvo Χoponηρ στ Ro μaγεθoζενbqτ!ρEωδoUζπ.δiou

|'"l..^". ζ ", lαlu.1οζ η ΓtrσJ η Θεοuo_ρoοlo λ^. oΓ .s
ειrγrΘrιε σrην ηοo1ιo:LLν1 ειο.1-ο. lo ra,Θoc οUlο /οooffησ(πo o|o.νoν}.Φ,Φ.,{ δΦωoΦ1, 1o\υ -o. .JρEJδoUζ Φρo1τηοο rζ ρo.ζ ο,ρρ\εζ λο,

Ιρ:γκa: 
κλiμσκεζ τηζ l!ρβωδouζ σ!μnερφoραζ τηζ σινoprnσηζ fεivαl πo.υ μl(ρ,ζ κoi

o_-aζ εivo o \oγo\ rα ,l ooE-,l.λ. ιl 
'lLor lΦ/ εξrcLoεUv Naν'easlokesΘo οΓo'.ο]oι

εvο JnεpBo\_o l !ινο nrtr],|-o δoιp lo-oiηoηq l.rrοBoιro Lενoλο oρΘLo ο.|-.LJ oρo
δ]αtrεpεζono]τliσεlζμv]ipηζστov ψ€κτρον κo Ynoλoψστli) Χo aναδ onεpo !κρδ χρoνl;o
β|iμσ' γlα να μnoρε νo nεργροφεi με ακρiβσo τo πEδ]o rηζ ποoοτητoζ,. H oδUνouio Vοηρογ|.oτ'σ1θ' οlroc ο ιroλovloυoζ l-α. οδη\ε' olor' oo|ouo -1ζ udoη \ρorλο l.J-ξlrηζ oUvορlnoηζ |, πoU λo1o Reynod5 ε'Vo

Jτ}

o Ιρovοζ Δl γα τoν oπoio λaμ8oνετaΙ η ρaση xρονκo τι]il πρdπε Vσ
J.Ιo\ J-_ooc -.]ζ,ρov ι-. 1-ρ.obo τUJ n .o υνδβloρofu , Γol o,"Ιζo.ol μ_ovooJΦροιω. {lrcυμηΦιρocolo.1!../oηο /ρo/o',oL\oρο(-.]ρζεl
yρονlιo μετoβoλ.λoρεvη οUpnερφoρο τoU π.δ]o! ρoηζ

β0

o oρiσμoζ (4.1)μoζ επτρanσ νo oναλ]σoUμε τη onγμE ο_o oΘooEtso'1ζ Jεo1ζ νooνro u,. -ζ:,o. μoζ δ,σooo^Γζ
nρη oUμφUνo με rη otεon

i't

r μil τηζ σUναρτησηζ iωζ
i'vUρω ono αUτη τη μaoη

14.2)

.. . . .:ξΦ : 
J 

1ll.οη,ων.λonL1 lηζδσoρo,ηζoro ο o δoo..lJo ι.o.Δι 2..o Δι 2.

Ι4 3)

-ο,Σ,ΓLo 4.' 1oρo ο,o?J l' ν oνο\υoη'4 2, οω,εvo. γlο l-o .oor'ια Joν.|-,l ρol 1o.oΦε-.ρoJγ,οL'olρovλο!.]Uονu.ρο' Σrr! loΣ,ηJo4.|δι.,
ξoκαθσρo τη δ]αφoρo tρoνlκilg κλiμα(οζ μεrοξ! των χρov]κα μη.μονlpωV φo Voμaruν



4.4

(!.γoΜ (λiμσκo) κo]τωv τUρBωδιiν δ ατoραμv (μxρ]i κλipακo).

ol σλ€σaζ (a.1)ωζ (a3) μoζεnπρaποUvνo δErUπnσoUμε pερ κ,ζ noλn xρilσlμεζ σΙ€σε ζ
noυ οφoρouν τζ μaooζ xρoνlκα nμ,ζ τoυ aΘροiσματoζ κo]τοU γlνoμενοU δUo rοσοτirων

77=o

oναλ!ση κατo Feynolds μπορεi νo γρoφεi γlo
τoYι]τηrεζ, Θερ!oκρooio' niεon, πυwδiηid

ol διαrαpσlaζ δ oτaτων τoU ρε!oΙοa, δπωζ εivσl η ouvεκτ Xδ'η'o κα n Θερμ κil
aγωγ μ oτητσ θεωρoιrwΦ πoλι μlκρaζ κo σUviΘωζoμελοι]Wol.onωζΘαφoνεiσrησιΦlεo,
η δ oδ Rooio Μψηζ μaoων χρoνlκσnμων κοτn RΘyno d6 εiνo πoλι Boλκil γ o τη μΦεrη rων

μaσωv xρoν]κo εξEοσεων τnζ ρoilζ' στην πεpinτωση τoU αoυlniεoτou ρευoτσj Πα την
περiπτωoη τoU σUμπlεσoιr ρε!στο0 χρησμonolεiτolσUνilθωζ n δoδκoσio μ,σων μoζπo
n!ωv των εξoρτημaνωv μfdβληIiν, nolr εiνol εniσnζ wωστη ωζ δQδικσoiα μ,σων τlμ(ilν

4.3 Δoδ(αdio Λnunζ Maσων lνtozΠσ τ]Uδv κοτδ Faνre

ΓQτηνΦ μετd,πση τUρβωδων ρoωvσUμnεoroι ρεUστoa nρoτoθn(ε onδ rov Favre

ιδ)



4.5

Rol U oΘετaΘηκo μ α δoδ κoσio λ!iψηζ μ,oων μoζ κo nμων. Σι]μφωvΨε τη δnδΙκσσiα ouτa,
η μεση μαζ]κα τlμη ενoζ μεγ,ΘoUζ fτηζ ρoηζ, θο σUμBoλiζotσl με i Xo Θo δivεταlαno τη

Mεrη Boilθε oto! oρ|σρoι (a.9'
τnζ pθσnζ loζlκa nι]ηζ τοUiκo

(4.5)

η oΙγμlοiατlμη τoU μεγdΘouξlΘd @o!το|με το αθροloμo

μαζ δΦoρoΙηζj'' σιμφωvo με τη o}€on

,i

τr= ρi'{)= ρ?' ρ{

H μaσn μoζκo ovoλUση β'5) σχaεlγlο τζ σllνιor'jσεζ τηζ roxυτn'αζ κo
uε'qθ\T'ζ (θερ|-o'.-o. εv€oιΓo). ΦU ,l 1l.oη ιo η πJtιo"ο
Φl|-εlJη'ζoν-ol Jε lol lρoη\o!μovο ροnο fψηζ μLoω] xρo.Βο nJων.

Enε]δil μπoρonμε vo vρdψοU!ε δτ

(4.6)

oπoδεwnεταr, ι]o τη βoiΘε o κο τoU ορσ!oι (4.5)' on

ρf"a
Πo! εiνo η σoδnνoμη σ}€σn τnq β'3)γ ατη δ αδxσσio μjσων nμιjjν Χατo Favre. Aζ Μφθεi
πoΙrollr /Φoη Λρovλo-i|-i-JvδorαρoΙιJl.δrλοδηηnοοo'ηlοT υ.νεναlνε,"o ο1
με το μηδ'ν'

xρnσlμoποωwαζ nζ oΙ€σεξ nou
εκφρασοUμε τn p,ση χρoνl(σnμη rηζ ροηζ
dπδ tο nεδiο τoΙ!τlitωv με ouνoiιiσεζ
πoρouσ]oσo!ε. Erσ, η μεση (aτα R€vnο ds

πσροUσloσo!ε noραπoνω' μΠoρo!μ0 να

μlοζ oτlγμoioζ noσδrηroζ f πoU μετσφoρaral
Uk, με rouζ δUο τpοπouζ ονaλUσηζ πo!
χρoνΙκa nμi Ιηζ ρoηζ ρlkf€o iσoι]τol!ε

ρ\ J=G - ρ'Gιq'c'J' =inι Ι|'n"lf'';'ρJ''Jρ7! ρ',li
εvi η Φiστoηη δoδ Xoσio κoτo Faνle δivεl

P'ιΙ- rι*'lna \=ρ4 Ι'iρ/ ']ρ'|-'' ριi/,

o δειτερoζ κo o Iρiτoζ oρoζ iou tελεUτoiou ]raλouζ εivo
ο τd\εUiajοζ οpoζ μπopεiνo γρoΦεi Χo ωc

(4 3)

μnδεM(oi, λoγω τηζ {4.7)' ενn



(4.e)

(4.r0)

Η σιγκρlση tων σi€σεων (4.3) κo (4.10) oδηγεi oτα nροoναφερΘεWα oυlnερασl]ατo
o^ε'io JΣ lr,ρroη'lζ{o ο BΘvΦ|d5Φoιοrc}@oou/nεolcζρoεζkσonρo' /lo1,
ε{n τηζ κoτο Faνre αvαλUσηζ γo σUμπlεστaζ ρodζ' N oκoτoλ}ηλδτητo τηζ κoτo Reyno ds
αvαλUσnζ γo τlζ σUμnεστaζ ρo,ζ φo]Vετα oπo τoUζ αρκετoaζ .ππλaοV oρo!ζ nοU θo
εσηγoγε κoro Ιη λaψη τηζ μiσηζ Υρoνlκα τlμiζ μrαζ oπo oσδinοτε ρoliζ 

'oU 
τιπoU ρuk,

βλaπεξioωσn (a.Θ). Στην aσ] μniεorη ρoη j πρoφovωqj η σΙ,ση (4.Θ) aκφUλiζετol στην oπλη

ρ'J,=ρni,'ρ77 (411)

πoU μπoρεi νo σUrκρiΘεi με τη oΙΣση (4.10) noU δivεl η xαlσ FavrΘ qvσλUση γlσ σUμn oσr,ζ

Η κσσ θeνnolds εεiσωσn τnc σ!νεΦloc

Σnζ Φoμενεζ εvδΙη'εζ Θo nαρouΦooΘoυν ο μεσεζ xροvlκo εκφρoσε]ζ τωv
εξ@ωσεωv ΝaνiersiokΘs nου γενl(α σνoφdρowαl (σlωζ εξσdjσεξ tΘynοlds τηζ ροaζ. H
δσδκoσio Μψnζ μεσων nμων rων oρων nou εμnλεκowσ onζ εξoωσεlζ ροηζ, εiτε oυrη
oκoλo!Θεi την τUπ κη (σd Βeynolds nrη μαζ xη kord Faνrc δoδlκoσio, γεwσ νiouζ oρouζ
nou oπoτελoov τ ζ κλiσε ζ των Φolνομdlκnν rασεων κo ροdν Θερμoτηταζ noυ σUνδiorol
με την τυρβnδη κivηση. Aφοa πoρouσσσΘοι]ν κΦ σUζητηθoιrv o] Xaτa Reyno ds εξEΦσε ζ
ροilζ, εiτε γo τo σinεδo nρδβλημα ρoηζ επε γα rη ρoη στnν εnφ6νεa sl μαζ
περjγωσηζ σρoβlλoμη}tνηζ, Θo ,}€l oναnτ!\€ε] τo onοραiiητo Uπoβσθρo γlα τη

μorε'\oποiηση των δρων ouτωv, πo! φaρετol !πo tov ε!ρι riτλo 'Mowελoπo nση τηζ
τι]ρBηζ XΦ oroτr€i owκεi!ενο τoU εno!εvou κεΦoλαb!.

ΓE τn γενlκη περinτωση τo! xρoνlΧo μετoβo).λoμΦo!, σ!μπεoτon πεδioυ ρoηζ, η
εξiσωση τηζ σUνθΙ€@ζ nρoκιπτε oπ6 τnν πριiτη εξiσωoη τoU σUσlaμdroζ (3.7) γlα nq
κoρτεodν,ζdlrετoγμ,νoζ(Ι'y)κoσoτηνnρ6τηεξiσωση'o!σUσliματoξ(3'17)γloτnν
επlφoνεlα ρoiζ (sr), δρdδil εiνolσ σlolΙt



4μΦ'!P{ι'yql.oaanaθ

αΙr!') * 
ζiΙF Ιh 

. 
aor Ιrg) 

oaanaθ

4'5 ol κoτo Rθνnolds εEEωdεr δorilonσnc rnc οοun.

(4.r40)

oπωζσ!ζητliΘηKεκσlπρoηvol]μαα, η ΦoλUση (4.13)εiνΦ μη Θoλ κi γlσouμn εστaζ

ρoag oφoο εlσαγεl εππλθον aρouζ oπa o!τonζ πoυ πεp θΙσ η ξioωση oτlγμlαiων

μετoβλητιjjν (4.12), εvω oriΘε'α o] .ξ]σωσεζ (4.14) εiνo πσa σiγρoφο fuν (4.12) με
εμπλεκoμενεζ πoσδrηrεζ nζ μao.ζ nρ,ζτωνπoσoriτΦν' Γ@ σσUμπ]εση pοli, o εξ σnoεlζ
(4.13) Θο oκφUλσΘoιν στη μoρΦi]

(4 15β)

Στo Rαρτεσlσvo σι]στη!o σUwfoνlaΦν (x,y), olξEiioεlζ τηζ oρμilζ μπoρol]ν vo

(4.I2α)

ι4'129)

ol ξEιjjoaζ (4,12) €μnλ'κouv rLζ onνμ oiεζ nμθζ tων μεγεΘων !,ν'νvfr'ννΘ,ρ κλn.

Η μoρφη Reynο ds τnζεξiσωσηζτηζ dυvaχε dg' ΙρnoψoπolΦtαζ τη μioηxρονlιil
ΦαλUση δiνεl Φiσtο xσ

$.j1ρ;'ρη-!1ρ;.ρη=o

*b '*ΙRλ(ρη'ρηΦ-*th6frι'-Pηv)l=a (4.13θ)

H μopφη Β€ynolds rων iδων εξ oωσΦν, xρησ μoπolωwoζ τη ρ,ση μoζκα (FaνrΘ)

oνoλloη δiνo, ι]oτd oπδ τlζ oΙ€τ Kaζ πραξεLζ οτl

Φ'Φ9.qΦ.o (4']4o)



;';ζρ'ι"fι0ρ ''')=0

οπoU o τoνUστilζ τωv inoεων δiν*o αno τη σxaση

[lδ1] a]]1 2" &J
'v=μιη'ΞJ j.,ζl

(4.16)

\4.ln

(4]e)

ΛoμBΦoraζ τη μaση lρονlκoτLμilτηζ ξioωσηζ (4.16) κo με τη BoiΘεα τηζ κoτo

Faν@ oνΦUσηζ των μεγεΘιjJν πo! ouμμετεΙo!ν σ'σUnl, πρoκl]nτα η μoρφn Βeynolds τηζ
εξiσωσηζ iηζ ροaζ. AνoλUnκo, ο μaoεζ nμdζ των επI]θροUζ πooοτliτωv rηζ {a.16)δiνoUv

(o)

(θ)

**1.119.f;1:.'*J

:Ιρr'ν+]li' ρ 
''s 

υι -i ι '-ρtΗ\ - o

Φ=6P

αl ;,-,|("Φ'-!t) j,

κal η rε,\kll κoτα Reynolds

(4.13)

']opφl 
'Uν εξ,oιoΦν ooJrζ oε Jεoεζμoζiο με-oθη'εζεiνo

oπou εxouν σμεληθεi ol tρονl(aq μπoBoλδζ τnζ oυνεrlκδτητoζ μ' H εξioωση (4.19) axεl

toνεπn)€oνoρo ;;B,ouγκρν,'μwnμετηdτrμoioμoρφiτnζεξioωσηζ (4.16),oλM

κΦ μo nερσo6τερo noλι]nλoKn dκφρoση γlσ τη μaση i]μn rou ταvυoτη τaσεων τii, σx,ση
(4.13). Στην nρoξη, ol oρol τηζ δonΙερηζ oγκιlλnζ τηζ σxaσηζ (4.13) axοUν μ κρli

σUνεlσφoρa κο μποροιν να oμεMΘol]ν' ol νaol oρol ρaγ onοrcλolrν συvστωdεζ τo!

τoνUση tων toσεωv Feynοds κolλaγω o!τΦv n εξioωσn (4.19)noραμ,νε Φo λτη dφoιl

ro σjστημσ των πρoζ εniλυoη εξE6σΦν δoν προ9λano (αΧoμo) μηxoνlσι]oιζ γE roν

υnoλoγLoμo rων τασεων Feyno d9.

Atiστο xη ΦσλUdη ρnoρεi να γiνεl κal ν@ ro κoμπυ}Φγραμμo σισrημo
συwπoγμaνων αξoν xirζ συμμεrρiog (m,Θ), πoU Ιρηolμoπolεna γlo τnv αΦUση τοU naδ]oυ

ρoilζ oτην onδ-nτ.ρaγο-oε-nrερnγΦ oπlφoνo o μ]αζ σροβlλoμηχoν'iζ. Eκ'i ol τ.λΧaζ
εκφρ6σεξτωvκσn Rεyno ds ξβdjσεων rηζ oρμaζ, σε μdoεζ poζlκo μεtoBλητ,ζ, δiνowαl



η κσσ (m) σUνlσlωoo τηζ oρμliζ|

:βλnfu ")'*ΙιλGn ^i,"' 
\w!τΙ'F Ξ )ν

' *ΙhΦ*'fu "' 
ρi :q - P vt :' ul ;' :Ξ δ=

=h(iηη';vlΙΦ?'anfr,xω'R\ff' ο}<nινιτ 
""Ξ! 

; -ι

η κaτo (Θ) σUνlστliσo rηζ oρμiζ:

*φλ ρ fr ,,Υ 
*ΙN'(ρ 

fu -η. ρ w ! w { -' nν

' *Ι'Φ ηi,, ρw !'w," i - 
" 
λr =

=-ι'1ρ*-η--ρv^"v"ιzρ'π-"nff 'ι,;χ

(4.2ο)

(4 21)

14.23)

ol εξlσιilσεξ (4-2o) xΦ (4.21) nροκιro!ν οnδ nζ oτlγμlαiεζ εκφρασεrζ Ιων εξσ6o'ων
oσ-ηζ (3.Ι7)Φζ ιJ2Ι)λo Jε lξ lδlεζ Γoραδoλfζ 1oU εγlvΦ ιοl Γρoηγolμενo σYrι o με
i ζ εκφρddεlζτoυ τoνUσli των τσσεων τι. Eτσ (olεδd, o ouvoτΦσεζ των τaσ'ων τmm, τΘΘ,

τΛn, τmΘ Uπoλoγiζorσ onο rζ εξoωoaζ (3.22), Φ oτo δoι]τερo ρdλoζ τοUζ

χρησiμοπolηΘoιrν ol μadoζ μdζl(α ouv σrιjlσεζ τotuτητoζ νν. κdl ιvΘ.

Ano την εξioωσn (4.16) nρoκυnτouν εaκoλα καl ο
εξ|oωoευν δ Φ φηoT ξ |ηζ oρJηξ, J. -1iρioη lUνoU,]βοlh;ν

γo το κoρ'εσloνo σι]σtημa aυτdζ γραφowαlση μopφη

:ιF,ι-ρι/)--:(ρηa n'oνι nJρu' ρι'uJ'lρ'u''ν] 6? l'\-0

η oΠoiα, ν|o dυμπεoτac ρoaζ εivoLαlσΘητ6 n@πoλιnλoiητηζ μoρφilζ
o τελεστilζ των τ6σεΦν '' dΙΘ π)Goν Inv oκρβil μoρφli

?s4

Βeynο d6 εκφρnσεξ iων

μaσων Yρoνl(o nμων. Eτσ]

Ι4'22)

"[(.Φ'*)
Πo aσ!μπiεdτ.g ρoaζ, n εκφρoση (4'22) πaiρνε τηνπαρoκoτω μopφη



4.10

i, oμoδoπolliMoζ Υρoνκo!ζ δρoU9 6ρoυζ μετoφoPas' 6ρoυ9 πi6σηζ καl oρouζ δ16Ψσηζ

*,ool'*,"oιl= *,- &j'f ' 
ρ;π5 ι\4'24|

.Φ o τΦσliq fuν τdoΦ ΦλoπoEirΘ nεραtrΦω, λoγω τηζ ξiΦηζ τηζ συiεlεloζ, ση

, δ.-, δ.-,\

"*lξ'q-J
(4.251

(4.26)

Awiσolltξ δκφρ6σεlq των β,22)_{4.25) μroρoιrν eι]κoλo νo πρoκοψow γlo τηv ΦdλUση τιrv

εε@ιi)σεων oΙo επinεδo ιm,Θ).

4,6 olκoτo iΦnolds εEbδoξl. δlσnondnc τnc &aoνεlαc

Σ!μφωνα μe τη σ]ι'ση (3.1), η εξiσωση δE'ilρησηζ τηζ ενεpγεlαζ μπopεi να γραΦεi

! 1ρ η' ! 1ρ s' p 1u,- u',',' q 7 =a6α]

oπou η oλkil εΦργεlα oνo μovoδo oγκοJ η. νρoφηκε Uζ γlνoμcνo rηζ σσlλilζ ηUfr6rηroζ
ρ κolτηζ oλκliζ εΦρνεloζ Φα μα6δo μaιζσζ E' δηλαδi (9λ. dχεoη (3.3))

F="F="l.,Yl - F=.,!:" \ 2) 2

γo MγoUζ roυ cξUnηρπoΦ η δEδΒoo'σ λ1!τ μaσψν nμυν.

^oμEaνorαζ 
τη μaση xρoνlκα τlμli τηζ εξiσωoηζ β.Φ)' καvoroζ Yρηoη των μaσωv

μoζχα nμΦv 1o, εμπλεκoμεWν μεταEλητliν, πρoκnπ'εl γlo κσΘε oρo xJρσα 6τl

\42η



ιal iE=iΕ

\β) ρΕ"Γnnfifρdγ

li Φ=-Pa-p"i'=FrJ'l'l 1)."ρu1lτ'1

(δ) Ι,r0-i,i0_i'-iτ,n'i,

G) δ= ιg

δno! σroν δρo (ε) opελiθnκε ηnoραγωγoζ noυ rερLaΙσ ιζ δσoρox,ζtηζΘεpμo(ρσdioζ.

Συνoψiζowoζ nq πo πoνω εκφραoεζ, λoμΘΦoυμε την κσiα Rθyno]ds poρφ1 τηζ
εξiσωσηζ δoτilρηonζτηζ ορμηζ, μετη xρiloη rων μaσωνμoζlκ6 nμΦν Ιωv μoτoθλnτιiν

96Δι:..iι2lρ!'L' ii' ι\ Ι).'ρι'7''ι'ι''--ι'|'''-'''\''1l''"i''ι|' o {4.2ai

ιMd περ]σσ6τερo βoλlκil μoρφli τηζ εξiσωσηζ (4.23) πρoΧιrd pε την Φlκσoστoση τηζ
ενaργε dq E σ6 τη θερμoκρoσio τ. τoτε πpoκanτε orl

!Φ,-h' ! \n"'r''):! "'Φ "'Ψ ' ![r!--"'ι':Λ 6 
'o'zg,a,,, λ.,'J aι )α, ''J'ι λ,ι &,. ,J

onou η noσorητα Φ σUνδaε'olμε την ενεργεlσkη καταστρoφil κolεκφρ6ζετolωζ

- d. aιi. --l]
ι4.30)

ΓLo nζ ασUμniεσεζ ρoaζ' η εξiσωoη (4.29) γρoφεrαl

It"..b ! a"^7ι.! ';'Φ:":9-':1'1l "."''1δ 14.31,

6πoU η aκΦρασn (4.30)γ o τnνκαroστροφi Φ μπορoi vo aπλonoηΘεinερotraρω.

Ariσo]}€ζ 
'ων 

(4.29)κol {4.ο1) εξ σωσεlζ μπoρonvνo γρoφoυν Koiγlσ το oι]drημo
σUrεταγμaΦν (m,Θ), πoΦ σην επlφn@lα s1 μιoζf,rερnνωσηζ'



4.12

oξ περαraφ βoΦiμσo γlo ro Θeμσα πoυ Φλυovrol σro l(εφΦ\rD 4, σWσ.iMdl

J,o. Ηlαα τUδulθicg', Mc€raw.Ηιll' 1ΘΦ.
:

τ. cobΘcΙ and A.M.o. srΙιι,'AnaΙrlE ol τUlbulΘni Bountlaly LayΦg', AΦdΘmIc PB3n 1974.

es. sh6lman, aηsΦuB Flow', McΦasHllι, 19Θ0.



κEΦΑ^Αlo5

MoNτE^oΠolHΣΗ τHΣ τYPBHΣ

51 E@ovΦνn σ'n MοWελoπoinσn τnc τιo8nc

Στo πρoηγoιμεvo κεφoλoo δδΘηKε μo κoταronστkη ε oorωγη σrην awoo τnζ
τnρEηζ κα aναφερΘηιΦ ol πρaκnκoioκoivo λoγοlnou κaΘ στoυv εnτarlκa (τoΦq orov
σε θopηχΦlκo nερβdλλowd kdι με roUq Uπαρxorεg UπoλοYoτ,q) τnv υroΘ,τηoη μjαζ
δαδRooiqζ ληψηζ μ,σων xρovκn nμΦν των στ γμlσiων oξσωσεων NaνieFslokes.
nopouσlαστη(aν Kol orcλaοτηκavolδυoεUρuiατoΥρησμonoΦυμενεζ δQδ (aσiεζληψηζ

'JaoΦullJJνοUin"oroFeynodSno_ηορoJoEζεn\εo{λ-iμΦoYonζooJ|-Γiεolεζρo-ζ
κol oιτη κoro Εaνrc πoU ovoπt axΘη κ o γlσ ρoaζ μετο βλnτ aq πU woτ nταζ. τ ωζ, πο ρ oχθη(@
o μaσ.ζ xρov (ο εξσδoo ζ ouvaxo]αζ, ορμilζ (ol.νaργειqζ, oκολouΘιiwοζ iη δσδκσoio
κoiα Βeynο ds κo εwoniστηκoν ο νεoεμφaνlζoμεvo δρο rοU εμnλaκoυv τlζ tαoε]ζ
ceynοlds Σ.onoζ τoU 1oρofο5.εφo\οlο '.lvo voroρolooo!ε η'εlνl/η J. rηv o1olo

μoηελonoloιWo oloρο πoU ερnλaκouν τζ τoσεζ θeynods, ετσ ωστε vo σιoΙ€τσΘoιv
!ε nζ μadεζ noσorητεζ τηζ ρoηζ, ο oπoi.ζ onorελoιν nζ aξoρτημΦεζ μεταβλητoζ τοU

nρoβλημαtοζ πoU δloτUnΦνoυμε.

H ε!ρ]roτo xρησ μοπο oι,μενη κoτnγoρiα των μoWελων μηκo!ζ oνoμξnζ ]i

oλγεβρικων μowaλωv τυρβnδouξ ouνεnioτnτoζ (m]rno lenath n eddy νisοosity models)
Θσ ι]oζ σooχoΜoε] σλ€δoν onod€lσlκα σo πλoiσΙo τoU lνlαΘliμσoζ οUτoιr. ι] εσσγΦγli
τηζ awο oζ τηζ iUpB6δoUζ σUνεrκ6τηiσζ μπoρεj νo σolΙ€ οΘετηΘεi aπo tον noρoKaτω
oD.λoγdμδ. ol oρol nου περdxοlrν nζ rodεlζ Reγnolds, nοU aμφονiζowal κoτo τη

δoδπασiα λiψηζ μaσων xρoνκo τlpιiν των εξβωσεωv Νaνelslokes, σUνoψiζoυv τoυζ

ρUΘμοaζ μετoφopσζ oρμiζ μaσω rων tUρBωδων σρoB,\Ιoμωv, σε nΜρη Φoλoγiα με τo!ζ
σwεκnκoιζ oρouζ τηζ εξiσωonζ noυ εκφραζoυνto!ζ ρUθμoUζ μroφoρoζ oρμηζ oπδ τn

μoρoκa κiνηoη' Πρoφαωζ B,BΦo, δεν υφioτατo φUo κli σUoχ.rση μεταξι] τωv

πρooνoφερθawωvτUρEωδdνκolμορ oκιiνδEδ κoσΦν' Eroι:rτolζ ε νσ λoψκo νσ επlΙ€lρηΘεi

μσ noσonκil ouσχinση μηοξυ Ιων τaσoων θΘyno]ds καl τoU p!θ]rol] nσρoμoρφωσηζ] oo
iΦ θ,οr 'οJ ηεδ οJ ρoiζ, ΑU-ο /Πoρεiνo Y νεl,σo _o 1ρoru1o rJν οrρωrLν ρo_ν oro_
o τoνLorηζ -LJ τoσfuν oJνδ.εrσ μ. iov ioJlor1 rUv nορομορρuo,Jν rεoL εvοq
σUrd€σi σUνεn]κoτnτσζ μ' Eτσ]] στlζ τUρB6δεξ ροaζ' ε νΦ θoλ κo να ε oox€εi μ o νaα
noσοrητα nοU Θo )Gγεro] τUρβωδηζσUνεrlκoτητσ (Θddy νscosily)κolΘo εXφρσζε το λογo

μoζ δεδoμaνηζ τoσηq Feynods πρoζ εκεiνo το ρυΘμo noραμoρφωonζ, o oπoioζ θα
Γρο1oλοjoΓ lov δ'o'Jnο lδo']ζ o"]v 1ερinιυοη lηζ olβJiiζ ρoiζ

Koλιlερ. λoloνa1on i.ζ ,wo@ζ rηζ ΙUρΘnδοJζ ο.v.a- ao-']-αζ Lroριl να \ νε
εξεταζowoζ τo αnλo n αρoδσγρ α ενoζ )€nτo]j 

' 
ασ Uμπiεστo! τ Uρβωδo υζ o ρ o(oι στρωμ ατ ο ζ

πoU αonτaσσεrd Χord μn(οζ ρ oζ oρlζδWdζ επiπεδnζ nλσ(οζ. Ag.iνol xη κοτεaθUνdη
lηζ ροiζ λοl y'] λσΘεη olov loirc δειΘLνo'] Σ'o <αρlεooJo oιlo oιolηJo οuορoρoζ



5.2

η μoνσδκi ταoη BΘynoldsπo! olo ooτlκσ Φδρo στη δoμδρφωσnτoU ρolκon πεδioU εivol

1.ρUr' ΣJν\ρovLζ, 1ofiσoηη nαραμoρφJol ενol a Φ/Φ ιοl yd_δ oJν,lεo.'l
τ!ρβωδnζ σUνεκnKoτnτα μ1 oρiζετal ωζ

Φ

(51)

Δεν Uπαρxε κoνdνoζ φUσlκoζ λ6γοζ noU νo μoζ ι]θεi νd Unoθaoouμε oτ ol
υnΦ@πεζτUρBιi]δεξouΦκnκδτητεζ, Πουθoπρoκιψouvγ or ζ ιnoλoπεζ τooεlζ Beyno ds,
nρana νd rαυriζowαlρε τη oUνεf(ornτoητnζ σΙ€σηζ (5.1). N τελεltoiαπαρoτilρηση6χo
ωζ αnoτελεσμo τov oρσμδ εvδζ τΦUστli τUρβωαJν συΦκΙκo1ητων σε (σΘε Θaoη τoυ
noδiou ρoilζ, κoiar@to xiσ πρoζ iouζ ron Χoιζ τoVUσaζ τoσnζ κo noρoμ6ρφωσηζ. aMlo

taτoE Φ μoΙΦπ@η αUξΦd σημΦlκo την nofunλoκarηia τolJ nρo!λημαroζ, oλλα ΧαlτωV
noρoδoruνnοJ looινoδεUo! E1|nλov, rourζ αΓo - q o Ι σ-Lσε. τoL τoyJo-i μli lοJν
σi€δδν oμελητoiα τ μil, τo!λaΙ]σroν γlσ τo ηοροδεryμo noυ σνaφdρΘη(ε' H !Φθrτηoη μlαζ
θoΘμωτnζ τUρEωδoιζ oUνεrlκδτηταζ αnΜnolεi ση]rowπo τo nρoβλημo' δiνε πoλ!
(ovonolητl(α αnοτελaoμdo γld dvo μεγoλo ειρoζ nρoβλnμΦωv ρoiζ ΧΦ αnoτελε tη
Bασ κη nαρoδ oxη των oλγεBρ κdjν μοπ6λων τU ρ βiδou ζ σUνo rMoτητoζ πo υ Θσ oξεrδσo! με.

ΣτnV πρoηγoιμ*η ενδτητα δoΘηκε ro σκεrτ κo με ro onoo o επlσliμονεζ πo!
nρoσnαΘοaσoν νo μorελono]ilσοUν τnντιpβn κοτaληξoν στnν ε σoγωγli τoU σUrελεoτη
τιρβnδouζ ouνεrlκoτηταμΙ Στlζ ruρβιiδεlζ ρoaζ' τo onoτελaσμoτα πo! al€ η rnpBη nΦω
olηl-εο1ρo1εΛolaLρ'ωζ.oloρροφroTkvηnι-ζενερνΣlοζonοoJ-'l/o 1Jc-o-οorη
tηζ σε Θερplκil ενaργεE (κατoσρoφli ενaργεαζ), KoΘaζ κοΙ η oaξηoη τoU ρrΘμoι
μετoφoραζ μoζoζ, oρμηζ κo εvεργε οζoτηνκoτε!Θ!νoηπo! εiνol κσΘετη oτlζ τρoΙ1aζ rων

ρεJo'oοlolχε.ΦJ (δ oχUοr] τo δo φolνoJενo, τηζ εvερvεοκic κoτoσ-oοliζ hσ r.
δld}!oηq, πρo(d€i η σινεΧτ κδτητο oτlζ στρωτεq ρoεζ. E'σ ο σUwελεσliζ τUρfljJδoUζ
οU{ιll{oln_oζ { ερlt'οl vο JnερlΦε uoρofζ σL{hnhοτrroq J.
οδηγιlwoζ oε αUξημ*o φolvo!ενα κoτασiροφηζ εν,ργε αζ κσ δoΙlonζ τnζ μαζoζ, τηζ
oρμaζ κσl τηζ εν6ρνεlaζ.

H iυo8ωδnc oUνεnlκδτnτo' YnoΘεon Boussineso

ol σ!νlστωoεζ lοU τovuστli των τoσeν εxοUν δοΘεi στn σΙ:oη (3.3) καl
εnΦσλoμθΦοπo oδi γΙo λoγouζ nληρoτηroζ



Koτ',oνoλoνio, καl με τη

πρoηγoιμενo oρiσαμε, o τoσεLζ
iοU μ'σoU .εδiou ρoηq ωq

θoliΘεlo τoU σMελεστn rUρβnδouζ σlvεκnκΘτητoζ nou
R€yn oιds εκφρdζowol σ!νo ρτ ilσε l των xλ σεων rox0τ nταq

F2)

",[ιi.*];,,*]

,(ξ'"q)j'"(-,'4',i
"Φ-

Στlζ oσUμniεστεζ ροaζ o oρoζ ωk/axk
σUνai€]oζ. H noσoτητα k πoυ εμφoνiζετol oτο
ενερνεlα' η onο α oρiζετo ωζ

'=i;Π
KdlπερlaΙεro! oτη σΙ€σn {5.2) γo λδγoUζ σUμBorδrητoζ. Δηλαδη, ov
οoq-nεσο nLδο ρorζ. οΘρolσΘoιν .αro Ldλ ol |ρεl9 ελφρdoε'ζ
ορΘεζ roσεlζ cβy1olos.ol 1o-oμorοηθU η ιξloυση -']. o Φ/rαζ.

(s.3)

lMε tηνπaρouσioση iηq σl σηζ (5.2)rρoγμotoπolεiτol τo nριiτo oυodσn(o Eημα
πρoζτn μowελoπoiηση τηζτιρβηζ. τo 9 nμo oυτo σUνoδε ofo] oπ o σUγκε κρl μiνεζ φ!d Raζ
πoραδot,ζ, πoU πρθπεlνo 6xοUμε πawoτε Uπoψη, δiωζ oταν ε ρ μηνειo Uμε αnoτr€σμ ατσ

υnoλoψσμιινro! nραγμσoπo ilΘη(σν με rη Xρησn τoυoUγκεKρ μavοU μowaλou. H δaoτηζ
εlσαγωγηζ τoU ouwελεστil τUρEωδoUζ ouvεκτ Xoiηroζ μ oφ.iΜτol oτo BοussΙnesq κal
πoρouσlσστηκε σo τaλη τoU περσσμ,νoU αlωvo! nρoζ τμil τoU, η πoρoδoxll τηζ xρησηζ
τoU συwελεστi rυρMδoUζ σUνoκτlκoτητοζ λdγετo κol υnoΘεση Boussinesq .

το εnδμεvo κσ τελ κo βilμo γlo την ολokΜρωση τηq δ oδκooioζ μowελοnoiησηζ

'ηξ 
τιlρβηζ, ouνioτoτσl σην iκφραon τo! σlwελεσi τUρMδoUζ σUνεκτ (δrηidζ pt

σUναρτησε (ατολληλωνφUσκΦνnοσoτliτων,o onoiεζμnoρoavνoUπoτεθoινγνωσ'aζκoτσ
την εniλυση rou ρolκoι noδiοU. Aφon o oυfελεστiq η oρioτηκε κoτ'oνoλoγiο nροζ io
ouroλεoτa μoρlακiΙζ ouνεin(oτnταζ μ, ]rnoρoυμo νσ υnοΘ,σoUμε oτl (ol ouτoζ εivσl
ανoλoγoq στη μ6σn πυκνaτητo τoU ρεUστo! σε μlo Υoρorηρoτlκil τoxoτnτα κo oε 

'νd
χoραkτηρloτ]κo μilκοζ, γlα κoΘε Θaση μaoσ σro πaδio ρoηζ. Γo lo σUWεΜστil {' ol

κλiμακεζ τolιrηroζ κol μilκouζ koΘoρiζοWol αno την τUρBωδη poi1 Xol σUνrωζ η

Ιaρoκτηρσrκη ταtι]rηrα κol τo χopαrηρσnκo μaκoζ εiνο οUro τωv τυρβωδΦν

λtρoιτrρorΛJv. Φυo.\o - εΓ|λογ' Lν λοlο}.ληuv ,toο"rrρ'oτlλiν -αιUrηrωv 
"o Ll, av.

γ o rην εn τιril aκφραση rηζ τ!ρBωδoUζ σrrνεnlκοτηταζ εivolενo δοσκoλo nρΘBΜμq. τo



nρoβλημo νivετd oκσ]η δυσκoλoτερο δτΦ η εξεταζoμryη ρoa εiνσ noλanλoκη.

lνlε την ε oαγωγiΙ iηζ εξiσωσηζ (5'2) σΙζ aξσιi]σaζ Nav]eFstokes, σnζ onoiεζ
nρonγoaμ*o aΙε λnφΘεi η μdση χρoνlκα τlμil τolrζ κoτα Reynο]ds η Faνle (KεφoλoD 4),

oπoλεiφowa or ορol πoU περdxoιν τζ τooεζ Rey.οds Kα oroμaνo!ν οι iδεζ εξdωσε ζ
nοU πoρouσοorηκov στο κεφαλaΦ ο γrα oτρωτaζ ρoaζ, με τζ πρoijπoΘiσo ζ Φ (α) η
σUνεRr Rδτηid μ ofl(oΘioτoτolnoντon με το oΘρo|oμo (μ+μJ nοU σUνηΘωζ ovομoζro
φo νΘμryη oυνorlκoτητο μΘn (ol (β) τo εμnλεκδμryo φUσlκα μεγaΘη εivοlπ)€ov ol μ,oεζ
lρoν κdζ nμaζ των μεvεΘωv oUτων

H lnoθεση on o σUwελεoτliζ μl oiναl

ρεUστoU ρi πρoζ μlσxορoκIηρloτlκη τo}!τητα q

L, δατlnωνετo η γεvκli εκφρασn

E j!cρrΦρ!Jn!.ρ!sΔs!rξ!ζ

oνoλoγoζ nροζ τn μaon πυαoτητo τoU

κo προζ aνα xσρoκrηρ onκο μη(οζμa(οζ

(s.4)

onοU ο1 εiνΦ κoτσλληλοζ oUfελεoτiζ oνoλογ oζ'

Πα τoν κoθορlσμo τοU xσρoRτηρonKoι μiκouζ L, Yρησμοπoβnμε εX νdοU τo
nαρoδεrγμα τnζ ρoiζ nαρoΜηλα σε μo εn]πεδη rλαRd. Στη δlσρητl(il ouτil ρoil, τσ
naρo|-o'o δL 

^ιoJv 
οll. μολρlo σo 'ο σ-cριδ rolΛiμoro. τo ,oοακrηο oΙ16 Lη. oζ lr.

τUρgΦδoUζκiνησηζεiνol,νoπoσoστoτoUπaΙouζδrouoρrα(onσiρiiμoroζ Erσ τοnαxοζ
δ μroρεiνα ΘεωρηΘεi oτ nσiζel ro ρδλo rou YoρoKτηρσnκoι μllκouζ L. ΑWiθετα, πoλυ

κowo στo σrερεoτoipρo, η oπoσoση κoΘo σημεiou Φo οUIδ nερoρiζεlτo μ6γεΘoζ των

τUρθωδων σpο9lλσμΦν κΦ ετol η αποστoon αUτil nαiζε! το ρoλo τoU FρακΙηρlσlκon
μηaolζ L lo ΣΙrμα 5.' Γoρο_ooζε μo lLΠ1- λσovo/r lou λορoi"lρlo-λo1μraoιζ η

μηkoιζ ovαμ ξηζ L γE rη ρon no! εξfoσoμε πρoηγοoμενα. Σrο Σχημa 5'1, raσo τo μaκoζ
oνaμlξnζ ι, ooo κσ n onδσταση y dnδ τo στερεo τoix!μα,louν oδ oσoτoπo]ηΘεi με το

noΙοζ δ τoU oρloκon στΦμoroζ. Στn βoση τηζ πρonγouμΦηζ ονdλυoηq, n Kopnολη ,}tl
κσ'σρxa στoΘoρa κλiση καl κoΘωζ onoμακρUνoμoστε oρκετα oπo ioν τoixo, onοKτo

oτοΘερη oσυμnτωilKη τlμη. τo Σχημo 5.1οφεiλετοlστα nεlρoμoτα τoU K ebanoff, λiγo ι]oro

Γ@ τον καΘορoμo τηζ rcρoκτηρlonκriζ τoΙιrηταζ q, μLo επrUΙηζ axφρaση
nσρolJoιαoΘnkε.ερino! to 1925 oπo τoν Prandll, o oroloζ !πaΘεσε οτl η xορακτηρldτlκη
ταxιτητo ε νoloνoλovη τοU μliκouζ οναμ ξηζ io τoU δloτρnτ κon ρUΘμoι πoρoμoρφωoηζ'



L/6

Σlilμα5.1

"="rl*l

μ.=cρ., ]g

onou ο2 κσdΜηλη σiαΘερo. H o}€ση (5,5) μπoρai να γεν(aιJΘεi αwκoσσωWoζ το ρυθμo
nαρoμoρφωσηζ a]/ay με τo ΒMs rων ρUΘμ]r παραμoρφσηg τηζ μaσηζ ρoiξ. τo oκεπτ xo

nοU ακoλοιθησε o PEndil γ α να φΘαoεl ση σ}€ση (5.5) εiνar δυσ(ολο νo κorΦoηθεi με
i ζ Uπnρxouσεζ νtioεlζ κol γl'oσo noρσλεinετdl.

ΣUvoψiζowoζtζσx,σεζ(5.4)ko (5.5) μnoρoιrμε νo εκφρασolJμε τo σUWελεστil τηζ

'υρβ'JδoUζ 
σUνεfrxoτηταq μ(ωζ σUνoρτηση τolJ μilkolq αvομlξnζ L κo των κλiσεωv των

μaoων rq)(ιjτητων τηζ ρoliζ, συμφωvα με τη σχaoη

(5.s)

(5 6)

τo μowaλα μixouζ aΦμ ξηζ, τo ono]o xρno μoΠoΦ,v ενa dυfελεoτil η nοU Unολoγiζπal
Φδ τη oΙ€ση (5'6) κol κorΦ"\η)€q υnoθaoεlζ γlo τoν κoΘoρσμδ iou μnκouζ L'

ΦoδεiΙ€η(ov εf,π)n ψα τη μo9ελonoiηση αnλnν τιJρEω&iv ραjJι H μεγ6λrl toυζ απλaτηrα

εIΓρεnε .ικoΕζ -ρο1orolioεlζ ιοl oUμΓ\ηρUoε ζ, ιi,oΙε νo Lnε{εivof,o. Χαl oε
περlσσotερo πoλυnλokεq ρο,ζ, nαiρνowoζ Unoψη ενδεχδμενεζ κλiσεlζ πiεoηζ,
KoμπUλoτητα' n€ρjoτρoφi κλn. τo μεγσ)Φ rouζ μσονarημo εiνΦ δn o oλγεBρ]κoq τoUζ



5.6

xορoκτliρoζ δεν εnτρεπ8 τo νσ λnφΘεi uπδψη η στoρ]o rηζ τnρEηζ. Σnρερα' τo διro Πo
σ!λaa xρησμonooιμενo σλγeβρκο μοw,λο τι]ρβηζ no! ΙρηolμoπoΦnν τηv 6,o rou

μη(oυζ σνaμ ξηζ ε νol τo μow,λo των cebecιsmiιh κΦ τo μoraλo των Θa dwin Lomax. Tο

τελεUταio μowaλο οnοφα:rγε να εμπ)€ξε στοv υnολoψoι]o ro nαXoζ δ τοU ορoκoι
στρΦματοζ, το οπoio εiνο δaσ(oλo η κol μερ κaζ φoρaζ oδι'voro να υnoλογlσθεi μo
οιρBζo 1o ελL Bρ. εUρ.lερ'l onοδoΛη nο' oνonτLooo_v η

xρησψorooιν iωδrκεζ εniλUoηζ των εξlσωoεων Navier sιokes,' με oλroBρκσ μoraλο

το ]930, o νon κalman,δωσε μ α nρωτη εn τuxη aκφρooη γo τo μηκoζ aνqμξηζ L.

xρηoιμonoΦrαζτηvονoπτUξητaylolτηζταxaτnτdζ(oτdτηνKαΘετnoroντoilooπoσoση
y Χo ouγκεκρlμ*εζ φUσκiζ πoρoδol ζ κατaλnξε oτo παρoκατω μowdλο γQ τov

υΠολοψσ|ro τoU !i]κoUζ ονoμlξηζ

ι=. I a,;'δ 
|

ld4δ'I
(5.7)

δnou κ=ο.41 εναl μlo εμπoρ|κn στοθaρο, πoU oνoμaζεταl πoν(aσ!ο orαθερd τοU vοn
κaπan. τo μoντaλo (5.7)toU von Karman σx0ε μoνoγrστUρ9ωδσζρodζ ποUπερ oρiζowo
of,o στερεo το Ι.ιμoτo. orov ro μovτaλo τoU von Xaman εσoΙeεi στη oΙεση (ε'6) Θo

Iοo"i+εl'] -_ι κ; _"φρoor γo -o ol η.\εΦl lUo8iδoιc οιν.{Rol.'οζ J' l ο. ιnο

-",,*-Γlι#Ι

"'-1*γ1"1'

(5 3)

Boσεlτηζσxdσηζ (5'1) ητnση R€ynoldsπoι ροζεvδioφ,ρdστo σUγ(ε(ρ μ,νo πoρoδεlγμo
τnζ ρoηc f,oραλ.ληλo σε εniπεδn nλoκα' θο γρoφεi

(5 9)

(5 10)

δnoU κ.iνd n ordθ.ρoτoU von'κalman πo! πρooναφaραμε' Συlrφωνa μετo iδo oxημo' n

μ,γEτn τμil τoU μilκouζ oνoμlξηζ εwoηlζετol oτην πoροπ 0.20<y/δ<0.30 nερinoυ. H

noσonκdζ εκφρσσεlζ ψa τo μη(oζ αvoμlξηζ L ρnoρoιν νo πρoκnψouv επiσnζ

xρnαμoπolωWoζ πε ρσρατ κη nληρoφoρio, oπωζ oUτli πoU δ νεlτo Σχiμα 5.1' H ερμηνεio

'o!Σxaμoτoζ5'1δiνεloΙoτηνπερloxηο<γ/δ<ο.15'0.20τoμnκoζαvo!ξηζμετoβoλλεταl
γρoμμl(α με την oπoσioση y ono rov 'oip Θπωζ ονoφaραμε κo πρoηγoιμενa H

πρoονoφoρΘεiσσ περ oxa λ0γετolΕoωiερ κη nερloχη τoυ oρloκoa orρωρατοζ καl γ'αUτl]v



μilΧουζ Φoμlξηζ, σnμφωvo με τo πε ρoμo 1ου Kebanoll, λoμβοvεl

τμaζioU λoνo! y/δ κol εiνο περinou

(5rΙ)

Στην iδo nερ oxil πo! τo μaκoζ oναμξnζ noρoμaνε σoΘopοl o oUwελεσriΙζ τUρΘωδοUq

συν.rκoτnτoζ φΘνε διoρκωζ' AUτο φoiΦro καl σo Σxημσ 5.2 πoυ παρo!oιaζσ,
κοτ'oνoλoγio πρoζ τo ΣliΙμα 5'1' την κατονoμη τoι oδoσtotοU oυWελoσrn τUρBωδoUζ

ouνorκoτητoζ μ'oo oτo oρακo στρωμo' H oδ@στoτono non nou χρησμοπolεiταl Θα

εξηγηΘεi σε εnoμενη ενoτηro.

τdλoζ, κσΘaζ πληddζoυμε τηv περloχη τoU οδloτoρoro! ρε!μoroζ' η τnρβn onoκrα
δiακonτομεvo yαραr'iρα, δη)€δη n ρoη εiνolruρ9nδηζ μονo γE,νd iλoσμo τoU xpδνou.

|M,σεc κoτoνouacτανυτnτοcMο AdULπiεorεc Podc ηooολλnλο σε Eπinεδεc nλoκεc

Στo κεφαλo o oυτδ δ νετσl μlα σnroρη ανorcφαλo ωση iδn γνωστnν Θεωρ ωv γ α rην

κoroνομil ταxιηnrαζ πoU συνofdμε σε oρloκσ στρωμσid nοU εξελiσσowo πoρσλΙηλo σε

επiπεδεζ nλα(εζ, σε ασUμniεστεζ ρoεζ' rrno την εnδρoση μηδovκηζ κλiσηζ niεσηζ' H



5.8

υnεi€nμ oη rων Θoωρ Φv σUτΦν κΦ η Bσσ:]τερηXσovοηoaτoUζ, βoηΘo oτην κoτΦδηση των

μoW,λJν τaρBηζ πoU Θa nσρouσloσΘoι]ν oτη ouvaxo]σ.

Ero, γα τo ποραδεγμσ τηζ
nεσηζ, no! εξελσσεταl πoρσλληλο
δ@μnκη εξioωoη τηζ ορμηξ ωζ

-at -at t ar..

δδoστοτηζ οσUμΠiεσηζ ρoi)ζ σε μηδενxil κλiση
σD μ]o επiπεδη rλακa, !ποροnuo vσ γρσψοUUε τη

oπου x η κoτouθUvση τηζ ροηζ κol y

oUμBολiσσμε την oλκi δ oτμητlκil toση
τUρΘaδoUζ συνεκ' κoτητσζ, δηλoδil

ιι-lrι-μδ ρΙ y

Aκρlθa]ζ πoω oτoν τοixo, ol διο σUvστaσεq rηζ Iαlaτητοζ

(5.12)

η onδσoση κοΘετo oτην εniπεδη πλoκα' lMε τoλ

no! σUνoψiζεl την εn δρoση τηg μoρloκliζ κo]τηζ

(s.13)

oiνal μηδoMκaζ κa κoτδ

onου ο δo]rηζ w ouμΘoλiζε τo σερεo τoilωμo

Λαμβoνoντdζ τnv κoτo y παρoγωγo τηζ εξioωσηq (5.12) κol μo κoτdλλΦ€ξ
onαλoφdζ ορων λoγω Ιηζ εξiσωσηζτηζ σUνdΙaσζ, κoτολiγoUμε εικoλo στo οΙ, noνω σo
στερεo roiχωρo lσχιεr ail

o ouνδ!αoμδζ rωv on'o6ωv (514)

(s.15)

Kσ (5.15)μoζΦπρdnενa σUμπερΦoUμo oτlj σε μ]κρη
η ολ κil δ σμητ κη τoon πσρoι]dνo oτoθoρll' δηλσδil

(5.16)

ΣUγxpδνωζ' to nεlρoμαro του K ebanoil aδε ξαv oτ 
' 
πlo κowo oτovτoiloof,δτηνonooταoη

y/δ=ο.1-ο.2, ono! n τυρβiiδηζ δlατμnτ κη tασnπσρdμ,νa σrοθερη, ητελεUταio μειωveταl
ouνεΙ1])ζ κq τεiΦlπρoξτη μηδεvκη ilμa οKρ9ιiq π@ω oτoν τoixο. Στην iδjσπερoxa nοU

η τUρβωδηζ δσμητlxil ταoη τl μεΦvετo ] η στρωτi δΙoτμητlκil tσon t α!ξανa' σε τρono
aoτε n oλ(n δloτμnτ(a Iαdη τoλ vο πορoμ,νεi oro6ερη. τo σUμπdρασμο oUτδ, πoU
nρoa(υψε dnonεlρομaτo, σUμφωvεiαπoλυτo με τη oxdση (5.16) πoU nροaκυψε oνoλUt κσ.

!-



Ακρθιnζ π6ι1J σroν τoiγo, Uφioτo'σ μ6νo
με tt' o συwr€oτliζ τρfηq δiνετol τoτε

6πoU u. η τΦcnητα σo εEωrερlκ6 il oδ]oταρoro ρ.ιμo. oρiζfolσiσηξ η tσλlrητq τρl9ηζ

πoυ Ιρησμonoloiταl τorxo γo oδQσrατonoiηση τωv ξ@ιiσΦv (Bλεnε λ.x. την

oδ|oσσonoiηση των μεγεΘων τσ oξ6νωv τou Σtηματoζ 5.2). Σtη συG}€E Θα δΦooυμε τlζ
nερoxaζ πoU δoκρivouμε σην Eoωτ.ρκη nερoxη τoU oρloκol] σrρομσoζ.

τo σoωlo oooιo Jnοσro.ld ε.νol η πρωη nερ.oxi -oJ ορloaon σρ6ιoioζ. rou

νεuκn (oroλdμθdΦ rην onδσταση o<y/δ<0.0001_0.01. Στην περloΙτl σUτil η rυρθιiδηζ
δσμηnΦ Eση μroρεi νo opεληΘεi καl με τη loilΘε d 

'ων 
πopσoνω εξσnσεωv vd

ι-1- β',19)

6πoU u+, y+ xαρorηρσlκξ oδ16σσξ εκφρnσεlζ ταΙιτηtαζ κo μilκouζ γloτo oρlακo

σpΦμo, ol onoiεζ oρiζowol σwσρτliσεl τηζ πxιτηταζ τρlβηζ ωζ

5.9

η oτροni δoτμnnκη tdση r, noυ Θα σUμgoλiζετol

(5.1η

(5 20)

(5.2η

μ o γρoμμ Χi αδdστση κoτΦoμli toxiτηloζ μaoα σro

H πλnoωc τUdnδnc π.οloνit εiνol εκεiνη πoυ ξεκlvd περiπoυ σo y+ -3ο κol φθ6Φl

μ,χρl τo dκρo τηg Eσσερlκiζ ΠερoΙηζ ΙοU oρloκoι] oτΦμoloζ. Σtην περoπ oι]τi' 6mζ
φoiνετol Rol oro την ovoμαoio τηζ, η σρωτa δ]orμηnnl roση αμε}€nσ κol Bασεl τωv

σχ'oεων (5.13)κol(5.16) Exυεl o'l

(5.22)

oyaση (5'1), χoνoνταζ iην nαρoδoΙη τηζ τUρBΦδoυζ σlJν€κnκoτητoζ

Η σ)(aση (5.19), πoU πoρσ'Φεl
σρωτ6 υn6drρωμo, lσluεl μalρl



Στnν Eσωτερlκli nερoxil τoU oρloκου σrρiμotoζ δεiβηkε
σνaπυξηζ L o(dΦυθεi τη γρoμplκη κorΦoμil τηζ σχoσηζ
σtεση' o oUWD\oστaζ τ!ρ9ωδol]ζ ouΦκnκoτητoζ μπορεi νo

κol κoτd σUνΦεlα η oEση 6.22) νo νρoφεiτελKn ωζ

o)ω(ηΦνοWαζ την τελε!τoio o}€ση' πρoκ!πεlη λoνoplΘμ xil
τol!τηταζ ur, σUνoρτilσε τηζ oδ oσo'ηζ σoσταoηζ yl, rou

oπou η oτοθερα c ,Ιq r μll pεταξι 4,9 κol 5.5.

Η !ΞΙgEg!!!iΞΞρ!gΙ!i τηζ εοωτερrκiζ πεploΙηζ τoU ορ ακoυ στρiμoτoζ σUνδao ro
σριiτo Ur6oτρωμo, onοU @βε η κΦoνομi (5.19) κσ την πλilρωζ iUρβωδη nερ]oΙil, oπou
oμο η κατoνoμi (5.24) ' Στn μπoBoτκi nερoλ?l. τo μη(oζ aναμξηq δiΦrd ono τη σγεση

nρoηγonμενo 6τ] τo μliκoζ
(5.10). Σl]μΦωνd με oυτil τη

κσaνoμη τηζ αδldσrΦηζ
δivεi η πoρoκoτω σ}€ση

(s.23)

15.24'

(5.2s)

(s.26)

oπou Α εiνo] θνoζ σUwa\oσilζ σlroβoσηζ nou opiζfol ω9

t,".( ;)l

}ι;)''

Στη μεταBσMl πop oxη, η Χαrσνoμn τηζ οδiαoτorηζ τoxι'ητoζ εiνol

Ι
(5.27)



5.11

H oλoκλiρωση τηζ σtΦηζ (5.27) γiνεrσ με opxRη nμi u|=o

τo Σxiμo 5'3 δiνε την κoτΦoμli τηζ μ'oηζ τσx!τητaζ
oρoκοι σρaμoτoζ! δrωζ αUτil εκφρooΘηKo ono r ζ oxaoaζ

,1'",ιi]Ι

σην εoωτερκη πoρlolη rοU
(5-19), (5.24) κα] (5Φ κατ6

55 τo Αλνεθolλo Moοaλo τUν Baldwin ιοmα

onωζ oνoφaρΘηκε καLnρoηγοoμεvα, Φaμεσo σrα oλγo9ρκα μor&\a τuρΘnζ noυ

)(pησμonοLol]v την UποΘεση τoU BouεsinΘsq, ε oΦofαζ τo συWε\Φτil τυρβωδoυζ
σMκτlκδτηταg μt Ylo την aκφροση τωv roσεων θΘynold5, ro μow6λo τΦ Baldwiη κol Lomα
βρiσκεl iσωζ τηv εUρ!τερη εφαρμoνli. Σε owiΘoση με ro μow6λo των οΘbθcιsmith, πoυ
oniσηq xρησrμoπolηΘηκε oρΧεro κα αno τo οπoiο οUσloσlκo nρο,ρΙ€τo], εΙq ro
πλΦνεX'ημo τoU vo Φoφε!!Θ την oναγκη υnoλoγloμoν iou nnYoι]ζ δ τoU oρlακolj
σρΦμσoζ' Ασο εiνol oημσLχo πλεoνarημα' αφoa o υnΦΦγ]oμ6ζ τοU δ (ριβε
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τo μorελo rων Baldwin κΦ LomaxnoρouσσσΘηκετo 1978' ωq oξελξηioι μot,λου
των cebecιsmith iolστnρiζετol στo x!ρlσpo τoU oρloκοι στρωlrατοζ σε δυo ζωveζ, τnv

εσωrρκi) κσlτηνεξωτερlκil, δπoU η κoθε μiαχρησlμoπolεiδ αφoρonκ,ζ . κφρoσε lζ γlα τoν

Uπoλoγioμo τoU oUWελεστ]i τUρβωδoUζ σuνεrlκaτητσζ. ol δUo ζ{iνεζ xωρiζοντol στnν
onaσrooη yc onδτoVroilo. Σrην εoωrερ κη ζωvn o σUwr€orηζ ι lnoλoγ ζεταl ωζ

σa!φωvσ !a τηνπρoτoοη τoU Van oliest, noι ilδη πaρouσloσoμε (σ\€σn (5.25)).

Στηv εξUlερlη ζωvη o oufEλεoτnζ μ' lnoλoγlζποl ωζ

(|\,).''=]{cqρF'ΦFΦ J,.'.6

δπoU η συvαρτnoη τoU oμoρρoU, FWAκF, δνσοlonδ τn σx€ση

o] xρnσμοπolο!μovaζ οτoθaρaζ εiνο

χ-0.0Ι63. c",-Ι.6. c* -o.25

H oυvdρτnoη F(γ) βoηΘo στoν KαΘoρlσμo τnζ Yopoσηρσnκl]ζ ταΙ!τητoζ κσl εivσl

o δεikτnζ mα σnq nodδiητεζ F κo] y KoΘoρiζεlτη θaon εκεlνn,
καΘε σUγκεκρμaνo σnμε o rou στερεoιrτoηljJμοτoq σην onοο η
-- ι-.γσr -']i -1ζ Ξma. ! 1ooo., lo -o'hoυJΘo\iζε ll δ oφoρo

τoυ πεδiου τσlaτηrdζ Kαl τo !ηκοζ ovoμ ξnζ δiνετo οno τn σΙ€σn

(5.2s)

(5.Jο)

(5.31)

(5 23)

(s.32)

*1"."'l

[,-,ι-")]

(5 33)

τo! μaγlστou ΧolroU ελollστo! pdτρou τoβτnτoζσε κoΘε Koθετη'κoτευθUνoηστoντoixo.
Αντo oρακδ σ'ρΦμα Φorloσετol πoνω σε στερeo roii!μo τoτε nροφαvιiζ U .].=ο. Aν
oflΘε'o 

' 
lo}oγlζoι με'ο ορoιo olρ-/o no oι4lζ.'νooναΓ-nooflo.!ε-oirvo'Ln

aκφυγηζ ενoζ περUγioU, δnλaδη oτov oμbρρoU τoU' τoτε n noooτητo !ιmn 6xε σoφnζ
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τaλoζ, n σUνoρτηση τoU Kebanoli F(LΕε, ορiζετο ωζ

Ι_..]
ε- -ψ1 -|: 

, s s |]le+ |

ι}*]

oπo! cκLεB=ο3' H δoκρσn rηζ εoωτερXηζ ono rην εξωτερ(n
αtδστoση εκε νnyconoυγ o πρωτη φoρα o σlwελεoτηζ (μJou1παiρvεl

(5.34)

τo μoντaλo των Badwn Kol Loma φoivετo, εκ nρωτηζ aψεωζ, πoλι] oπ,λo στην
εΦoρμογη τoυ. nσρoλo αUτo χρ. αζorο ορσμdwζ.πlΙ,iioν δaυXριvσεlζ, ιδiωζ α
1ρoλεlloνoεφoρμoο-εioε1ερoooπρoro\ωλo{εζρodζ.oΓUζoιrεζrolο'νοroLεο-ζ
πτερUγοoε ζ iων σ1ρoβlλoμηΙoων

(γ)

β)

τo αρxΙκο μordλo των Badwin.LοmaΧ, anωζ τo Θρiσκε κovεiζ δημoσ]ε!μaνo στην
rρυror Γ-'oναoο'4l ,noo-εl rnoτε oo"-εζiοο-oΓoro. Lσ-rνoμ-oρLl ,o

oroν επλιJo! μ ε nρo γμonκaζ ρoaζ γa ρω oπ δ nrε ρ! γι;]σεξ σrρoβ ο μ nxovaν, n π ρωEη
δ 

'ohο\ 
α οLυo|οlo' olo /ε ρ o/o ',r\ l οθ.'-ζ ο lοo'οο1s , o1o 'ο ο'εpεo lolλο

πoU nαiζειπρωτεUοro ρολο στo μοwdλo Baιdwin Lοmα. o δ!σκoλiεζ ε0ρεσηζτηζ
σληΘNηζαnoστσoηζ κοθε κδμBοUοπoτoντοixo' αΜo καlτασopωμoτoστην καθετn
κατεUθUvση noU θα oπotrnθoav d]στε νo βρεΘoaν ol noσaτηrε ζ Fmα, Uma καl ymα
παρoμερiζowo] UπoΘaτotσζ otl η αnooτooη y μετρorα novω σnζ πλεγμoτκεζ
γρσμμaζ πoU ouνσoov τoυζ κομθoυζ τaU orερoιr oρiοU. Πo τo λoγo oUτo, εl€l
μογαλη σημασio va κατoσκεUοζowo] πλ'γμoτα με δσo τo δUνατο περσσδτερn
oρθογΦνloτητo κοwo στo στερεα roγιμoτα.

oτα η ροa πoU μελετaμe εivο oπoxoΜημ'νη, τδτo στη γεπονE τηζ αnoκoυηonζ
rζ ροiζ1ouJop-']oη -(y).l.'roρorηρrΘε onroρo σoζ, ΓιρlooolLρo o,, .oq

τoπl(o μaγdrσ, σην xαΘεrη nρoζ τoν roiχo απoστoση ΑρΘμητxo Πε]ραμoτα

iδεξoν ol r εΠλoνi -oJ o-στo, yΦλ. oτην Γ.ρloiη o' lη. εl/οl λροl,r Jo lην
oΦοτητo των υroλoγσμΦv. τo πρ6βληιrσ orψετωπiζετol στη β|θλoγρoφiα με
δoφορouζ -ρo_ouζ Γρolrlrεlol } λ vο ,l ιγεlo lo oιρolo'o Jεγolo ''ζ
σlvσρτηonζ E, Φ oWωζ οUτil εi€lπερloσoτερα oπo avo τonκo μaγ@τo. M α oλλη
πρoτσση σUνiστaτΦ στην οwlκστοστοση τηζ σUνoρτnonζ F τnζ oχaonζ β'32) ρε
καnoa ολλη πoU πoρo!σσζε σUστηρo dνσ κo μovaδXo μaγoτo Στnν τελεUταio
nεpπτωση onαtrοι]gol Χo επnλ,oν oλλoγaζ στo oρlΙ(δ μowελo κo] δaν Θo

εnε(oΘoaμε περlσσοτoρo
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λε τoυργεi σωστo κolσε Φ)εζ περlo}€ζ ρoliζ, nζ onoiεζ δεv κoλUntoν ol oρΙ1κdζ
noραδol ζτωvBaldwn κo Lomα' Eτo αro δoφoρolq εpε!νητaζ aloυνrρoτoΘεi
τρonοnolaσε ζ οdrε ναρnoρεivο ληφθεiυnoψnτο δτlη εζωτερ(n ρoη ρεroφaρεlμη'
μηδdiκη τnρEη το aτlπΘoνδν νo Unoρxouv oημor(aξ κλioεlg πiεσηg κλn.

(δ) Aπo κσΘoρα Uηολογστxiζ πλeUρσζ τo μowdλo των Baldwn κo] Lοmax εiνaΙ 6vσ
'μoΘημσlκ6 εργoλεiο πoυ σε καΘεΘ,oητoU nεδiou μnoρεiνo lnoΜγiσεlμE nμil
γoτo oUWελεστn τ!ρβωδoUζ σUνεκτκδτηrαζ η' ΑUτo τo εpγoλεiο oγνoεionb τη

φι]ση τoU ro σημMκo φ!oκo πρ6βλημo τηζ μετo8ασηζ onδ στρωτli σo τυρq!δη
noρolil, noυ εΙε nολn μεγoλη oηρooio στζ ροdζ onζ oτρoβλopηYoνiζ. τo Θ,μo
εξεroζε-Φ Jε rερooorεpεζ \εr-oriρεlεζ σην ε1oμεvη ενorη-ο

56 H MεioBαon ono Στoωτn oε τUoΘnδn Pon

Στη ρoη μaσoσnζστpoβλομηxoνεζ'eνooρΙ1κδτμilμoτοUopiακooστpωμoroqπoνω
σα πτερι]γ@ εiνo σΙεδον nαWoτε oε σρωτη περloχη. τη στρωτη περlοtη akoλolrΘεi μ α
wδ aμεσn ζιjjνn μεroβoσηζ, ιjJστε νo oποκΦoσoθεio τUρβιjlδnζ xαρoriρoζ τnζ ρoiζ' H

μετnβoση oπo τη στβ'τη otηv τUρ9iδη περ o}η εiνa ,vα φoN6μaνo nou δ.ν a}εl
ερ|] ηνε UΘo i εnσρκΦζ σo φ υσlκi nπoψη, οι]τεidωζoEΦλonστσεζπερnτnσo ζ ρoaζ. Eτσl'
τα μowaλo πoU θα oυvoντiloουρε στη β βλoγραφiα γo την περ rραφli τηζ pετoβασηζ oπo
oτρωrη σε τUρBΦδη ρoη εiνο εμnεlρlκσ κa] γεv κo oμφiβo.ληζ γενα0τητaζ'

H κoτoνnηση κo| η σωστa oρΘμηnκa μoξlελoπoiηoη τoU τρonοU oνanτUξηζ ενoζ
oρloΧoι] oτρ6μαro9 oτo nτερnγ o ρloζ θερμ κiζ orρoβlλoμηtrtvnζ εiνo noλι onμoνnκdζ.
Πα nαρoδε.γμο lo νo γνJρiζoU/ε o_ρΘjζ lnζ ΦoτιοoεΙΦ aνo oρo,o ο_ρnμσ ο'ιζ
n)€ιρ,ζ Uπoniεσηζ (σ unερπ]εσηζ εvοζ nτερυγioU o.ρ]οoτροβiλou κol νo μnορoaμε νo
αvαηαρoγοU]rε τo oρiακo στpωμα με υπoλoγσκa μotaλo' ε ναl oπoλιtωζ oπαρoiτηro γo
ro oΙ€δ€oni τaτo ων nτερ!γiων' oφon o!τo κoθopiζo!ν nλiρωζ τn μετnδoση Θερpbτηtoζ
πρoζ τo nτεριγio. τo oρloκo στρωμo παvω σ'o nτεριγ o μnoρonμε νo το δonμε σoV Φo
μoνωτ κo κaλUμo' γnρω ono to nτερr:rγD, τo οπoiο κoΘιiζ noΥoivεl εμπoδiζσ nερσσoτερo

iη μεrqδoση Θoρμoτητaζ αΠo io υnερρaov Θερμo αaρo ρεaμa στo πτερuγΦ. Aζ axοUμo

υnοψη oτl η loτoδoση θopμoiηioq προζ ro nτεριγ o εiνα Uψηλoiερη μdoo Φδ,νo
τUρ9ωδεζ oρακ6 στρdlμσ, οπo o1 μ6σο αno 

'νσ 
σρΦo oρσκo σρaμa. o σ}€δσστηζ

1τερl vlΦ λα}ετo νo oΙtδοσε .\o n'.ρLγo.. ι\.γλoμ&o ro oρloio oτρJμo nol
oνoπ!σoεiol σ'oUτΘ, d]oτε νo ε)ΦX στoπoΙilσεl τη μετnδooη Θερμδτητoζnρoζ tο πτερι]γΦ,

!ε τελκδ στolo νσ σoφnv. να nρooΘddd μηxoνloμonζ ψnξηζ roυ rεριvioU. τo Σxηρo
5.a δεi\a8 δno περUγQ oτρoβiλoυ, σxaδ@σμ,να οπδ iη Rols.RoyοΘ, oπoυ στην n)€ιρd
Unερn εσηc συ|rβoiνo!ν δoφoρετ κo φ!σlκα φαlνoμενo'
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τo διoπτεριγE δEφ,ρoUνωζ nρoζ τη γωva κλiσnζ τoυnτερ!γio! κΦ nρoaρΙowο
o1o. o δ8oθJ o σ-ροθl.o \ 1ιrζ fu ο-ζ. o1o -oν 1,rrrρσ νtιο-οU o'ρooιαρo' ζ -1ζ
πολτκiζ σεροπoρioζ' Στηνπερiητωση (o)' τηζ uψηλaζ γωνioζ (λiσηζ' η μετaβoση oπo τη
στρωτil στnv τυpβοδη ρoη γ νετοl περlπou στo 1ο 2ο% τηζ πλεUραζ Unεpπ εσηζ. lMoλζ
oμωζ'ο ορ ακδ στρnμo viνεlτUρβωδεζ, η σxUρηεrtraxuνσnτηζρoηζπoUα(oλouθε],noλι
oJfoμo Φοaoζε -o oρ o_o o-ρU.o νo ξo\οl νL ο'ρJo _ο' Jo lopοJεi.ι lεlolo olo
rελεUrd o nερinoυ 50% rηqnλευρoζ Unερn εonζ' noU alε σlεδoν επilεδη μoρφn' At Θεrα
o'o -'ερ_\lo iοJ1\ ζ γ-v οζ.\ oηζ ιpiΓι ol (9), 1 L l ο^",o1'ξ ρoi ζ l ορo,'!U oε

Xομnλo επnεδα σε oλη την aκtoοη iηζ πλorrραq Uπερnεσnζ (o γ'αιrδ η ρon noρoμ'νε
τιρβωδnζ. N σUζilτnση no! πρonγiΘηκε επrρaπε oτov ovoγνωoτη νo κoταλoBε σε roQ
αΠδ nζ διo περnτnσεlζ ποU αvoφaρoμε| ovομενowαl εwoνοτερo ηρoβλημotο
υnερΘ,ρμovσηζ roι μετoλλl(oι] nτεριγ oU.

oταν τo 1973 ol Θa dwn κο ιomalδημoσiεuσΦrο μofaλoτι]ρBηζ τoUζ, nρoτειvoν
avo onλo κρtraρo μεIαβοσηq σno iη dIρωτn orην τ!ρβ,]δη nερoxn' κoτ'oυτοaζ, n ρoη
μnoροισεvαθεωρηθεlτUρβnδηζ' oτονoλoγoζτοU σuηελεστa τUρθΦδοUζσ!νεKτ κοτητoζ
1ο 

' 
1Γοloγ'ζε-ο δ ζψJ. o Jorr,o roι > Γρoζ -o \ογo |-oρo";ζ oLνι.-ιo-1rαζ riJofοι

μaγoλnτεροζ!Qζ σroθEpηζτηraζ. Σaμφωνo μετoμoνrdλoτoUζ oρκoισεoμnδεν6μoζτoU
μl, σnζ θdσεlζ τoU πεδioι ροηζ noU σΙυε



!.ιι

5.16

(5.s5)

των Baldwin κol Lom α ηiov β εβoiωζ noλn oπλa γ α να ]rnoρεi νo γεvKεUΘεi σo

τo 193ο olΑbu Ghannam κοlshawnορouσ]οσaνaνoπΦσnνΘΘτo(ρτηρlo φUσiκηζ

/foBoσrζ onο ir σiρΦrr oτrJτι o3qδ1nερoli Σio λρtrηoο οUlo η "ιρo l οοo|.εlρoζ
εiνolo αρlΘloq Beynolds Reθπoυ 9oσ]ζεrolστo noχoζ oρμnζ Θτo! oρlοKol] oτρωματοq,

β.36)

(s 37)

H κρiσμη nμi (θeθ)t τnζ μετσβασηζ oρiζεΙa ωζ

(ri.J-=]6J+ξip F](λJ'-::jj lδyl ]

'-,'
(a τu εiνol μ]o'ρ,dη τlμη τηζ afoσηζ τnζ τιρEnζ στo oδoτoρακτο ρε0μo.

ΘεBαiωζ εWon ζετσ oμεσωζ μα σρΘρητxi δUσκολ]o, σΙ€τlκη με
nolouζ oρμilζ θ, σε nερnτ6σεlζ πoλιπλoκων ραiν. Συμφωνo με

τo oλκo μaxoζ μ.idβαoηζ, nου ζε(νo με oφετnρio τo
πρι]]τ η φo ρα η oνlσoτητo (5 '37) ' 

! πολoγiζ.τ σ orη μoρφη

{5 33)

(5 39)

H σUνoρτηoη Fλ(λΘ) εiνa

[οoι.lu zsl".ο:εori
F1{λJ = 1

|6'9l +2!3λ6-12'27 ι;
(s.40)

σημεioεκεivo στo oπoio σx0ε γQ
ενδc αvτ στo youoρ θμoι] Reyno ds



(s4')

Ι5 42'

(5 45)

H γνιi]ση τoU σnμεiou aναρξηζ rηζ ρε1αβοσηg ηΙ καl τoU ouvoλκoι μiκouζ μετοβoσnζ ql
.Γrρi,Γ,l l- FoΘoοr iouoJfε)ιο-iroEr. ororηvnJrL τ Loρlο{ηζ oυνε-'ιo'1loξ
σηv oλκil τlμli μ+μι, p,σω εvδq σuψελεστη γ πolr εκφραζε τo δ ακoπδ!ενo χoρoΧτηρα
nοJ .,€l Ιo oοo_o o-oJro .o-o rr L'-οBod1. t-σ ,l ΦοlJο-
εμφΦ]ζεταl στζ μowελonolnμrνεζ εξlσnσDξ θο εiνa]

μ,-μ+γμ, (5'43)

οπo! γ=0 γlo τη σ1ρωτη πaρ oχii (x<\)' γ=1 γlo ην πλiΙρωζ τυρβωδη περ oxη (X>\l+qJ
εω oll ν ε!δ o|-εοr LnαBoτιi ζil lo γ 0ρσ.;o oΠo εμ ι ρ λεζ οΙtoεlζ ο-oι

γ=ι crDι 5ζ1 . a=l

i ενoΜακnΧα' oιμφωνo ρa κoπolο οwioτolxo μowελo

τα MoWελd τaο8nc δno Δ oooo|κav Eειaliσεων

{β)

(γ)

rηvποραδoxη oτl o σ!ηελεστi]ζ μι, σε καΘε Θ,oη τo! nεδiou ρoaζ,.ivol ovσλoγoq
μoζ xoρoκτηρlστκηζ τoxι]τnroζ (d dνδζ lορσκτηρlσκoυ μηκoUζ (oYaσn (5.4)).

N δiα τωv oλγεβρ Rnν μoWελων τ!ρBnδoUζ oυvεκτκoτnτoζ κo μη(oυζ aνoμξηζ
noυ πdροUσοσΘηκov στnν παρoπανω ενδτητα βooiστηXΦ oτlζπορσκaτω nαρoδoΥεζ:

(o) τnν πoρoδoYil τoU Bous9]nΘsq oτ o τοσεξ θey.ods μnoρon! νd γρdφοaν
κατ'ασλογio πρoζ nζ στρω',ζ τoσεζ με τn χρηση του σlwr€σi τUρβωδoUζ
oUνεκτΧoτnrαζ η (o των κλσεων rων τotutilτων roU πεδ ou ρoηξ (σ}€ση (5.2)).

'ην 
πoρoδοxil roU PlandΙ, oτ η xσρακτ ηρlσl κ a ,oΙιτ ητo εivol oναλoνη rnζ (λσηζ

τoU πεδioU iolιτητoζ κo τoυ χoρoκτηρ]σtκoι μηκoUζ oναρξηζ L (σxaση (5'5)).

τηv πoραδoxil μloζ κατoνομηζ γα io μη(oζ αVομξηζ L' ΠoU δ]νετα αno ronκaζ
o\γLΘο'ιaζoxtoε ζο voo-io' lJv|-'oιil ooο,η L! ll ζ ρo,lζλοl-.]ζ1ερ oληζ-1ζ
ρoηζ (στρωτo oplαxδ UΠoσrρωμo, ενδ αμεσn nερoxn nλaρωζ τυρ8iδηζ περloΥii'

(δ)



εξωDρ Χil nερ oxirκλπ.).

τo μowελαπoU παρouσloσoμε ρεχρ16ρο λaγοWo ολγεθρκo (lrμnδεν]κ'iζ ταξηζ)

μoντrΦ μilκouζ oνoμξnζ. o oρoζ'oλγεβρKα δnλωvo oτ o σ!ντελεστηζ μl βρiσXετo|σε

^oθr θiοl .r ο\/,Θρhaζ rλΦρoοrζ. οUναρ'iοr' οοiζ lllο r vo

XρεrαζεIαlναεπλUθοaνδιoφορlκrζεξοdlσεlζγατoνυnoλoγ]oρdroι.Evoζλoγl(oζτρoποζ
νo επεκτoΘoJv τα loντaλo μilκouζ oναμξηζ σε ρoaζ no! μεταBαυoWo nερσoδτερo

γρηγoρα εiναl νa δrαrηρηΘεi η nαραδon oτ o oUwελεorηζ μl εivol oνoλογοζ μαζ
xoρoKτηρloτinζ rolιrητoζ κο εvoζ tαρofnρσnκoο μixo!ζ, ολλα να δoτ!πωθουν
δ dΦool(ic εεοωo. c γdrovUπoλoνlσρiτωvτελεUτo ων. τo μovτaλo αUτo λεγoντolμowaλo

μηκοUζ oνoμξnζ δUofξlσωσεων, με κUρoτερo awπρoσωηo το μowελo n:rρBηζ k.o'

Στo μoντaλo τoρβnζ k ε, ωζ lαραkrnρσnκil ταμrητα
ruρβιj6oυζ σιvεxτΧorηrαζ λo!βoνετο| oυτn n rαxoτnτο nοU
εν,ργεrα k τnζτιρβηq. o oρσμdζ τηζ noσorηroζ k δlΦτo στη

η χoρσκτηρoτlκil τoΙ!τητo q ]σouτol με

Σιγxρδνωζ τo lαρoKrηρoτlKo μηKoζ L Unoλoγζετo Yρησ μono δwαζ
JρB;δ λ v1 ι' ryεργεolλo oφεεροJ 'l\ ooδ1οε lo. oο.οl/ι

τηζ τUρBnδoUq εvdργaοqj σuμφωvα με τη σΙεση

L- ε!

(5.46)

15.c7)

rν1ε τη βo]iθεlσ των oχaσεωv β.46) κο (547) εκφρaζouμε τελκa τo
τ!ρβnδouζ σινεκτκδrητoζωζ σUναρτηση τωv nooοrηrων k (ο ε

δπο! c!=0'09' H oxaση (5.aΘ) dxaε γο ιoΘε θaσn τoU nεδioU ροηq (olιnoλoν]ζεlτο
σlwελεoτn μ1αno nζ nμdζ rωv μεtoβλnτωv k κο ε no! πρaπεlνo εΙolv ηδη Uπoλoγ orε
δ onrπωvorαζ κolεπlλnorοζ δυο δ oφoρlkζ εξlσωoαζ ωζ nροζ k ιol ε, με κoτoλλnλεζ
oρoκεζ συν€iΧεζ. o εno μoνε ζ εvoτ nτεζ ασxoλoιWoiμετn δEτιπωσn τωv εξ σnσεων γ α
τo k Kο a, τη μowελοπoiηση τoUζ κo] τη δ oτι]πωon κoταλλnλωv oρlοκι]]v σUνθη(nν v'o!τaζ.

ι] Eεiσωσn τoυ k να ΑσU!ηiεστεc Δ δαστoτεc Poac

Πoραγo!με κoiσρxi]v τη δαφορκi εξ σωση πoU δaπεΙ tnv τ!ρ9ωδη Kvηrκa
ενaρνεn k γd οoιρniεoIεζ κd δ δ ooroτεζ ρoεζ, oφon γo τnvf,ερif,τωση oυτil η oνorτUξη

γ|α τoν Uπoλoγ@μo τηζ
αf lστo]Ι€i στnν Kνητlκη
olddn (5.3) (ol nρoφαvωζ

(s43)
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εiνα πo ΦM κΦ κσΦonni νiσυτoιζ noυ ννωpiζolv γlo πρaτη φoρa τo Φlκoiμryo. Πα
τηv Φαπτυξη Θo xρησlμoπolηΘεi τΦUoτlκoζ συμβoλσμ6ζ, 6noυ κoΘε επoνoλoμθσ6μ&oζ
δεitηζ σημoiν.! aθρoEn.

a,l δ,l a, d [ /a]] η\]ρ'.ρηξ- E'η μιξ'ΦΙ

κol τηv iδE ξiσωση μ6ro τη λilψη μdσων xpov Rn nρδν κoro Reynolds

an, -r, r at/ai, d,1t 
-l (5'50)

ΓρnΦouμe την εεiσωση δοτaρηdnζ τηζ oρpilζ κσn iην ικaroaouvoη' ση xρoνlκo

(s.49)

(5.50)

AΦαρonμε την ξiσωση (5,50) Φo την εξioωση β.49) κΦ nρoκιfiεl

,+..ξ. g-* 
[,ι,,.ul' ξ)| ;'ι ω * q

την τελεUτoiσ oξiσΦoη noλλon)@σiαζoυμε με !]' κol noiρvου!ε

",,,9, ",.'r 9! --,.'d -'a,J!.,!tl.., δ, .,.ξ ,Φ ,ξ tξ &,]]

,a.=. ,,do,

H εξiσωση πρoσiΘετσl kσrα μaλη με τηv
orι]ετorεΘoιν ol δεirεζ i καl i κol εkτεMWo

c ξa''' 1l' cι ξa fi = 
F' %,-' %)'

-"L, ιl','. ";]., ,-ιlgι.e{ ]}t'ι'ξιΦ Φ, '&dδ, ζ/]

- 
";ιPu 

μ!' u'';ι ρ'ιn'\ ρ''\i;, ρ' iη

βoδl]ναμη εξioωoη η onoiα πρoκ!π8 αν

ζ nζ Φoγκoiεζ πρoξεξ noiρνoυμε τελκα oτl

(s.s1)

'tot
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oπωq πoρατηρουμε' ax.l i]δη γiνεl η πoρσδoλτl Θrl qμrΦιfol oρol nου .ερθtoυν την ΧλJση

τnζ oυνεrlκoτηταζ μ. Πo τηv oξioωoη (5.51} λoμβΦoυμετlζ μaoεζ YρoMκaζ npdζ κΦ μεro
σl.l oρloμηnκξ πρoξεlζ rρoru.πεl on

"*,'1η'"r,&,4Φ"

Ιξιξ'E]
(s.s2)

(s.s)

-,ai, -aL 
a 

-
Pι iu |' - - Pι ; ι i - - c_μ| ! ι'ι i )

H ξiΦση (5.52) oνo!νωpiζfol ωζ μσ εξiσΦση μΦσφoρdg fuν τaσεωv θeynolΦ.
Anoia\εi τo βoσκδ εργd€io γo ,o εξ&\lγμavo μowaλα tασεων RΘynolds, γlα μoraλα
δηλoδil πoU δεν χρησμonοDnν rην πoραδoxil τηζ ιlrdρξηζ 1ηζ τUρθΦδoUζ oΦrx6τητdζ,
@u6 λινοUν δLoφoρlkiζ εξloι!σεLζ γlo καΘε τ6ση BΘynold3 μρlστo. τα μowε\o oυ16 ηοUv
Θρεl αoπυξη την τ&\ovrσio δεκo*io, αφoι σoτoυν σημαvτl{iΙ υnoλoγΦnκil lσΧU,

Δυσυxnζ n'lο α μofrd UEΘετoιWσ διΙoxoλα αnδ τη βloμηΙ!νio, )qΦ rηq
πoλUπλoκ6τητnζ roυζ xαι τοv μεγaλων ΦorliσΦv γQ Unoλoγlσlκir Exι κol εUτUx!ζ
υnoρΙouν μosΦο' σoν τo k€ il τo Ba].lwin-Lοmα πoU στlζ γo9κdζ nερmτδoεξ δivouv
εξiσou oκρlβεiζ Uπoλoγσμoιjζ

Πoλλσ)@οQζofαζ lηv εξlσUo1 {5.52, Jε 'o δελio rou K,οneckel δ|, il oλλnζ
oθpοiζοWαζ nζ επlμdρouζ ξoιilσεlζ πoU oφoρoι]ν τιζ κι]ρεζ 0=) τoσoζ Reynolds, καl
Φlκα€lστιjjwαζ τηv τUρβωδη κlητlκη εν,ργ9α k' on6 τoν oplσμ6 τηζ (5.3) πρoκιrlg τε\lκo

i:-:Ξaι _aι a,'o ," r| lΦ'l .'i-Φ'
ρ alP\a'ι-- a1|luiP''iu\ιiι, 

, ,μ 
a,i ηa., j ρ,,.,ξ

Στo αρloτερδ μaλoζ τηζ εξiσωσηζ δEKρivoιJμo touζ oρouζ xρoMκiζ μεtoβoΜζ xαl

μετoφoρoζ τοU k. Στo δεξΦ μaλoζ ouμμεiaΙouν τ6σσερaζ 6pol πoυ κaτn oaρd εκφρdζow
τnν rυρ8Φδη δloγυση τoU k, τη μορloκil δσxUoη τo! k, την Χσoστροφil καltην πoρσγωγi
τ υρθ ηζ. Eκτoζ an0 τoν δρo μoρlακli ζ δdΙ! σηζ roυ k, ol Uπδλoπo 6ρol τoU δεξrc ιl μελo! ζ
oπolτonν μo9ελonoiηση,

o opoζ tnζ πoρα!1,)γηζ τηg iι]ρβnζ μοwελoπolεiτα oμεσo xρηoμonoiιi,rαq τηv

παραδoχη του Boιssinesq, δη)€δil τη σx,oη (5.2) κolδiνεl

,[g'-";],,,
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o oρoζ rUρEιirδoιζ διaΙ!σηζ μof ελono]εno Unοθaτofoζ on

''P'ξ','','' :'iu ,'.""'

δπo! Plk εivol o τUρ9ωδηζ oρΘμδξ Prandι il oρΘμδζ schmidt, πoU oοaτol με Plk_1.

τελoζ o οροζ τηζ κατοσtροφiζ τnζ rUρβωδoUζ κvηnκnζ εvaργεldζ εμnλaκo σμoσο τη
δε!tερη oπδ nζ €oρτnμ,νεζ μεrαβλητdq τoU προBλiμoτoζ tηζ τι]ρβηζ, δηλαδη την

(s.56)

H ξiσωσn (5.53), με τlζ μοfελonolη σεξ π o υ ε σnγoυv olσΙdσε ζ (5.54)ωζ (5.56) noiρνεl

ai λ llJ; ,]!i l

(s.s7)

τηζ oλκiζ δExUσηζ τοU k,

,ι"1Ι

(5 s4)

(5.5Θ)

μ, ) iι | aι iδ?, a].]

ηJδ l'4ξ Ι*, 
- 

Φ i-"
oνoγωρ]ζowσ (aτa oερa o oρoζ
oρoq κoτoστρoφηζ rηζ τUρβωδoυζ

,''*,η - 
η]ι"'

5.9 H Eε σωσn τoι ε ν o Aoυι]niεστΘc Δ δooτoτεc Po6c

ι]noσoτnταε, γlo τηvoπo]o λινoυρε oro ρowaλο τιρBηζ k_ε, nερλαμBoνε ρovo τo
ooτρono rρημο τηζ κotσoτρoφiζrηζ τUρBωδoUζ ενapνεloζ κo δiν-oloπoτη σYdση

κa or oλδκληρη την ενεργε ακη κoτoστροφn iηζ τnρβηq nου o νol



522

ιg*]Ι
(s 5e)

Η απδδaξn τnζ.ξ σωσnζτηζ τUρβι]]δoUζ κoτoσiρoφaζ ε εiνdr oρrcτo nερσσoτερo
πoλonλoκη Xo μoνo Bασικa τηζ oημεa κa η τoλκil μoρφll τηζ Θα δoθοιν εδω.
Γ]oρoγωγζουμε τnν εξiσωση (5'50) ωζ προζ xj' ση ouvaxaα την πoλλoπλoσoζοUμε με την

xr4

κo λoμβΦoυμε τη μaoη χρov]κo τ μi] τηζ nρoιιrnτouσoζ ξiσωσηζ' lν!ετα τnν εκτελεσn των

oρθμηn(nν nραξεων Kαl xρησlμonobwoζ roν oρσμo τηζ σoτρoπηζ κατoστρoφηζ (5'53)

E; o,-l ε"
ιηηΙ'-"l-

(s 60)

,ε ] 
rη' l' ," dη ,Ξ .- ',"eEE

ρ δβ, 'ηζ'ζ''ζ'δ,δ,ξ

o nρdjroζ oρoζ τoU δει'ερo! μελoUζ εivo o oρoζ παραγωγηζ τoU ε. ιMπoρεi νo

μowελοnolnθεioτη βoon rηζ owiστo xnζ μovτελonoiησηζ πoυ εγ vε γ α τnνεξlσωση τo! k'

,' [.r.r a,] -).,λ,l-2ur I jj+!,
'Φ | Φ, ali dΙl dΙι 

]

δπoι η noσδτnτo ρG oρioτn(ε

H Χoτo στρoφli τηζ τ! ρβωδo U ζ
τo! τd€UτoiouδροUtηζ (5 60)

bρo τηc εξiσωoηc τoU kωc

(56r)

oin olεon (5.54). H oroθερo c1 ilσ τnν nμi cl =1.44

κoτooτρoφηζ εκφρoζετol onoτooΘρolσμo τουτaτoρτou κo
λo |-orε\ο1olεilol.σ'o\ο\ο/ ο ε lio']ζπρoζ lo/οf ο'ο λo

,'"Ι (562)
"μ, ] d,,, r 

'..j,,i 
a,1η

_ , ιr,,Φl 
-'4 q 

",



o nρoτελεUτoioζ oρoζ τoU

δσαρσΧΦν τηq τol!τητoζ

'aι'aΓι''a.1-',, 
ξ=",ιη ξ]

δεξbιr με\oUζ τηζ (5.60) πoρlσrΦd τη δloxυση τoU ε λoνω τΦv

κol μotελono εiτol ωζ ξilζ

onoυ o oρlΘμoζ PEn.Ιl γLo την εξiσΦoη τoυ ε Eonτol με PΙ.=1.3. ΣυνiΘωζ o δουrερog
oρoζ τoU δεl]rερou μaλoιJq τηq (5.60), nou εiνσ η δEΙloη τoU ε αno nζ δoτoρoΙ€ζ tηζ
niεσηζ κΦ o nεμπoζ oρoζ tηζ (5.6ο) αμελoιrwΦ καl η τελκi εξiσωση πoU Φ λιlεrol γ]o την

κστooτρoΦη τηζ τUpβ{jJδoUζ σUνofiκoτηrαζ ε εivol

ρ'φqξ=ξ 
ι [ξ-*]-:

(5.Φ)

(5.64)

ooldκr oUνΘnκεc ao nc εεσδσ.r k xol ε

1o Φ]oτημo των oξ σωσΦν (5.48)' (5.57) κΦ (5.64) pnoρεi νo λUΘεi, σε σwδυaσι]δ

με nζ εξβ0σδξ noυ δEπoUv tlζ μeσoζ noσδτητεζ τηζ ρoliζ (σUνaΙ€E, ορμη κol ενaργelo)

Φ εφoδEoΘεi με xσrnΜηΜζ oρroκaζ oυνΘilκεζ. Eνδ@φapoν noρoUσαζouν ol 0ρoκ6ζ
συ!€liκεζ rωv k κol ε σrα σroρεa τo]riματα 1oU rεδiou ρoliζ κo] με αUτ,ζ Θα oσxoληΘonμε

τo σioτημa (5.48), (5.57) κol (5'64) ExUa μθxρl xol την περ oxil rηζ λoγoρlΘμlκilζ
κoτΦoμηζ τηζ 

'αxυ'ηrαζ 
xoi γlo τo λoγo ouτo ovoμ6ζεrol κol μowaλo k-o Uψηλων αρlΘμιiν

RΘynolds. Στην nερinfuoη noυ YpησlμοπolεiτoΙ τo συσημο τσ εξloΦσεων αυrnν' UπdρΙ€l

oδwαμiα μowελοπoiησηζ rηζ nερotηζ noλι κoW6 oτo στερεo τoiΙ1Jμα, oφoι! ol oξloΦσεlζ

β.Φ), (5.5η xα (5.64) εiνΦ αεnαρκεiζ νβ rην περioχη oUτη. Eτσl, η.π6μεvη σεlρ6
Uπoλoνσ]Xιj)ν κ6μΘων μεrσ roυζ oρloκonζ κ6μβοUζ nρanεl νσ τonοΘετηΘεi μ,oα oτη

λoγoρrΘμxη περloxη κo vα καλUφΘεi η oπoστoση μεrσξl] lou nριiτoυ κol τoυ δει]τερoU

μowaλoι] με ,νo τon κ6 μowaλo, πoU φθρετσl με τo ovoμa 'σιJνσpτi]oεiξ τoilou!. Mε τη

Ιρilση τωv συνopτliσΦ toiΧou, γiνετal o Rovoμio oτo Ιρησlponoioιμενo oρ Θμo κoμBωv

αφου δεν καλιπτfo με nολι π υ16 πλεγμα η nερo\η κown oτo oτερε6 τoiχωμo' H τεplκil
των σlvoρτliσεων τοiΙou, σημoiνε οUσaσnRα την εn]βoM oρoκιjjν σUνΘηκiν σo γo]τoνι(o
τoU σερεoι oPiou κ6μβο P, βλ. Σxiμo 5.5, ,rnτω oπo φιJofiοζ παpαδol ζ



Σλημο 5.5

(o)

β)

nou 1ηγδζοJv mδ lη Θευρο lωv oρo{;ν dlρUlo-Uv <ol nοJ duvοΙiζofol noρdισU

Aνσμεσo σoνoρ]oκo κδμBo M κo σoν κoμβo PπoU (επσ μaσα στη.λoγoρlΘμlκη

ζΦνη τaΙ!τητσζ, η τσρηiα τρr9ηζ ur εiνo σoΘερi. H nαραδoχil αlrτi εivαl Ψoστil

Σ'ov κΘμβo P' η πoρoloνil καl η (σoσrρoφη τlJρBωδoUζ χlνητκaζ εν,ργεloζ εivοl
οιζ. l'noρoδorη oulη εlvol φJoio ποροδchiη, οφοJ dlην nερDm oι.η o' oρol

μεiσφoρnζ (Φ δQxυoηζ μπορo!ν νo oμ.ληΘoιν. Πo io αnλo froρoδεlγμa ρonq noυ
εξεrooαμε ΧΦ oro κεφoλο o 54. η nαραδoλτ αUτil δΦLΓjΦ-αlυζ

,,( @ (s.6s)

(γ) Στov κoμEo P, η δEτμηnκil iαon τΨ (βλεnε κo
δσμηnκi Ιoση BΘynοΙd6, δηλoδi

noυ νρoφε'ol ]σοδΦσμo κοl ωζ

πoρoδο}τ (o)) oοιτol με τn

(5.66)

Σwδ Jσζorαq τ c ordoε,q ι5 65) Χo (5.66) τJv Γoooδοχiv ($ kΦ (γ]



"i (s 67)

(5 63)

ol σx,σεζ {5.6η κo! (5.63) εφoρμoζowo στoν κδρBo
!ηολoγEμ6 των τ μων tων k Xo ε oΙoν κι5μBo o!τ':'' αv γνωρiζouμε
τελε!τoio, Eooε rηζ nαρoδoxηζ (σ)εiνσ iδο μεαU1ηντoU κoμβou
oνi, εl ο'1 )otορlθJ.' ζ;ν' loU ορ oιoι ο'ρaμσoζ oΧιc o"

4 r. ly,;φ\

"Φ'"".jι-3

6nουyρεiνd η oπδdτooη τωv (aμβων P κσ M. Σro πλαiσ ατηζ oπovαληπ κηζ δ oδ κoσ αq
πoυ θα oκoλoUΘηΘεiγlo την επiλυσn τoυ συvoλκoοπρoBλημoτοζ, n σlεση (5.69) μπoρεiνo
λUΘεiσrονκoμBo P| xρησlμoπoωwaq την π o πρooφΦη τ μa τηζ ταxaτητoζ iρ στoν (oμBο

P. H εaiλυση iηζ (5.69)γiνεroi εUκoλσ μετη χρaoη λ'x' τηζ μεΘoδou N€wlon.Raphson. Eτσl

Uπoλoγiζετσlτo Uτ oτo P κo γloτoviδo κoμβo!πoλoγiζοwo ol'oρακaζ nμaζ'των k'ε σπδ
nζ σxaσaζ (5.67) κo (5'6€), }oρiζ νσ avaμΙ€εi o ορrσκoζ (oμBoζ M]

τo dιi,σiημα (5.43), (5.57) κol (5.54) ,x€l ηδη onειτoΘ.i, με κorαληλεq
τρoΓo1olioεξ. aσε.ο JrοοLi Jο 1o\ιLL .ol _v nερo(η -ofδ οιo olερLδ loi,-|-ο
δηλοδil τη λεγoμεvη περ oxil των χoμηλiv αρlΘμ6ν Βeyηolds. τo τροπonoημενo oιlστnμα
εξEωσεωνλaγεταlμoντaλoτnρβηζk.εΙoρηλ;lvoρθμωvReγnoldsxo oφεiλεro]drouζ Jones
κα Laundel' Σ'oUτοo εξβωσε ζ (5.43), (5.57)κσ (5.64) owκoΘiσ'αwo] κατα σεiρo αrο nζ

(s.69)

(5.7ο)

(s.71)Φ]'
{ι'*J#l'" ." "
ll ,'ra"] ."' ' ,' zμμ,(e'']'
1ιμ'εJη1τ/τc '/,ρτ' ρ ι'] (s 72)



δnoυ ut εiνo n εφoπroμ6νΧη ταxaτnτo

στoΘερaζ πoυ eμdωκowo εiνσl

5,26

Ι1=| ' Ι,=1 o !.λPι 
^ι7 Ιl

(5 73)

oτoν χρηoμoπo]o]τΦ τo μo16λo xαμηλδν σρΘμiiν R€ynolds (5.7ο) ωζ (5.72), n εniλUoη

φΘoνε μdχρ τo στερεoroixωμo δnou ε.Φσλλoπa| o] ορ αK'ζ σUνΘaκεζ

τo nλησaoτερo στερεo τo xJ]rα' ol

κo o oρΘμoζ Reynolds τnζ rljρβηζ @oιrσ !rε

n, =ρk'

-'o I lJ ε οοδo 'οJ nζδiοι ρoiζ, onο oιIο l ρoφo9 g oρlο.i\
Σ!νηΘωζ γroτo πειρdμoτo γfuρiζo!με rην,Wασn τηζ τι]ρβnζ τu

oπo την oπolα ηρoκυπσ oμεσo η ou!€ilκη ε oοδou γo τo k, ωζ

onοU Vn ενo τo μaτρo τηζ ταχι:rτηroζ orην εiσoδo. H σU!€ilκn aσδδou γo
κσοστρoφη ε εiνσl περ oσoτερo δUokoλo νd (oθoρloτεi. Σ!νηαJg Unoτ]Θετd!

Lvoc loγoc JρoLδoU! lρocμοoEiroJvιi-lorrτol.' μ)n,o1oτ.r-μ']τoι ι

""=" ""fr,

\5 74)

σUνθaKεζ νo rd k (οlε.
στnv ε]σoδo τοU πεδiοU,

(5.7s)

ιt).
(s 76)

Εxοroζ ωζ τελκo στ0χo τηv εφσρμoγη τoυ μor,λou k-ε σrnv ono.nτερnνlo.σε.
πrερnγb μ@ζ nrερnrωonζ σrρoβlλoμnlovηζ, θo παρoUσloσoUμε τo τελ]κδ nρoζ εniλ!σn
σ:roτημo εξ@ωσεων τooο γ α tη μdση ροil ooo κol γo τ ζ τυρBilδo]ζ πoσoτητεζ k (σ ε' Πα
λaγouζ σUrομioζ πaρσλainoυμa τo σUμβολo μaoωνilμων. ol εξldωoε ζ oiη φoσn o!τη θo
δoΘoιν γo oσUμπiεστη ρoa !ε μroβoλa τηζ oκτivoζ R 3olroυ noxοUζ τoυ σωληvα ρoηξ
h, δ ατηρΦνταζ τo!ζ δρoUζ xρoνκliζ μεταθoλiζ



(o) H EiΦη τηζ ΣwE}aεloζ|

fι"rrl.$or.l.

β) H κσd τηv κσ.υΘWoftm Eaσωση τηζ oρμΙiζ:

0ποU η φαvoμενη πiεση pai σUvoψiΦlroυq 0ρoυζ

i,*' *l' χ|*[,t' " a- 
" 
lξ|]-

-*[,f,.,",,-,,(*.*+ +*)}]= β7s)

-ιιv' .zιaξ'ι'χιnn ",-,r(** x"*)*
'-- .ηδΛaλ

{γ) H κσ'i τηv κσειlΘUνση€ qioωση τηζ oρμilζ|

;,,,o,l-f [.{,nπ.*, (*.** +*) } ].

*[,|'ε*-,-1;g'ψ'g1}]= (5'79)

-ι o n ιn'z- aχ'ιι, - 
" 
1(ξ'** +#)#

β.7,)

(s.30)



(δ) H Eξiσωσn 
'ηζ 

EνcΦ€Eζ|

4.,οu'r- ! |*[."'"'s' --r' -ιu' u lΨ -
d Φι ι

.,-'-,(φ4φ φg)"..}|

' *l'1" *" t"" "'.,,(*4* +#)

**.,[+*.*#),J] ="

(ε) H Eξiσωση τoU k, νlo Uψηλonζ αρlΘμonζ

j,*r"μΞ [ρ,." ι-,li,-..]1)jila' arι " ι PηJλ,]

-*β'* *β-;)g]= " '-'

(531)

(5.82)

(s.33)

(ζ) N Eξiσωoη rou ε' γo UψdΦυq oρLΘμoυζ FeynoIds:

ρ'"^""''ι["""" . or"- ,,]θ*l.
a d.| ' ι P''la,]

. a L"Ιv., 4"- μ, )d.l = . !G 
"_"i],.,dΘι 'iι P.!rdΘ] '* ' ι

H τUρβιiδnζ ouνεrχδτητo δiνfol, κoτα τo γνωσo oπo τη σΙ€ση (5.43) Φi o aρoζ
τη ζ πo ρoνωγηζ τ! ρβaδoυζ KlνnnKiζ εν,ργεloζ εiναl

- ' Ιz(zaη -v-aR w-d, aξ]laη -' rΙJ"|]\iΦ iar /' Jh ai]ιd0 'ar]

-ΞR[!d% 'w^ 
dR 'η ar -rdη\y! ' ι5.34)] ιltΦ ia, ιι a8 ar)Θr

,! [av" ,pav" , aR w\iιaθ a- &n "/



κEΦA^Αlo 6

H MFτΑBΑ'H Anο ΣτPoτΗ ΣE τYPBoΔH PoH ΣτlΣ ΣτPoBlΛoMHxΑΝEΣ

ME nρωτη rνωρlμio με τo φaνδμενo τnζ μετaβoσηζ αno τη στρωτil σηvτ!ρΘωδη
nεροπ τnζρoηζ σnζ στρoBιλoμnχοv,ζdγvDoτo Kεφολolo ] βπoυηορouσlσσθηκε κLρiωq

η φUσ Ki τnζ μετoBασηΦ iσ στo Kεφαλo]o51Θnouπopo!σ δοΘηκoνσUγκε(ρ μavα lotdλo
μεrαBσoηζ πou Υpησμοποοnrο oε συvδυασμδ μc τo σUvηθη μοraλo rιρβηζ γlα τoν

Uπoλoγiσμδτnζ ρoi)ζσ|ζ oτροβlλoμηxον,ζ)' Στo 3εφαλoΦ out6 θσπoροUσLοoθεiη φUσlκη

τnζ μετoβoσnζ, o ρoλoζ τηq onζ ρoεζ oτζ στρoBλoμηtovdζ κοΘnζ κo βαdκaζ Θεωρ εζ

H Mετα3οοn on( ΣioooλounYονic

H απΘδoση μ oqπτερnγωσηζ dτρoβ λoμηtovaζεξορτδτσσημor (n αnoτο ov n ρoli
εivοΙoτρω'η η τUρεωδηζ. Enεδa βaβοσ σε μο nrερι'γωoη συναrωrσ κοταπερloχεζ Xo

ο δno τnπor ρonζ' δ'orερη onμοσio dΙe to σnμε o η 1o oημεiα μεταBdσnζ ολλδ Xσ o

ροloζμ. o'ο'oo1.ε-ol'J"δΘoο' o |. 'oB;δ1 'o'οo-o.'1

Διο./ιρ.o'.rl(οδooοπ .ο-o.ομc.'ο.''1ο o'ο oo'ioL'ο l.o- r.o
στρωτδ κΦ ava τuπκδ τUρβιiδεζ oρoKo στρωμα' oπωζ φo]veτσ στo Σxnρα 6.1, Θo

πoροτηρaσoUμε bτ ro σ1ρωτo ορloκo oτρωμο,ναl xορακτnρστ(n nro αδεo'aro το

l' ρEJδΣζ.lι1,'o0rρ δ ,oo1 ._ooororολoζlo'. lo,'.ηο ρ'lορo^'lρι 'o-o:o1οο'
τo τUρβnδεζ oρ αkδ στρnμa. Στo κcφnλσo 1] θd oρioouμε τo παχoζ μeτατδn σηζ δr Kαl

io πoxοζ oρρηζ δ,' onο o.λεlμι]σnκ,q σxdσeζ rnζ μoρφnζ

rl ,r L rl,, (6.1)

(γ εiναln Kαθετn oποσταon οπο tο στερεo τoilιμo, δηλαδη,νo πτεριγ o i] τo κ,λUφoζτηq

στρoΘλoμηxαvηq, UΘ εiνo n εξωrερκη ταxυτητο πoU μπορεivο θεωρnθε oτ εκφραζστnv
τoxιrτnτο στo oκρο τοU oρlοκoυ οτρωματοζ η oλotλilρωoη ωζ το Φ ouσaσnκa υnoΘ,τε

oλoκλilρωoη μεσο στo πaχoζ τoU oρο(oι oτρωμοtoζ' eva d}€l Lποτεθε ω γo λoγouζ
onλoτηioζ η ρoη εvοl oσuμπieστη) Στo Kεφολα'o 1] ol nooδτητεζ δ] Χσ δ2 θα
oJj8o,1οfo μ δ^.o δ^\d.o''.,l δ'o.οo'lο μ Lo,'.
onοοο']Jζ,δL oροl. l οl o o\oζ-q.δ'οο
Hr, (σε επΘμενo κeφολσο Θo ovαφερΘεiκα ωζ Ηra) o οnο oζ ορζεταl ωζ

l!
;ι,

(6 2)



'}"
I

κoνoηαζ σUrκρπ(oι]ξ υnoλoγσμoιζ τo! noρογοrο μoρφηζ H12 γLo στpωτa κο

τ!ρΘΦδη κoτΦομη ταt.τnταζ, σιμφωνα με τq dδεκl(,ζ Koτovoμεζ τoΙ!τητaq πoυ

δoΘηκον στο Σ}ημο 6.1, μnoρonμε vα σUμneρ6vou!ε oi ro Hl2 nparεlνo ηε onμowlκα
Uψηλοτερεζ τμaζ vQ τηνπερiΠτωoη oτρωrηζ ρo]iζ σε σxaσn μετηvrUρβωδη. Eνδεxnκο,

γlo ρoη πορα).)ηλα σε επiπεδnnλα(o, oτη oτρωτi]por] Hr2=2 6, evιil στηνrUρ96δη ρo'i εiνo

H μεlωμενη παρoxη πο! μετοφaρεl τo σrρωτo oρoκa στρiμο ονογκoζd τnv

εξωτερκa nερο}η νo δlοκlνε μεγσλιτερη naρoΥa. A!τo dn!αivεl μiα περlσσoτερη ,Wovn
o'L,Uοr lηs.ζΦπρFiζ ρo1ζ Γo. oJοlοo λo. Γoo.i r'o θευp.Θεl ιζ loοη \lο l Lρlοo ο. o
τηζ ρoliζ μοζoζ πoU δo(vεiη στρoβλoμηχovη'

Απoτo ΣΥημα 6l εναl επiσnζ εμφανθζδτΙ η κλiσn τnq rαlarητoζ Χοτα τηv κaθaτη

στo orερεo oρoκorειθUνση εiνο lσxuρoτερn orην nεpinτωση τηζ τUρBi]δoUq ρoηζ.Aφου
η (λoη iηq τοxυτnτοζ τoυ ρευoτoι στη raτov]ατoU στερεoυ τo μμοτoqεivοl oνdλoγnτηζ
τασηζ (με πoρογοwo oνoλoγ]οζ τo ouwελeoτη σUvεκτκδτnrαζ), αρo o] τασεζ nou θα

δdΙεro ,νo nτερ!γ@ στροBlλομηΥoνηζποU βρioκετσl σετυρ9ιδη ροnΘd ε ναlμεγoλoτεpεζ
των τοσεων πoU Θo nooKαλoισε llo σiρωτη ρoη. το εnirεδo των τaoεων εiνο ονoλoγo ro!
aπΠdδo! τωνonωλεωvκο (otσ σUvdnDE ο αnωλεlεζ Θο εivοlμεγσλιτερεζ στηντUρβωδη
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ol πoροπovω ouγkρiσεlζ lixοUv ωστboo Θεωρηnκo tαρor]iρο, oφoι' στnv nραξη

ενo σδUνoτο vο συfηρi]ooυμε στρωτη ρoη σε δλη τηv aΩοση τοU πτερUγoU τηζ

σrρoBλομηΙovaq, χωρiζ νo σUμβε oroκoλ\ηση τηζ ρoηζ' Eτσ' σε owiθεσn με την

nρογμonκo onλoiκ]i oυγXρση πoU ,γνε rρoηγo!μεvο, στην πρaξη o] oπω€lεζ σε dνo

Γ"ρJvoolρoβloJ]rov]ζ1ο. Bρο{'οlοlο''1ρJ-ιΘoεο..θ1'ζζo οιll. ρon( ε',ol
πολa μeγολaτερεζ oπo τo αvηταvσeτUρβωδη ρon' οφoυroτεnρiiπc νo σUvUπολoγoΘoιν

κolεξoρετκa UψΦ;ζ σπωλεlεq λδγω rηζ oxεδδν βdβoοζ οΠοκoλλnonζ'

Γ@ την nερinτωση τωντUρBΦδΦv ρoιilv, εiνo]εvδ αφερoνvσσUvκρivουμε πo oτlκαtlζ
_α'ο/ol-.ζ'ο''l'ο 1o' o, oiollo' . olo r l Boοδ'ιoJc!ο 1o'o ιΓ.loLoμι o oρ'o'o
oτρωμorα' Ι1,1lo ενδε κτ κ]i οUγκρ ση δiνεro oro Σxiμα6.2' Aπδτooxημo ouτo φαivetol oτl

η δnllo!ργoιμενη στενωση τnζ ροaζ ενα ο σθητo μεγαλUτερη οInν lερπtωση τηζ

εnβpoδUνoμεvnζ ρoηζ' δπωζ σ!νaΘωζ DivοLn ρoilσε nτερUγωσεLζ σUμnεστa. ΑWiΘετα η

τδοη τρβηq οτo oτερεδ τoΙωμοΠτερaγo εivo μεγαλuτερη οτηv Περinrωon τnζ

εrτοluvoμενηζ ρonζ' δπωζ οUνaθωζ εivo η ρoil σε πτερUγωσoq στρoβiλων.

onωζ σχoλaσθηκε κol σrην Eνοτητα 5'6, η μeταδoση θερμoτnτoζ εnnρεoζετο

επiσηζ απο τονrano iηζ ρoηζ. Σε ava μη_οδ αβοn(δ iοiμμo oτρoB λoμηχoνηζ (π'x' οε avo

π1ερrγlo σrρoΘiλo! τo oπoio ψnxετο με iην tuκλoφoρa ψuχρoa pεnμοτoζ μ,σo σοUtο)'

η μετoφoρα θερμδΙηroζ στnv εnφσvεlο τoυ στερεoU σωμoτoζ ouνδaεταl oμεσa με iην
(oΘoτη oυMστωσα τηζ κλσηq τηζ θερμo(ροσiαζ (dτl,ry' ον y εivο η κoθετn kοrειΘUνoη

στo σερεδ τoixnμο). ΓDvκd, n iλση α!τη ε]νΦ !ψηλdτερη οτηv rUρβωδη nερ oΙil
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H πρoηγoυμeνn σUζητηση γιd τη δdφopεΙκη o!μnερφορα στρωτnν κοl τUpBωδων

oρoκωv στρωμοτων σε πτaρnγE σrροΘlλομηxονnν δεitryd rη σημασ α nοU ,x€l η σωστi]

προ)€ξη τοUξ. o !ηYoνLoμδζτηζ μετoβodnζαπo στρωτa σετUρβnδn ροη εξαρtστο φuσ (a

αno πoΜonζ ποραγofεζ, dvοζ δε οπδ oUτουζ εvol καl o oρΘμaq Beynods Eνοζ

εμπε ρl(δζνoμoζ' aρκετδ9.βαd πρoσεγγlστ κdq, εiνo oτ n μεrαBαoη oρnζd σε αρlΘμoιζ
R€ynolds (βαooμaνοUζ στην αξov κη toρδil τοU nτερUγ oU τηζ σrρoBlλομηxονηq, ReJ τnζ
τaξηζ των 35οοoO. ο 'μκρaζ στρoβ|λopnχovaζ λετo!ργoιv dε μlKροtερouζ ορθμoaζ
Reynods οno rζ μεγολυτερεζ καl γlo τo λoγo σUτo e]vοl oρ(ε1α Χofα oτη ζliνη
μετoβooηζ. Yπε!€υμ]ζouμD oτ ο oρE]oζ Eeynο ds πoU Ιoροκτnρiζεlτ]ζ nτερυγωσεlζ εvbζ
οερoστρoβrλou μεlωνεταl μετoUψoμεrρο (δnλαδli σe σUνΘηKεζnτaoηζ), σεoxaση μετnν
n!η πoU Θα εiYe ον λετoUρVoUσε σtο εniπεδo tηξ θdλαoσoζ

Σε,να σUμnεστa, η κλion τnζ niεσηζ αf τ]θετσ σrη ρoη Elε noρoΙηρηθε oτ η

Jc-οβooη r loΓ( ο' l..loo. ορ^l ,ζ| 'Bροδι.o.]ζ'1ι ρo,. lo'o.lao('LJ
τol}0μoτων rων nτερUγiων κσ ολοκληρωνετοι συvnθωζ tαxaτατο σε ενα noλι μκρδ
πoσοoτδτου μηκοUξτoι nτερ!γiοU Σε avο σrρδβ]λo, η υnαρξη neρoxινoΠoι η ρol]εiνα
εΠtrotuνoμεvη μ.τοτon ζεl τo oημεio nοU ξεκνo η μετaβooη o'ηv τUρBιδn ρoη πρoζ rα
(oτow (κoWαoτηνaκ!η εκφUVηζ του nτερUν οU) ΣUxρδνωζ, n μεταBαoη δaρκεiσoθnτd

μeγaλnτ,ρo μnioζ noνω oτo τoil!μο τoU πτεριγiou ενoζ oτρoβ]λοU σno δτ θασινaΘoVε

H μετoβαon αnο τη στρωtη σΙην τUρβωδη nοροχn μπορεiνo γivelγενlκα με τρεζ
δ αφορετ κonζ τporoυζ M o πρωτη σUζητnοη επiroU θaμσtoζ,Ιq γ νe οτο κεφnλαo 1' o
πρδτοξτpδnoq φερεταl ωζ'φuσXη μeταβοση {nalula llansil]on)κο ξDκva με μο οσθενη
δ οταροxη τoU oτρωroU oρ oκoι στρδματoζnoU εξελioσετaιστηVπληρωζ τUρβnδη nερotil
uaoo αno τn σUνεYη εv σYUoη σιτωv τωv δaτopοxiv. Mεdο olooρ α(ο στρωμο ενrcxaowo

το (ι]ρατο τo men sch!οhling, ενn η ρoil oπo τo σnμεo noU nρωτoεμφoviζorοl
δ'οioροxdζ μ' τασn eviσrUσηζ μεxρ τηv τ.λκη oμφoνoη τηζ τιJρBηζ περνα οno δiαφoρα

στδδ o καrn μn(oζτo! τol}υματoζ τα oτoδ o α!το noροUσ aζoντol oτo Σlημα 6 3 (οφoρα

τηνaπλo!στeρn πDpiπτωση ρoilζ σε εΠiπεδη πλaκo, βλ,nε H sch chiinq,'Boundary Layel

τlreory ' 
McΦaw_H]l,196ο (o Σ τσογ\@ρηζ 'MηxοMKn των PεUoτωv ' Eκδδσεξ Συ!εων

'οo-,orοlo'ξ'o.o1ροrοι-... δoδoλ'' ! laoε,,'"ο'ro o 1d .;.'ο

6.2 τρσ!r!lΞts!!anσ!

l

3

4β.

Euoταθilζ στρωτη ρoη κovτι] στην ακμη nρδσΠτωoηq

Aσταθη δ'δαorατα {,ματο τo m]en.schichl]nΘ
Σχημαnσμδq iρδoorατων σoτoθnν κUμaiωv Kol μlKρoδvωντ!Ποu φoUρ(ετoζ'
EκλUσn oτoo9 λων σε περοl ζ !ψηλων τoπ κωv δoτμησεων.

κ\μακωτn (τοnoυ κατορρoκτn) aκλUση στρoβiλων oε nληρωζ τρδαστοτεζ
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6.5

Σrηματσ!oζ κηλiδωντnρβηq oε ronκα iroveζ δοκUμδνσεζ.
ΣUγΙ1i]vεUση των κηλδων σε nληρωζ τUρβnδn ρol]

ililEI

o δει]τερoζ τρoΠoζ μcταβoσηζ σUνηθωζ '!πo9onθoιμeνη μετoβαση 1bypags

ιansiton)xοlΠρoxoλεtrdlαπb oxuρ.ζ διοταpoξεξτnζ εξωτeρkilζ ρoaζ (λoγω ενδεioμεvo
τnζ aWασηζ τnζ τaρβnζ nou ουτil iχευ cνn nαρo(dμnτει nληρωζ τd φανδμeνα πoU

ox6τ ζowο με αστaΘεεζ τo lm en.S.lrl chl no. o τρonοζ τηζ UποβoηθoUμεvnζ (οΠo την

εξωτερ(n ρon) μετοβασηζ εivοι τUπκη noρiΠτωση ΠoU λομBοVε pρο σrοUζ

oερ oστροβiλo!ζ. Eξεταζofαζ ενoναερ ooτρoβrλo, eιτοζ iσωζοπδτηνπρ'τη βαθμiδo τoU

oUμnεστη, η ,ντοσn rηζ rυρBηζ τu εiνο σa Uψnλo εninεδα' Γevκα' μεσο σnζnτερUγωoεlζ

μnoρεiνo εxouμε επiπεδo τnρβηζ ρε iu=51ο% κοl οτov oμδρρou o τμaζ vd duξoνowαl
σε εnirεδo 152o% τo uψηλα Dπneδo 1, δKΦoλoγouv aκρlβaq την πoρστnρnon oΙ η

uετoBαση στον oερlοστρaβλo viνετo σUvηΘωζ υnoβοηΘoUμεvη ono τnv εξωτερlki] ρoa'

ο τρiτoζ τρδπoζ μεrdβooηζ εναr η μετoβαση μaoω oΠoioλλnoηζ' (seρaraiοd nοw

tlansilon) τo oτρωτo oρoκδ orρnρα οnoxouοτσl αρxκn κo η μετδβdση γivεtοl σε
αποκoλ\ημavη (oroστοση H μeτaβoση μnoρεiνα ouνoδευετα i) ox oπο αστδθεεζ ρonζ
τo! τnnouτο m]en.sc1rl]chιnο. H oπoκoλ\nμενη ρoa noU εγ νετUρBdlδηζπρoσκoDοτo orη

ο,.dλ_o - ..lοBοo1 /.o' ο oιo/-ο1c oJ-9ο'.n Σ lol σ-, o,.oi,oε!'
oερlooτρoβiλων kuρiωζ oτo σUμπ.στn κα σro oτρoBλo Ιαμηλaζ niaσηq. Γεν(n' n

με'oΘοο,/rοL σπo.ονro' L9' o .οl ,o.'\o1ουrρο.ε'olο'Uοa
εnrβραδUνδμενη ηπροφοvnζηδnσπoκoλλnμaνη ΣnζΠeρ Πτισε ζουτaqεiνo nσ6ωζπ Θονo

vα ouμgeikol o φ!σκδζτρδnοζ ρετoβoσnζ.
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oπωζ aδη ovoφaρθηKε στnv Evotητa 5'6 η μετaβoσn ρΠoρεi ηροκτκο να

o'oλ noΘι' με ro. oρ θ.o qρ.l o d. \ ρo.. -oι θoοlζ, lο ο o lο,o. oo. Γ -oJ oρ|οιo.
στρδμoτoq (ReΘ η R€2)' τo Σtilμα 6 4 πσρoUαdζε oνo Ιαρτn μετoBασηζ με δξονεζ roν
πορoπωω αρ€μo Reynods κol τηv Πορnμετρo εnπαWνσnζ κ (aοcelelalοn parame1e,. H

τελευrα o πoσδτητo ορζετο ωζ

(6.3)

KΡΙTτjPΙo

5οο

250

0
-2 (10)- _1ο-6 0 1o-6

x '1"

bπou xεivo η δ αμilκnζ σureτοrμdvη novω στo τo lωμα toυ ΠτeρUγioU xοΙ U η σUvorωoα
καtοτηv κστειΘUνσηx. Στo ΣΙημo 64 δ α(ρ νoυμε τlζ περοΙ,ζ δΠoU συμβo νε κοΘε ενοζ
οno τoUζ iρε ζ τρδποUζ μετnβooηζ ΠοU σUζητiθnkαvπροηvoaμaνo. Σnμε ωvετo on κΦ οι

δι'o ποσoτnτεζ ReΘ κΦ K nou οne κov ζοWo στo olilμα αtΘ οw στolΙoUν στην σρlη 
'ηζ

μετoβoσηζ. H Πoooτητo Kεκφρoζε φ!o κo τnν επ δροση τηζ enτaxuvσηζ τηζ εξωτεpκηζ

ρoaζ στnν oξdλξη τoU oρlοΧoU στρωματοζ' Στο σxaμo nαρoισαζowo (α ενδεκτκaq

γραμμaζ στoθερnζ ifαonζ τnζ τυρBηζ τηζ εξωτερrκηζ ρoηζ (γρo]rμ,ζ τ'=στaΘερδ) κd

δε wετοlnιoτεU€!νσn oιξouoαζ τι λ1e δεδoμ,νoτo loρoκrηρ στlκατηζεξωτερκηζρoηζ
(K καi τ,) αno tο Σxημα 6'4 εκτ!μoUμε τnν nμil τoU Reθ οnου Θα σUμβεi η μεroβαση
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τonoΘετδWoζ,νo τετo'o'σημεio μeτnβοσηζ πdvω oτo χoρrη του ΣΙημοτoζ 6.4 εxτ μoaμε
πdραλ}ηλσ Xαl τον iaf,o τηζ μetαβοσnζ nοU ενδεtoμevo θo λdβe] xnρo ΣΙo δ]αγραμμα

UnoρtεLn καμπι]λη μετηνaνδεξη κpΙiρoEUστδΘεoζ noυ ,1np]ζd τo δ αγρoμlo σε δno

nερotaζ. Πανω onotην xαμπιλη duτn pnoρε να ouμ9εioστaΘε d πoU νo oUνoδευετοl οπo

ενioi!σηκ!μσωvτolmenschlchιing.Στοδαγρoμραπαρoισαζεταeniσηζηκoμπιλnμε
tηv dvδe]ξn κρlτilρD Aπoκoλλησηζ' Πρδκε τo γ α (dμπaλη nou δiνε'ο οnδτην εμπε ρ xri

(6 4)

θα (dΙσπρoτoΘεiοno τoντhwates to1s.49)πoνωonδτηνoπoiαθοaπoxoλλn6e]τoorρωτo
oρσ(b στριμα κο σUνεπnζ στην nερinτωση αUτ'i ενδεxbμενo Θo λoβε γiρα μετoΘoση

μ,σω ono(δλλnσηζ H καμπnλη nαpoιdαζεrα] με δErcκoμμavη γρoμμη γlο να δεjεσ oτl,

μlixρ σημερο, δεν ε να εξακρ Bωμ,vn η εΠiδρdoη πoυεχolv o'α!τ]i δ οφορDτ κaζ r ρ,ζrηζ

ιν1,Χρ! τ{i,ρα n ρετδβοση στlζ ΠIερ!γtiσεlζ tοU οUμπεστa n τoU σrρoΘiλoU

πoρoυoloσθnκε ωζ avα xροv κο μbνμo φo νoμεvo' δlδ αστοτοU xαρoκτηρo. Σiην πραξη τo

φσνdpεVoεivo noλιnερ σσoτεροnoλanλoκo EναlενooτoΙαστlκo,τp]δ oστοroκo tpov κο

μεταβoλλoμεvo φΦvoμεvο τo οπo ο nρoKτlKσ μπoρεi vσ οUμβεi επε κoτα rnν oρθ]i (οπo

στρωτo oε τUρβωδεζ' αvaφdρετο στn βrβλoγρoφ]α xοl ωζ loNard ιransiion)ε'ε κατo tην

αwioτρoφη φoρn {οrδτUρ9nδεζ oε στρωτo' ie am]narzaiion η .eνeΙse 1lansjtion). Λδγω τoU

rcρoδloL ,ρoJ,o |-η μο.'_oL] ldoο1l' οο 1rρι';οrlζ ε/o\
oερoorρoβiλou, η λεγδ1]ενη περ oδκa μεrαooo;] (per]οdciEns1on).iνo] aνoζ τaτaρτoζ
πΘoνδζ τρoπoζ μεταBασnζ Στηv nερ nτωon ouiil σημαfLκδ ρδλο στη μετaβoση rοiζε o

oμoρρouζ nοU σUνoWo μα πrερυγωoη κa προdpxεrα dro τnv oναfln]εριγωση nou

φισ(oΧνεiτooεσχaσημεtηvτρdxοισo.lodxρoljμερo\γωρiζουμεπoλιλiγo!dτovrιΠo
οUτo μεrαBασηζ (ποι μπoρεiεκτδζ αno τovoμορρoυ vo οφεiλoτor κα στo ιι'μdτα kρooσηζ
lοJ Γρo\liθ',]iΦ οlο 1. lρolγο'.I o.\ o o ο ]ε\o.aζ δj,

Φοiνετο νο πoροkoι]nrε nζ nρωτεζ φασeq nou δοκρivομε oτη φUσlκη μετοβοση.

6.3 H MεταEασn Mdσω ΑπoκoDnonc

δοiτερo ενδ oφaρov πoρουσaζε n μraβαoη οno τn oτρωτil στηv τUρBnδη ρoη η

οΓoo ΦJ8o.'l 
^ιρo J.οu Δμεoo ο. JJΦοo.Σ,Γ JΣ oLτr ι !o

εμφoνlση τnζ φUσaλ.λiδαζ οπoκδDησnζ (seρalalion bubblθ). o τρδΠoζ ouτoζ τηζ

oποκoλ,\ησηζσUvοrστo oUνηθωζστoUζ σ!μn εστiζ καloτoUζ στροβiλo!ζ μεΙαμηλ0 λdγo

nεoηζ' H πρoβλεψη κοl κιρiωζ ο ελεγtoζ αuτoι τoU τρoπou τnζ οπo(oλ\nσηζ βoηΘο τo

σYεδnστη τηξ oiρoBλoμnyσvliζ να ουξησD τo βdΘμδ oποδoσl]ζ τηζ Eπεlδη τα nτεριγo
-L, o μacolJ. οι.iΘJs,,l o'ρ.o . L' o1οaο'lηο l, ζ ool . οΣ .o1oo -. rJο ioιζ ιο
εηαδiLτo χoρσκτnp]στ(n λεtrouργioζ τoUζ oε σUνθηκεζ δοφoρε1(.ζ dno ouτaζ ψo τζ
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οπojε( σΙ€δloοθn(ov (offdesan) eξορτ{i]ντο ΧUρiωζ σπδ to απoκoλ\ημavo Iμnμo τoυ

πεδioU ροηζ, γiνεrα οfληπ'δ oτ n σx.δ]ooη ενδζ nτερυγ]οu ποU θα εxα ελεγloμεvη
pεταβoσn !aσω φ!oαλ.λiδoζ onoκoλλnσηζ σUwελe]στη βελτωoη τo! BοΘμoι aπoδοσηζ.

o φυσολλ]δεζ onoκδλ\ησηζ (nou ηδη ovoφ,ρΘηκoν ενδεκτ(α σto Kεφaλοo 1)

δiακρ]νοrοl κUρ ωζ ωξ μlκpoi κα μeγολou μηκoιζ' H δ oKρ oη γνετo ΧUρjωζ σε σxdoη

με την επiδραoη nοU aΥoιν στη oυνoλΧη κατaνoμa πieσηζ. ol φUoαλ.λiδεζ μlιρoι] μilκouζ
δiατoραoσoυvron κo μδνο τηv κoταvoΙ]η r εonζ κστa μiΧoζ τo! πτερUγioU. Γlpoκεrα γα
Φuσαλ,\iδεζ δπωξ ouraζ no! nαρouσ ασΘηκovστo Σxημo ] '7' δnou η kaτoνoμa πioσηζ nρν
(Φ μετa tη φUooλ.λ]δo δεv αrλαμ9aνετo oUoαonKα την υπαρξη τηζ o φuooλ.λiδεζ

μoγαλou μilκoυζ αλ.ληλeπ δρoιv μ. την εξωτερ X'i ροn κοl κοτα σUν,πε d oλλo 6νo!ν tnv

κdτdνoμη n εonζ πρ v κo μeτα τnν nερ otil εμφαvσnζ τοUζ. M κpaq dλλογ,ζ στn γων]ο

πρδσπωσηξ η σrovορLθμδ RΘνnolds τηζ ρoηζ oε aνoπτερnγο μπoρoιν va μετατpaψouv

μlα φUσολλiδα μlκρoι μηκo!ζ σε μεγαλoυ μaκouζ η τo owioτρoφo' τo να μετoτρona μE
φυooλλδο αnoκoλλησηζ σe μεrαλou μaKo!ζ (ονolγμα τηζ φuσολ.λiδοζ η burcting) μnoρεi
νo πρoKαλ,σε' δραμαnκil μεiωσn οτην αvωoη τoυ nτερuγioυ iαl πθονδ νo oδηγε σε
απω€E στηρξηζ (s1a l)'

τd Eoσ κα tαρaκτηρσnκα ρ oζ φUoαλλiδαζ στρ!τ'iζ oπoκδλλnσηζ nαρolo oζowα]
στoΣxaμo 6.5 H ροil αnokoλλdτο ωζστρωτa (o εnαναkολλdτα ωζτUρβδδηζ. Στηvπροξn,

nανω σε dναnτερaγ o οrρoβ λolntαvilζ η ρoη e]vοlτρrδ ooτo1η (οltρoνkn μη μoν μη oλλa

εδιi θα μoλετηθεi με oUγKεKρμ,vεζ orλoUστει]σεrq. τo dnμεiο τηζ αloκδΜησnζ
(συμβoλζετοLστο σxημα με xJ ixο δπμηκη kλ ση πjεσηζ (η aντiστo xα δ αlaKη κλση τnζ
εξωiερ(nζ τοxoτnτοζ) ro! xοΘoρiζετor (orα τhwaiιes απo την eξσωση (6'4). lν1εtα την

onοκδλλησn τnζ ρoηq, η ρoη t!ρ ζεtΦ σε δUo τμaμolα με δloφορετ(il καtovoμη n εσηζ
oε κoΘε dνα αnο σUτo oπωζ φοiνετo στο Σlilμα 6.5, τo πρωτo τμημο ,Ιε oτo€ερil

εξωτερ(n ταΙ!τητο (αρo κσ nioση)' εvω τo δεaτερo τμnμo σUνoδειετα οnδ nτωoη τηζ
εξωτερlκilζ 

'αΙυτηταζ 
κοι τσUτδxρoνσ,Woνn oναkτηση τηζ ni.σηζ. H δ α(ρ dn oυrη εivo

σε οπδλUτη σUμφωviα με τo oσο πορoUσ@σ6ηκον oτo Σnμo 1.7' Συγχρoveζ θeωρ]εζ περi

tnζ φUσολλiδσζ οπo(δλ.λnonζ Uoθετo0ν την anσρξη μo9 αdioθoaζ σrρωτnζ ρoηζ μ,χρl
τη θdση \ (Σχημo 6.5) kα την εμφαvση τυρβωδων Kηλδων (sρol) πoU 9oηθoiν στη

μετoBoση. H τελeuτοiα λoμβαvε|μρο μετdξι \ κο Ιτ. Mετo τη θ,οη xτη ρol]ενol π)€oν

rUρβωδηζ καl ωζ τ,τοα oπovσκoλ.λorσ.

τo Σχημο 6 6nopo!σαζε μrc nρooεKnκil σuλλoγi oπo owiστoryo nεlρoμοro. Στov
oρ ζofD oξoνo σΙεδοζσol o αρθμδζ Feyno dS τnζ ρoilζ no! Θασiζετo στo πoΙoζ oρμηζ

σ'o σημεiο τηζ αποκoλληoηζ (onμεo s καl γ'οUτο θα oUμβολiζ*o με ReΘJ. Στoν

κorαkδρUφo αεoνa παρoUσ αζ.τα ,vαζ dρΘμoζ Reyno ds ποU βασiζετo oτην οnooτoση

μτ.Ιs) (o Θd oυμEoλζετo με Fesτ Αno τα Π,νrε πε ραρατο πoU ΠορoUσ αζoWσ, μδvo ro
τελεUταioεiνο σε ιψnληnμη rηζ 6wασηζτηζτιρBηζ (τu=23"/'. oλdτd υπoλono εναlσε
πολu μκρδτερο εninεδo τ0ρβnζ {τu=ο205γ'. nαρδλo oUτo,,orω κo αv κoτoρχη δεν



τoρδζουv με τo εnrεδσ τυρβηζ
σΙρoβiλoUζ, τo σιι]nερooμoτα nοU

σe β ομηYovxoι]ξ σUμllεoτ,ζ κol
Σx]i!α 6'6 εiνor αρκετn xρnσμα

Ξ

l'..
I

ι

I

ι

-ι

τo πeρσσoτερo oπo ro nεlραματα ποu ΠαρoUσαζofαl στo Σlημο 6.6 μΠoρoavνα
πρodεγγσΘoυv με την εUθε ο

(6.5)

εεoωση (6 5) xαρoκtηρiζofσ ono
onμεiα πoU Χεiηαl!ψηλoτερo κο τo

Re"τ ' R.τ- R." = 7Φ R.::

oλα δa τα πεlρoμo'α no! nρoσeνγ]οΘηκον οπδ iην

φυσoλλiδεζ μ|κρoι ρηκoUζ' τα τεσσερσ nε ραματ κο
οπoid μroροι'ν να nρoσεγγlσΘoιν μe τnv.!Θεiα

R.J = ,Rεr Ι.' . 13Φ i.j,? (6'6)

εiνo αUrdπoUYαρoκτηρiζoνia απaτηνιΠopξηφUσdλλiδαζoπoκoλλησηζμeγολoUμηκoιζ.

Σε σUμφωνiσ με τα προηγoιμενo, o oρΘμοζ Feynods nou M στoll€i σro μilκoζ
ρεroξnonokoΜnσnζκαlσρxaζτηζμaταβοσηζ(Res1=Βe|ΒeJnροσeγγζετοκolnoλoΠδ
εUΘεieζ. Ετσ γα φUσολλiδεζ ρxρoι μilκouζ e]vol
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GASTεR (1969)
RoBERτS (1980)

BELLOV1/S (1985)
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Resτ = 1300 Re o.7

τU=2s

Re.1= 766 g" o.7

,Φ" = R, Ι., = 30ο n"l;'

ενω γlo φUσoι\δεζ μeγoλου μaκoug εiνσl

,η." - R., ft. = toω R.:l1

(6 7)

(6 3)

Αφa ριi]woζ τq σ}€σaξ (6.4)ωζ (6.7) κατaλ\ηλο μπoρεiνo nρoi!ψεlo αρ]€μδζ ReynοdS

nou toρoκτηρiζε τo μilΧoζ μετδ9ασηζ xτ.\, δnλοδil o Relτ-Rετ-Ral, το πεlρoμοτo ενσl
ορκετo δ ασκoρn oμaνο ολλα γεvκo μπoρoιμ. νo πouμe aτ τo ρaKoζ μεταβαoηζ εναl
o οΘ,ρolo o,εεoρi.io_o μ }ο . ll Φ οo\1δοζ c.δι}'ιδ

Ι.,r - Ι.' - R"Ι - anο F.i,' (6.9)

H σtεσn (6'9) κΦ η σΙεnxn ονoλUσn δει!εl oτ η δαφορο μcτοξι] μ κpoι] Ko μεγαλo!
μη(oυζ φUσο)''λ δων αnoκoλλησηζ δε σΙετiζεrαl με τo μilκoζ μeταβοσnζ αλ.λo onoκλεlστ κo

με tηv dΧτoση πoU κoταλoμβoνε τo αστοΘiζ στρωτο οπoκολληρ,νο oρloκo oτρω!α

ο/ο\ oη. o', ρo' /ηθ']-ε Bοο oΘ1ι. οr /ο l οoοoJ, / o' ρo -_ ρo-o'q/ λο.

επo!,νωζ τo oυ!nερασι]ατο τηζnρdne vο οfL!εIωniζovταl ωζ ενδelr κα κο oxι oπδλιτo.



6.11

Πo παραδεryμo' ol απλdζ ox'oεζ (6'5) ωζ (6'9) nou πoρouoEσθnKαv δε φανorοl νσ

εξαρτωro ηαρομετρκo οlδ τηv τμa τnζ ενrασηζ τnζ τι]ρβηζ τu

noρo τηv αβεΘοotητaποU η nρoηγoι]μevn μοΘημοτ!κil αvnλυση πoρouooζε, εivο

ενδQφdρoν νο εnYερnooυμε την oneκδvση τηζ μετoβoσηζ (ονεξαρτητα τoU ον ouτn

σUνoδεaετο με οnoRoλ-λησn τnζ po]iζ η δx)oε εv]οio δ αγραμμd' Eνo τdτo o δ oγρομμα

δivεtαl στο Σxημα 6.7' δπoU σtoδαζε'o o ορθμδq ReynodS ReιττoU μηkouζ μετδBασnζ
ωζσUνoρτηση τoU αρ]θμoι Beynodsroυ nοχouζ oρμηζ στη ΘaσnπoU ξεX]νo n μετaβoση.
H πληρoφoρiσ nοU πορouoloζd τo σti]!ο oναλUεταl στη oUνεlεrc. xρηoμoπolεna ωζ

nαρδμετpoζ η noooτητα λ6s πoU εxεl oρ]σθεi oτη o\€on τoυ τhwaies ωζ Ιε;Ι oro

σημεio οπoκδλ\ησηζ τηζ
avορξηζ τnζ μeταΘοσηζ

H nσρoδoΧη oυτη εvοl
μετοξn τoU σημε oU nou

ρoηζ. Θαovoγρdφ.το δμωqωq λe (σθαdvτστolΙε oτo σημD]o

αvτi στnv οloiδ}Ιησn, καvoroζ τnv παρoδoχη oτ

nεραματκο Dλεγμ,vη οφoU τo noΙoζ oρμilζ oλλαζεl ελoΙ'οτo
αnoκoλλατο η ροn xο τoU onμε oU noυ ξεkνα n μετδBασn.
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6.12

Σ'o Σxi]rα 6.7 απεlκoνiζε'αl ορxκα μ]ο εUθaο γρα!μn (στnν πανω nερ]oΥη τoU

σ\nμoτoΦ nou αWστο x€i στη !εrαροση γE πρoσκολλημavη ρoη σε εninεδη πλδκo. H

περiπτωσηαιrηrcρα$nρζετο κolοΠδτηνnμηλΦ=0σφoιηεξωτDρκηρoηεiνo σταθερli
κο σUvεπ'ζ (oλ,nε ox'ση {6.3)) σxaεl κ=0. H eξ!σωon tnζ εUθDioq ou1nζ,Ι€lBρεθεi oτ

6.4 H lνlΔl 9!sΙa€ηερ!!ao€ ;!

(6 r0)

MετnBooη με Θεnκη δαμiΙκη κλiσn πiεσηζ (dp/dx>ο) συμΘaiνε σε dηρε]ο τoU

aoγραμματoζκoτωτηζεUΘεiαζ o!τηζγρομμ'iζ' AwiΘετo, ovηδ oμηκηζ Xλoη π]εσηζεivοl
oρνηnκil (dpldl<ο)τaπ η μ-αβoσn λαμBdνεlγnρo σεoημεiσro! δlογρα]rμοτoζπαvωοΠδ

H μετoθοσn μ,oω φuσολιiδαζ oπo(δλλnoηζ (δτον η afdση τn9 τaρβηζ τηζ
εξωτερlκilζ ρoaζ a]νσ xομnλi) δanετο οπδ tην εξiσωoη 16.9)' Eiνo η περiπτωση πoU

οf σroryε επionζ στo κρπaρio οΠoκaλ\nonζ τoU τhwaiιes (λΘs=.ο.ο32 βλεnε εξσωση

{€.4)). ΣUγxρδνωζ oxεδ@ζεiαl κο ρlο κομnιλη πoυ αmE'o]Ι€ioτo μaκοζ μDτoβoσηζ γlo
πρoσκoλ,\ημdvεζ ρoaζ' σε δEφορσ εΠiπεδο ,Woσηζ τnζ τ0ρβnζ oλλσ σε oUνθn(εζ
λos=_ο.ο32. H καρnnληοUriΙ δαφiρe] απδ τη μετaβooη μaσω φUσαλ-λ δaζ αποxδλλnσηζ Kαl

δε Ι!d on τo μηκoζ μετδβoσnζ ε]νσ μlKρo'ερoδταδημ oUρrDnσφUσαλ.λjδo αnoκo)"\ησηζ

αno δτ oν n ρoil ενo πρoοκoλ.λημavη εdτω (o ονo παρoμετρolλα κo \s ενo δεζ'το
σημε]ο τομηζ τωv διο γρoμμων {με η Χωρ ζ οΠo(δλ\ηoη) εiνo γιρω στo ReΦ-3οο. Alril
ενΦ η μεVστη τ μη πoU owστolΥεioτo oνο γμo (buls1ng)rηξ φισολλiδαζ' κατω απδ οUτa,

μπoρεiνd UnoρΙouv φUoαλλiδεq llκρoa η μεγoλ'ou μilκouξ.

τ,λoζ παρolodζετο κσ,να oινoλo KαμπU\iν (παρouσrαζowor με δdκoκo!μdvη

γρομμη)noU of oioryoυν στα μηXη μετδBooηζ πρoσιoλΙnρdνηζ ρo'iζ σε δοφoρεζ il!εζ
τnζ δEμiκοuζ κλiσnζ π]εσηζ (o δoφoρεζ εWασeq τnζ τιρβηζ.

N ρoil σε μσ nτερaνωoη oUμrεστilεiνo noλυnλoκη κο rερaxε περolaζ oπou η

ρon εiναlafoνo τρδαoτατη λoνω τηζ επδρoσηζ τωv τol\υμαtων των κελUφδν (endwal

eneοts)ολλα κο τnq ovnμ ξηζ τnζ ρoi)ζ πo! δ ορpaε io oκnν(b δ ακενο με τηv κιρ o ροn
o nρooναφερΘεiσεq δao περ ox,ζ oUνoδειofΦ μe drοveζ απωλεlDζ noρoλο rαυτo,

αRoμo Xα γ αnrερ]γωση ποUλεποUργεiοεoUν€ηκεζ σΙ€δiασnζ ol αnωλε εζποU nρokoλεi

1 |ρ|Bη o|ο l .ρ.,lo l oρ,l o.'.ο ορ.ιlο ο lμo, ι ..o',o oJl |-.πltl |-ελρl ιο -o o
5o% στ( σUνoλκ'ζ onnλεεζrηζ BοΘ!iδαζ. Eoν βaβoσ η ΠτερUrωσn λεtrouργεiσe δλλεζ

σUν€ηκεζ απo αUtεζ γ|o τlζ oπoieζ οxeδEdθnKε (ol, des]οn) o oπωλεlεζ oιτaζ γνοfοl
okομa nΦ σημοrrκaq, κUρ]ωζ λογω τnζ μαζκηζ οπoκδλλnσηζ τnζ ρonζ oτα nτερυγα
Στo!ζ σUμnεστ'ζ (δnωζ καl στo τμa1]ατa Ιoμηλnζ Πiεσηζ oτρoβiλων) η οπoκολληση



o nτερUγd]σ.ζ τωv σι]γxρoνωV σ!μnεστnν γ]vοro axowοζ npoδioγρoψε τnv

κατoνoρη iηζ ταtnτητoζ nοU θο δnσοUv. Πo vo μπoρdσε o σxeδαστηζ νο πρoδEγραψεl
τηv κατoνo!η α!lη (σζ lroθdσoυμε δτ o σx€δoστi]ζ δ αΘaτεl τo μdσο ιπολογdμon πoU

ο-orη..σοιoμ1o θο o δ.oo'.l' |,oοΦ'lo' ρΣ o'n'io-τρ'lb,;οll
πραγματ (o νσδ]ve τnvεπθUμητa (οroνομi] ταtυτηταζ) πρ,πq vο εxα Ιrο noλι] κoλil γνd]oη

τηζ eξdλξηζ τoU oρlοκoU oτρωματoζnδvω στο nτερaγ ο πoUΘonρokληΘε με tηvκσονoμη
oυτi Αφoι μaλστo ,ναζ σι]γxρoνοζ σ!μπ εστηζ πρaΠεl vο |]noρεi νo λετoUργε σε εVο

μεγdλo εJρoζ ouνΘηκδv ρoηq (μxρonζ n μεγολoυζ oρθμoaζ Fοynolds τηζ ρoηζ,
δ oφoρετ κoιζ ορlΘμoι]ζ Maοh, θετκiζ n oρνητ(aζ γωνiεζ nρδσnτωσnζ τηζ poηζ κo ioωζ

Joγo\'lζ o lo, l'l\ - J]ζ) o ολ'δοoJδs'o ο' l'ο':1Ι ερlοο ο

€'13

σ}σiζετο με τn μεταBαση στηvτUρβωδη ρon iο γο tο λδγοοUτδ η σχioη τoUζ πρεπε va

o θαo Χoζ poλoζ τηζ μeτaβοσηζ oε dνα ouμr εστilδεv εivοι !oνο rο να ελeγx€oιν
ol αrωλε]eζ noυ πρo(oλoιMo XotατnλετouργiοσεσUvθηKεζσlεδσoηζ αλ}o κο νiαvα
9eλtωθεiη σUμπερφoρo τoU oτον λεtrοUρνεi.κΙdq σινθn(ων σχεδiασηζ
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nou πoρouσoζσ τo Σxημα 63. Στo
συWελεσrn niεoηζ ορ nou σuνηΘωζ

ζ,=,
:lρv' fu'

ΣΙi]μσ ouτδ σxεδaζεταl η κατονoμη τou

ωζ σUνδρτηoη τηζ οδEστοτηζ aπδστοoηζ ιdiα !ηκoζ τηζ Ιopδaζ (t/ο)' nοσδτητεζ ποU

φaρoιντoδεiκrη i.lel ovσφdροWο πρoφoν6ζστnvεσoδoτηζπερnγωσηζ lι4ετnβοilΘεα
τoU σχnματoζ ouτoυ θο γiνouν oρσμενεζ πoρaτηρaσεζ ποU θα εnfρdπouν τnv εικoλη
κoIoνonon ofioτoltωv κoταvομnν' Ετo, oτnν ορxil των δuo καμπUλΙirν (noι owστoxoυv
nι]ενnαvω στnvπλεUρa ιπερniεσηζ' η δε κoτωστηνπλειρσ Uπoπiεσηζ)nορατηρonwσ δι]o

Uπερaκofiσεξτnζπiεοηζ, πoλU nερ oρlσμavοU τonRοι xoραkτnρο. ΑUτaζοφεiλowo oτnv

απo1oμη dλ.λoγn τnζ κα!π!λοτητoζτoU nrερUy oU' πoλ! κord στην ακμη nροdβοληζ' AUτδ

πoρouo oζετol ενδειknxn στο ΣΙημο 69.

βrr)

Στnν nλεUρα uπερπεσηg ιο μετo iην ηρoοναφερθεiσα UnDpoκδfon, η r εση

αυξαd μiΧρl περiπoυτo μaoo τoυ πτερUγioU. Στo !Πoλomo μσonερinou Πτeρι]γlο, n π εon

Στην nλD!ρo Unoπ εoηζ καl μετo την αfidron υπερoκoησn n πiεση ελατΙ{irνετo

μaxρL μα eλοxστη τμη κo ρετο οUξονε εrοvδτοτα Στo τελεUτοiο τμriμο τηζ πλDUρoζ

υποniεonζ n αιξηση τηζ π]εσnζ ε νσ πoλι] λγoτερo afoνη Σxεδnζowαζ τn ρορφη τηζ
πλεUραζ lnonεoηζaτσ δστε νo αf στolΙεiσε μ'ο τaτo α καtoνoμil π eσηζ.n τUγroνoυμε

τη μ,γστη δUνoτa στροφη τηq ρonζ (σoδJvομa' τη μεγοτη δUνατn oιξησn τnζ πiεσηζ oτη

βοΘρiδα) με nζ μ1κρoτερεζ δUνστaζ onaλε εζ πoυ εξooφαλiζowΦ με ενο στρωτb oρdκo
oτρωlo oτo nρ6τo τμi]μσ τηζ πλεUρnq Uπoniεoηζ καl μεταβσση στηvτUρβnδη ρoη κofα



6.15

oΙoσημεioτηζ eλoxσrηζ njεonζ. ιJ]ε τov τρδπo αUτo η nερolη τnζ οΠoτoμηζ oιξησηζτnζ
n εonζ (δηλαδ]i τnζoπδτoμnζεπlβραδUνoηζ) cνeργεiσε,νoορ ακboτρωμo nou μoλζdγνε
τUρβω6Dζ κd (oτo σUνiπε o ενσ nολι] λεπrοa nοxouζ καl oρo ορκετo δUσκoλo να

oποXoλ}ηΘεi Eπε δη oι]ωc n enβpoδUvoη εiνo]εWovη, πpοΧολeτol γρηrορη οnξησn τoU

ΠσxουζτoU τUρβnδoUζ ορoκo0 oτρΦμaτoζ καl γlo την oπoφUγη μσζ aπoκδλλησηζ κofα
στην oκμη εκφUγaζ η δ αμnκηζ κλiσn π eσηζ γiνεrα]nερ oσoτeρo ηnE σroτ.λe!τοio τμηρσ
-1ζ r<' ρdζ U lol 

'ro '.. 
Ano ' oηJoo o i.ζ οJol'

πρoβλεψηζ τηζ θaσηζ μDταβooηζ ωoτε τo oρaκδ στρnμα νo εivο aδη rιρβωδεζ στηv

περ oyil tηζ dwovnζ επβραδινσnζ.

Σrη oυV,tεα o\€δοζoυμε tηv κοtαvoμη τηζ πορα!εrρoι εt]ταΙυνσnζ roU
αWιoτolΙεiστo nτoρaγo κο τnv κoταvoμη n]εσnζ τou Σχi]ι]oτoζ 6.3' AUτη παρoισαζeτo
dIο Σtilμo 6.1o καl οη oτolΙεiσε ορ θμδ Reynο ds με βoση τηζ toρδηζ iσo ι]e Reο=3X]ο5

o nολa awoνεζ μετα9oλaζ oτην koroνoμi]τoU κ κofα στnν ακμη nρoσβoληζ (noυ' δnωζ

εξnγ]ioαμε nρoηγonμεvο, oφεiλowo oτ ζ oλλdγaζτηζ καμn!λοτητοζ)oυνηθωζ nρo(oλoιV

μ κρaζ φUσοι\iδεζ στρωτηζ οΠo(oλ.λησnζ στnνoKμiι ηρoσ9oληζ. Γεv κo τaτolεζ φUodλλ δεζ
δεv aYοUv εniπIωσn onζ απωλεlεζ τoU nτep!γioυ κο κοΘδλoU ωζ μ(ρn εn δραon στnv

4
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6.16

εξaλξn τoυ oρoxoa dlρωματoζ nou ακoλοUθεi. Bεβαiωζ, n τελεUταiα πoρσliρηση noι'εl
νo lσl!εl oν η περιγωση )€foupγεi oρκετo oκτoζ ση!εioυ o}€δioσηζ. Στo iδo σlaρo
πορouσoζετol καl τo oρlο nμlζ ioU κ noνω oπa τo oπoio μπορεiνo σUμβεiη oriσρoφη
μετnβσση (reνe6e transiiio. il Ιelaminanzat on), δ @δil η ρoη νo ξαvσγiΦl σρωrη. τo ορ o

(6.12)

σYaoη (6.12) εiνolεμπεlρκδ, oφεi)σo oτoυζ sοhlaub xo KlinΘ (1965)

(ο)

(Θ)

Φ n ρon εiναl τ!ρθnδηζ κο τo K μεγσλιτερo τηζ τμηζ τnζ σxddnζ (6.12)' τοτε

εvδoχδμovα η ρon Vα μετοβεi σε oτρωτη koτooτooη κo
Φ η ρoi] εiνο oτρωτη κolro κ μενσλιτερo τηζ ilμηζ τηζ oΙ€oηζ (6.12) τδτε εiνo

αδnνoτo να σUμB, μετδβαdn oε ruρβωδn κσoσtασn'

Eπεδil, εξ oρσμon, η noρoμετρoζ κ ενol οWoτρoφωζ oνoλoγη τoυ oρΘμol] Β€ο, 1ο

πooaπoνω οπoτελddl]dτα lnoρol]ν να πρoσορμooΘo'v ει(oλo oτoν oΜoξel o σρlθμoζ

l'1τKlEΣ ΦYΣAΔΔlΔΣΣ
,T?ΩTΙl' AποKoΔ.,|ΙiΣ}ΙΣ

Σxiμα 6.11

olnερoΙ€ζoποUη ρori ouνilθωζ υφioioταl μετoβdon σε τUρβΦδη' oε aνα nτεριγ o

σUμnεστil, σκloγροφoυwo στo ΣYaμd 6.1]. Στnv πλεUρ6 Uπερπioσηζ] η μεIoβdση ξεκrνo
συνliΘωζ πρv ono το σηι]εiο rηζ μδγoτηζ n εoηζ' Στην iδQ πλευρα kο (οWo oτην αKμil



617

εκφUγηζ' η πoρομετροζ εnτaΙ!νoηζ Kμnoρεiνα λαβa noλa Uψnλiζ τρ,ζ Χo evδεχoμeνα
vο oU!Bε] κα αWiστρoφη !ετaβooη σε στρωτa ρoa' Στην nερ]nτωoη no! σUμBε η

οwioτρoφη μεταβοσn' τoτε ro μεγaλυτ.ρo τμημο τηζ πλεUρoζ υnερπiεσηζθo 9ρiσκετο σD

μaτoβατκη κατaσταoη, οηo il προζ τη στρωτη ρon. nρ,πε oμωζ να tovσΘεi δ1 το

πdρoπΦω δεν πσρουσidζουν δorερn σημoσο γα τo σxεδEστa τnq στρoβlλoμηxoνηζ

oΦoιJ o αnιiλε εξ nοU oφεiλorσ oτη ρoη onωζ δdμoρφδvετο στην πλεUρa UnερΠiεσηζ

εiνo oUγKρtrκo noλ! μκρδτeρεζ απδ αUτ'q τnζ nλειραζ lnonεoηζ Eνα δa n πλεUρo

ιΠoniεoηζ rou nτερUγ]o! dιτη στηv oπo]ο nρεπε νσ δoΘεi δo rερn πρoσοΥη κατδ τη φaσn

ΣInνnλευρo UπoΠiεσηζ' η μετnβοση ξεκνo κοντd oτo onμεioτnζ ελοxστηζ πieσηζ
κo| σUμβoiνε Uπoβοnθοι]μενη απδ την τnρβη τnq εξωrερ(rlζ ροηζ η μaσω οΠokoλλησηζ.

noDζ τρδnoζ οπoκδλληonζ θo σUμβDi εξoρrατοl oΠo roν aρθμο Reynοlds oπωζ
πρoovαφερΘηkε' η σΙεδiαoη εiνο εnruΙaζ οv η μετoβooη ολoKληρωΘεi np]ν tην οπδτομη

ονoσησnπεσnζ Mετo τη ρεrdβoση' roτ!ρθδδeζ ορlοκδ στρnμo σUfηρεποι συνiθωζ σ'
κdταστoση ελεγxδμενηζ δlotuσηζ (οonilolθd dil1usοn)ποU nρoflKα oημoνε oτ

lι,η o πρ6τη γνωρlμiα με τη οUμnερφορn Πτεριyων σUμmeoτη ελεvχομενηζ δ oΙισnζ,γ]νε
σΙην Eνoiηio 1.3. Eνο πτερυγ o eλεvχδμενηζ δLoχισηζ πoρo!σ αζετo σto Σxaμa 1.5' evιi

η nρokonτouσo κοτovoμη τoU σεΦρomKοa oριθμoι Mach Ποv! στο lτερι]γE, γ αδ oφoρεζ
Θεnκεζ xο oρvnτ κaζ γωvi.ζ ΠρδoΠτωoηζ δivofαl oτo Σxl]t]α 1'6. H σUνθηκη (6 r3) τnζ
eλDγΙδμεvηζ δoΙUσηζ εξdoφαλ]ζει τηv dναπτUξη τoU oprοκoU oτρ'μοroζ με στoΘερδ
πoραVofαμoρφηqκooUWελεoτητρ0ηζKoτοτοUqπολoιδτDpoUqσx€δEσμoUζΠτεpUγiωV,

ηΘεnKη δαμηκηζ κλiση niεσηζ πoU οκoλoUθoaσε nταv noλU nιo aWονη' AUτη nρoκολoaoε

μεταβοσnnoU (oldλoμβoνε onμαWκo μηκoζ κο πολ\aζ φoρaζ oδnνοιoε oε o oκολληση

τoU τυρBιδoυζ oρ ακοι] σρωματoζκowo dτnvοXμll εkφUνi]ζ Σe αf Θεσn μετη λDποUργ ο
nτερυγωσεων ελeγχδμevnζ δο}ισηζ oε σ!νθi]κεζ εκroζ σΙ€δioσηζ, πτDpUγnσεζ
σxDδlασμavεζ με τoν πoλooτερo τρoΠo πoυ οναφdρΘηκε Ιoροκτnpζowo μo oαΘμaio
α0ξησn onωλεωv καθaζ οUξαvεl η γωνio πρδσnτωσnζ' μaχρl τo σημe]ο κατa τo onoio n

οnοκδλληση θα dυμβδi nρν oπδ τη μεταβαση

Στηv rλεUρn !Πoπεoηζ μπoρε] να σUμBe] μετο9oοη Uπoβοnθoaμ.νη oπδ τnv

εξωτερiκη ρoη ll !. αποκδλ\non. Θο δ ατUΠωooUμε στη σuva$ α dνα ομπe ρ κδ κρτaρo γ α
την εaρeoη rοu iρonou μετο0αoηζ noυ μπoρe νo oUμθDi οε μ'ο rτερι'νωση. rvωρiζoυμε
οπo τη σl€on (6.,1) τoι τhwaiιes bn η στρωτη ροa θο οΠoκολληΘεiorοv oρ'dκo (ωζ oδτητo)

κoνοro]nθe]η ovσδτητo



Eπioηζ, atε γivεl καl πρoηγouμevα η πoρoδolη bn

ΣUνδUαζoWoζ τ ζ δUo oUτ,ζorεoεζ κατσληγouμeδτ rο
ξεκνnπrlvτηνοπoxδDnσnτnζ ρoηζ (κΦ σ!νεπδζΘοεivο

μlο στρωiη poη n ]rεταBασηΘo
Uπoβonθοaμεvη μετδBοσn) oτον

(6 r3)

Θπoυ F6Θ e]νσ o ορθμoq Beynods τoU nαxοUζ ορμηζ στη Θaoη πoU ξεκNα η μετnΘαση.

100ο

10ο

0.1 1

EΝTΑΣE TΗΣ TΥPBΙrΣ (τut)
10

o

+

,.,- Reα = 4οo τu 
_5/8

a

schυbaυΘr & Sklaπslad
Αbu€hannam & shaw
Gοste ov. & RaΙnachandlan

schUbaυe. & κlebanojt

Η ι]ελdτη nολλiν nDlρομaτωv μεrnβoσηζ σε τ!ρΘaδη ροη απo τnv επiδpoσn τηζ
εξωτερκaζ τιρBnζ noρoUσ αζετo oτo Σtημα612. Στο σΙnpο οUτδφοiνετο oτ o αρlθμoζ
Reynοds τoU nοxoUζ ορμnζ oτo onμε o εναρξηζ τηq μcτoβoσηg (ReΦ) ενσlUψηλοτερoζ
δσo ελoττωνετo n,Woση τηζ τιρβηζ τηζ εξωrερ κηζ ρonζ. H σUoxδτ on των πεlροματ κων

δεδoμενωv νρnφεταl στη μορφη



(6.14)

t! xρησ μono εirol σlζ oFσerζ ouτaζ ωζ nooooτo (n x.τu=5) κol ax

{n.t. otlωζ τu=0'ο5' γlο,wdση iσn με 5%).

ol oβoεrζ (6.13) κo (6'14) σUνδUαζoηοl κΦ δQτ!πδwτol οn η μετdβoση μπoρei
vσ λo9e] Yjlρo πρlν iην oπoκΦ"\ηση τηζ ροηζ α

r > ξ."' - 5.ι3 " tοJ τi]1 (6 1s)

0

-2

κci- -3.s(1o)6

i-6

-8

-10

l-<-;iili:i";θ;

5

H σxdση (6.15) πoρσ1ovετο γρdφ κd στο Σxημo 6.13' γE arαoη τηζ τιρβnζ τηζ
εξωτερlκi]ξ ρoilζ στην περlotη 0<τuζ10%. nονω οπδ τη γρα|]μil noU σχεδEζoταl στo oxnld
ουro' η μεταBοση πρoηγerσ τηζ αnoKo)"\nσηζ' κnτω απb oUτη η οno(o)'ληση πρoηγDnαl

iηζμετoβoσnζ. ΣUνilθωζ,σε 
'vαo!μnlεστn 

n,woσητηζτaρ8ηζ aνo] μεrαλ!τερη ,oU 5%'

απδ το σΙr]μο αUτo φo νετd bτ (με βaσn rην τμn τu=5%)

Erαζoηαζ ξoνn τo Σxημα
πτερ0γωση αυτi]' στηνπλεUρδ

6.]ο no! oνoλισoμε πρoηγoυμ.vo,
υnoπiεσηζ, n μεiα9οση Θo nρonγεno
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ποWon K>.3.3!]o{>κ..1 Eξαiρeση οΠoτελεiη nερ οYa τηζ οκρnζπρooβoληζ onou μroρεi
νoλoβε xiρο φUσαλλδaστρωτaζoΠo(oμnoηζ oπωζδυωοτεΠρooναφερΘnιε. EανBdBαE
τo δ o πε ρδμoτα εixdν γ νε μεπoλυμκρδτερη εντoση τιρBηζ (λ.Υ τu=]9',Θorρο,κUnτε
ηxρiσμητμηκσ1=5'1i]o7'oπoτετoμεγoλι]τερoμερoζτnζπλeUροζUπoπ]εonζΘoεΙ€
κ<Kd1καlη oloxδλλnση 6α nρoηγεπo τnζ μeτα9οσηζ, ΓE τo λoγo ouτo' πeραμoτα γo
πτaρUγωoεζ oυμnεσtιν noU dxοUv κοτo Χo ρoιi,ζ viνει με oξoρετlκo lαμηλi] ,Wαση τηζ

τJpEηζ μπoροι]V vα oδηγaooιν σε εσφολμavο σ!μΠεροσμorα

Mετοξa λe τoUργiαζ σεσUνΘilκεζ σxeδiooηζ xo εκroζ αυτων ol περ]oΥdζ μετoβαonζ
καldπoκολλnμ,νnζρoηζ μεγαλωvouVσnμαg κn. ΣεoυνΘηxεζoρκετo μοκρδ σπo1οσημeio
6yεδoσnc oνομdνowo δrοirερo μεγoλεζ Περ ox,ζ οΠo(ολΙησnζ τηζ ρoηζ' AUτδ φαivετο|
ποoτκο στo Σxn|o 6']4' Σrζ oυνΘηkεζ oUτεζ, n nορoμερoζ .n τdYUvσηζ riνετo noλι

μ'κροrερητηζκρσlμηζτμηζτηζ(κ<κcl])Xolησποκoλ\ηοηdUρooνεnρντημeταβοση
o|'tφo,ro _αlο'oloο. μο o l- \οf. οο., lι;. ' Jr 1ti,ο -ooo1iJo'lζ 

'
μαζκil απoκδλιnση θο nσρo!σ οoΘε στην πλεUρa ιΠερn eσnζ. τo αWiΘeτo σUμβοiνε oε

μεγoλεζ θετXεζ τlμεζ τηζ γωνioζ nρodrrωσηζ Στζ μεγδλεq Θετκεq γωveζ nρδσπτωσnζ

θo aμφονoΘεiοUvaθωζ μ]o μ κρη φUσd,λ δο ο1ρωlηζ οnoκδ)Jnoηζ στnνΠερloΙη τnζ αkμηζ
πρoσβoληζ, η oπο ο oινη€ωζnαU. vο UΠoρΙε oτ'ζμενολεζdρνηnκdζγωνiεqnρodnrωoηζ
Eστω kal ov οτο Σxημα 614 σtεδoζovτol δUο oκραiεζ ιοlαoτοσe]ζ, πρεπg vο 

'χoUμεUnoψη δτ σε οvδoμεσεζ γωνiεζ πρδσnτωσηζ' η αποκoλλημενη ρon Ι]noρε να εnαvοκoλ'
ληΘεiωq τUρβ'δnζ με'α οπo μα εκτετομdvn περolη μετoBασnζ xοl οπo(bλλnoηζ'

(ΘETΙKιj )
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H Mετa8οσn dε Πτεouνωoεc ΣτooΘ λων

1

0.5

H μελdτn rηζ μεταβοσηζ σε πτερUγωσεζ στpoBi)Φν aΙε πρoxωρaσd σε oημowκ6
βoΘρo oφo0 δεν οwlμετωπ dε nρoBλημοτα πoU σxeτiζorο λ.x. με εΧτετα!aνεζ
οnoκoλ.λημdvεζ nερ]o}€ζ τηζ ρoηζ, δπωζ στοUζ ouμηεστaζ. Παiρvοrοζ Uπbψη δil o

ρUθμoζ μετoφoρaζ τnζ Θερμoτητοζ εινο τρe ζ !ε πa6ε φopεζ Uψηλoτερoζ στnντUρβωδη

n6p]ofn φoνε1Φ κaΘορa n σημοσ o 1ηζ Θεσηζ μετδ9οσnζ. Στο τμnματο Uψηληζ πiεσηζ
(YΠ)ενδζ orρo9λουη θdσnτηζ μετaβoonζ επηρeoζel τo θερμκο φoρτio σταnrερι'γα με
εξo ρεoη τζ σιγYρονεζ πτερUVδoeζ πoι ψιxoro με τn ρoil λεnτnν στρωμaτωv ψuxρoa

ρειμοτoζ (lm_cοoled.ιUlbnes) ο onοiεζ δεv επηρεαζoWσ τaσo Πoλι onο τη θ,oη

μετoρσoηζ' Στo tμημοτοΥομηλaζniεoηq (Xn ) των orρoΘ]λΦv' η ροη εiνο μnλ\oν δ δloστατη

καlσε xoμnλoιrζ σρlθμοι]ζ FeynodS, onoτε η σημaσ]a τηζ με'αβασηζ oτην ruρβωδn ρoil
ηJοl JΣ\ot L..o.\lo-o ζolρoΘ,ο ζ,'l. o. oL"οη:ooooaρodΠδο'a lo'
ονoφdρθnκαv πρoηrοaμενo γα τoUζ oUμπεστεζ. H αvaλUoη nou θο oκoλouΘησεl νo

of|]ετωnioε yωρστd τo στρδβλo Yn κο τo oτρoBλo Xn

τo Σ}i]μσ615 δεixaε τnvκοτoνoμη rou σUvτε)€oτη n eσηζ στo μaσo εvbζlUf,(oυ
nτερUγiοU στρoβiλoι Yn. ΣUγkε(ρrμενo' το πτDpnγLoΠoU oxεδtζεrα]oio σχημο εiνο απδ

τηνοκivητη πτερUγωσn στροβiλoυ' τηζ δεuτερηq βοθμiδσq. Στην nλειρα Unερniεσηζ μετo

μ α oρΙ(η 
'on]κi) 

μπαBoλa, nΠεσnnαρoμενε στoΘερη μatρ περiπouto μεσoτηqΙopδaq
κo μeτα ελαπilνετο. Στηv nλειρd lnoπεonζ αnο την aρxa εxouμε ελaττωdη iηζ nεonζ
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(Javorabl€ ρressuΙe qladenl, δηλ. enτοxuvδμενη ρoη)' μatρ nερinoυ τo pdσo τn9 xoρδηζ.
Στη oυνd\εn σκoλouθεr μd ilΠlο ανακτnση τηq πiεσηζ (adνeιse ρlessule gradienl) Eνo

nρωτo εvδ oφaρov σημ.]ο γn τo σ}€δlooτn του σΙροΘiλo! εiva τσ σ}€τ κο μnknτηζ xορδiζ
γE rη Θεικη καr την oρvnτκη δnμηκη (λion τnζ πiεσηζ

οnωζ πορατηρoιμε κο oπδ το Σ}ημo 615' lnεραkowioεζ στην κoτovoμη πεσηζ
oυuBαiνouv στnv nλaυρo ιnoρniεσηζ kal στηvnλε!ρo UπoΠ]εσηζ. oφεiλoηοl oτην αλ)ογη

x σι]πU λ0τητoξ τη q εn Φovαοζ (δnωζ κο στο σUμn εστn), oλλd α!τi]στo σΙρoΘ]λo YΠ eivοι

n oμεγaληζ d$αoηζoφo0ταπτερuψa dxο!vonμoWKo noΙoζ kowo στηνoκμη nρoσβoληζ

γα νo δεΙ€οι]ν aroνo θερμlKn φορτiα η/κol va pρ,σouν εσω1εριo oυoτi]ματο ψ:]ξηζ'
οnωq κα oτo o!μnεστil, aτα κσ εδn ενο nΘdvδ να εμφΦσθoυν μκρηζ σηρασiοζ

φUσoλ.λ]δεζ oτρωτiζ dnokoλ\nσnζ κοWo στην α(μη nρoσBoλiζ .xτoζ βdβon αvιΠoρ\€l
ψaξn !ε περρρεον λεnτo Uγρo στρnμο (lm).

10

0.25 05

,,:":,-

lt'i:;ff;ii
ι

ΤoΣlημo6'16ποροUσαζε τηνowioτollη (oτoνoμntηζπσρομετρoUanπoxuνσnζ.

Στnvπερπτωoηα!iη,ooρlθμoζFeynodsπoυEοσiζετo στηxoρδnεivdlFec=6:1o5 Eνοζ
πραΧnkδζ τρδnoζ vα γevκεUσo!μD ro οUμπερασμoτο nou Θa B\ΦUν αnδ τo σxημo οUroγ o
αλλoUζ oρΘμoυζ Feyno ds' ε vαl νο πoλλοΠλooloσo!με ιζ ενδε ξoζ τou σΙ]iμοτο9 με τov

αfiστρoφo τoU λδγoU των ορθμrjv Reynolds (Bλdπε eξηγηση στnvnρoηγoaμενη εvoτητα)'

Στo Σxaμo 6 ]6 πoροUσοζoqσlδUo tαρoKτηρσnκn xaτωφλa ποU μnoρoaν να ορoΘoιν
VE rην noραuετρο εnτοyuvσηζ κ Σε owοτoiχio με τo bσo ovoφερθηKαv γα τουζ
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(α) τo κατωφλ τηζ oντiστρoφηζ μετaBoσηζ η oπoο μnορε

(β)

x. r., = -3.3 ' lo 6

oπωζ αUto UnολoγiσΘηκε γα τι neρ nou ]οo με 5%.

(6.16)

(6 r7)

HnαρομετρoζεππαxUνσηζεivο ρεγολιtερητoUXοτωφλioU(6.16) κoηασ'ηνaXμa
προσβoλ'jζσtηvπλεUροUπoπεσηζ(dιοτoτελεUtαioημLσUτnqnλεUpaζUnερniεσηζ Hiδο
nαpομετρoζενolμlKροτερητouκρπηpioUnoυορiζεη(617)κοWδστηvοκμanρoσβολilζ
nδvω στnv πλεUρα ιnερniεσnζ. Avn ρoη οnoκoλλη€εiσrην nερΦtη αuτil xαl πρoσκολληθε

σε επoμεvηθaση τηq πλεUρaq Uaερπ εσηζ. εiνa σxεδδv σiγouρo oτ οργoτερoΘα ξονoγivε]
o-ρuir I-εoJ '1\ οf'olρo!'l. |-ε-oβoo .ο' - '1λδ vb ll\
περ σσaτερεζ ητερUγωoe ζ στρoθ λων Yn

Στην πλεUρα uποniεοηξ, n €εnιn δομiκηζ κλiσn Πiεoηζ nοU oKoλouθε Ιo σημεio
ελnxσiηζ τlμηζ τηζ πiεσηζ eνοl nπα ιo εnεδη K>Kclι n μeταθοσn αvομ,vετol να λοBε

μρα πρν την οπoκbλληoη. τo μiκoζ μετοBσσηζ εξoρτoτο αri τo onb πoυ θσ ξεκNaoε
η μετα9οση' Γα τo σημεio avdρξnζ τηζ μετοβααηζ μπoρεiνο lρno μonorηθeiτo εμπεlρlKο

ΧρτηρΦnouonoρρde σπδτησxdoη (6.14) γαμαtUπκη τμη τ!=5%, δηλαδη

(613)

πρlντo σnμoio ελαΙLolηζniεσηζ io ι]nΧoζ τηζ θο D]vοl μεγoλυτερo

o δUo τUπκrζ nερπlnσαζ εξaλξnζ τo! oρoKoa dτρωμoτoζ σε μσ nτερυγωoη

στρoβiλou Yn φo vοrο στoΣΙaμo617.o δ!o neρ]nraοε ζ ξεxωρiζoUν αno rη Θεση τηζ

φUσαλλδoζ οnοκδλ.λησnζ. Στηv nρωτnnερ nτωσn oUτη εμφoνζετol orηvnλευρo unοnioσηq

κα η ρoi] nροσκολ.λoτοl ωζ τUρβωδηζ' Στη δεUτερη nερnτωoη n φUσαλ-λδο στpωτηg

αποκoλληοηζ εμφov]ζε'ο στnv πλεUρα Uπεpnεoηζ kο n τuρ9ιiδnζ ρoa με'o nou
'ρoo.ovΓΘ,lU|o-o-o o _oiρoφ' /r'οΘoοη.'o oΙ\δ'ο-'οΓ';οε. loιοllοlo..ο,o
ξεκLviσε n owiστρoφη !ετoβοdn εναl oτov K>3x1ο'6' επε]δη στo oτροβ o η μετoδoση
Θερμδiηroζ ενdl ηρωτει]oUσaζ σημoσioζ τo Σxi!α 6'13 noρουσ]σζε την κoτoνoμir τoU

αρΘιrοι s1anton σnξ πλεUρ,ξ Unon eonζ xο Unερn εoηq. Απo τo olημα oυτδ φοiνετo η

UπεραΧΘW!ση τoυ αρθμoa Stanton (owα oτην οκμη πρoσβoληq κo το Θεωρnτκο δραγ!α
τUρβnδη η στρωτη ροn dε (oθε πλε!ρα' γnevΘυμiζετo δn o αρ]€!δζ slanιοn ε]vΦ μο
οδoo οlη '.!ρooη rηζ L_lσδoo1\ θ.ρμoll lo o-'1 '1po.εo'J\ - ζρ.\iu.
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6.25

Γ]α μ α τUΠlκn πrερι'γωoη στρo9 λοU xn, η κοτoνομn τηζ nαρομaτροU εntroxυνσnζ

K στζ nλeuρ6ζ Unoπiεσηζ (ο υπερπ εoηζ nσρouαdζε'σioro Σxilμα619' Γανo φαvεin
επiδρoση τoU oρΘμοι Reynοds (BeJ πoU BσoζσΦ στη χoρδη, oxεaαζofΦ δUo

ιοlor'oJ.l l oι or'oτoj,o, . oε 4, or "o_oo. Γορo'loo.l-'oa-od.ο
ζειγoζ μπopεi vo πρoxaψε] oro τo αλλo με τη γνωστη ηδη οf στoiyση κ'(1/RοJ. oπωζ
κο nροηγoaloνo, σxτδdζoυμε τo kατδφλ ξrl τηζ olaσηζ (617)' κοτω aπδ το oπoio n

onοκoλ.λnσn σUuBαiνεl πρν τn !εrαθοσn.

0

2

-6

ο750 ο.25 05

\πΕPnΙεΣnΣ \ 10 5

i ^10_

}*4x1ο5

τo ΣYrjμα6 2ο δe wεl πoionιd τη ρoη onωζ δEμορφδνεταl oε μrc ruπ[l]Πτeρι]γωσn

στρoBiλouΧn,οεUψηλoιζ μεσoUζκα xομηλoUqdρθloUζBeynodsτηζροi]ζ'ΣεuψηλoUζ
Fe.' n μeia9oση συμβοiνεl oρκετa vωρζ κα η ρoη ciνo τυρβωδnζοτo μεγολι'τερo μiΙkoζ
τo! πτDρ!γioU. Kofα o1ην ακμη εkφUγnζ, e vοl δUνoτο νo ouμβεiτUρBιδηξ oποκδλ.λησn.

irεΙirνowoζ τov αρθμo Rec, καΘe τUρΘωδηζ onoκδλ.λησn εξαφoνiζπo κα συμβοiνε

UπoEonΘoυμενn μετoΘoση ορκDτα κowo στnv αxμη nρoσBoληζ. ΑUτa oνα η nερinτωση

ρoηζ πoU εμφονiζετo δεξ α στo ΣΙημο 6.20. Στnv nερ nτωoη ουτa η ρoη εivol πλilρωζ
npoσκoλλημdνn κο το oniπεδο onωλεων xομηλo. ι1e την περoτaρω μεiωσn rοU fle. η θdση

oηou K-Kα1κlνεταl ονoπ Kαlενα n€oνo vο εμφovσΘεi oτρω1η oπoκoλληση nρν τη

L"'αBοol Δ/ o''β'| D 'οov'δo Jιο' μ'oo' l."o'. ,o l οoi
εnoνoκολλατο ωζ τ!ρ9ωδηζ (μεοoο θ,σn στo Σti]μo 62οl' ενn ol oΠa}εlεζ ενσlλγo
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μoγαλιτερεζ' Γlo oΧoμo μ κρoτερouζ ορΘμοι]ζ Reynolds τηζ ρoliζ] τo oτρωτδ τρημo rou

oρlσκoι:] στρnμoroζ εivοl σnμΦκo κo σUνηΘωζ συlβoiνε στρωτ'i σoκδλλnση. AUiη

nροφMiζσUνoδευετσl μεouξημa!εζ oπωλεlεζ oφoιrouvaθωζ η ρoa δ.νnρooκoλλoro rρν

ΣtΡΩTΙl

3

a

APτΘMoΣ RElΝoιDs τιlΣ PoΙ]Σ (Re')

Mε βoση τηνnρoηγonρovn σUζirησn, o σxεδπστηζ μ αζ πrερavωσngoτρoBiλοU ΧΠ

oUνηΘωζ επ δlωκεlμE συroμη μeταβοση μadω oπoxoληonζ σλ-\oζowoζ την κομπUλ'rηrα
tηζεπφnνεnζτουnτερυγio!(πρoκokiwoζσuvεπωζron(ημετσβoλnoloη,aτσdloEνα
κρατnθoovo αnωλσεζ σε xoμηλδ εniπεδα.

Γ@ εLΘoΘUνo'] σηv L'.l οJ ^ 'φoιdiοJ οΙοJ οινb'δlo η Σρνoo o:

F.E. Mayie,'τhe Ro e ol Laminarτulbulenιτlansiι on in Gas TUrbine Enοines''
Aslι1E Pap€r 91-Gτ.261.

κd1oρloμavεζ αno nζ εργaoiεζ στζ οπoiεζ (ονε oναφoρo n nαραnονω δημoσiεUσn'



KEΦAΛΑlo 7

οl ΔEYτEΡEYoYΣEΣ PoEΣ ΣτlΣ ΣτPoBlΛoMHXAΝEΣ

(r)

εσανωνn σnc Δε!τεoειrouσ.c Pοdc κσ onc Απωλε dc τolc

ol δEφoρκaζ μaΘoδo nou επλUoUv τζ εξ σισεξ Νaνiθrslokes μπoρoιν να
nρoBλdψoυν, εκτδζ oπδ τn μoρφη 

'oυ 
ρo koι π.δοU nou δnρloιργεiτo μaoα σε μ]α

πτεριγωon σrροβlλoμηxον'iζj kσ nq οnnλεεζ τnζ πτεριγωσηζ α!τ]iζ. Bε9οiωζ, η σωoτil

πρδβλ.ψη 1ων αnω)€lων lρoi]noθ,τq ενο χωρκn σωoτo μowελo (λ.x την nλhρωζ τρδ oστorη

επiλUσn τoU πεδου ρoηζ n τnv Uno σωσrεζ nρoυπoΘiσεlζ δοδo}rκη επiλUσn δδrαoτατων

nρoβλnμorωνσilζσπoΠτερ!γlo.σε.nτεριγoεllφoνεεζκaστζμεσημBρνdζεnφdνεεζ)κo
iνo επορκaζ μow,λo τι'ρβnζ. H γνiση των σUνoλK'ν οnωλε6v oε ενα oυμπeστη εivοΙ

πρωτrυo!σαζ σημασiαξ κo] μπoρεi να owμ.tωπσθεi εUκολδrερα oν o onωλσ.ζ η η

αnoδooη oλJν των εμπλεκoμ,fuν 9οΘμiδων εiνd γvωστn ol οπωλεlεζ, στη μoρφil κυρωζ
o1,'ε;. o'.rζ 1.ο' _ oD. 'oηo,o| rρ'o'Jρ'Jζoi'αL]οoοrJo llrοι.or

(2)

(3)

οπδ τζ απωλaεζ μoρφnζ' οl oπoεζ δημ]οUpγoι]vτo nnvω oτο τolΙ!μαtα τοU

ono τζ οΠωλεlεζ στα δao κελι]φη rηζ μηlovilζ κo

Φδ τ]ζ δD!τερεaoιoεζ oΠωλεεζ, onq oπoiεζ μπoρoιμε να ενoωμοrωσouμε κδθe

απω€E πoU δεν αvη(ε onζ διo nρoηνοι]μεvεζ (οτηγορ εζ

o δειiερει]o!σεζ οπιirλ, eζ oναl oUαdσnkο oυνυφoσμενεζ μo τοv τρδοσrατo

Ιoρακτilρο τηζ ρoiζ μaσα oε μ α nτεριγωσn Γld ΙoUζ σUμπ εoτaq λ.x. duτaζ σxετiζowοl

με ενα σημawκδ τμημο τωv οΠωλεnν ηoU oυμΘονοUν σε ouτoι]q. EνδεlKnKδ ενΦ λx to
Σ!ημο 71 πoι οφελετο oτov Howel!κd δνe] την nooοσno o ouμμετoxa των τρnν λδγωv

-o' oJ._οlερol] ο ζ αnLιF. oη' .οJτ_ζrεplοο!l1οJ olrνοο'l'1roρo oo.
ενοτητοc' γo dνο oξoν(i oι!πεστil' Αno τo σΙημo ouτo φαivετoL ενδεfiτlκα oτl ο
δεUτepειoυσεζ οπnλε εζ εivο αvτiστo xεζ τΦv οπωλε nv μoρφηζ κα δ nλοσ eζ περinοUτωv

oπωλεων οno τα oριαkα στρωpατο οτο rcλUφn oτo σημeio σΙ€δioοηζ εvoζ τυnxoι

ol δD!τερεaoισεζ onι;Jλε εζ ε να] σ!ν!φασμaνεζ με τov τρδ]ooτατo xoρoxτaρατηq
ρoηζ μdσα σε μ|α πτερυγωοη. ΔημβUργoaWα κoτα τη oτρoφη ποU Uφiστdτοl (λoγω τηζ
nnoρξnζ πrερυγωv) η ρoil n οποο εσ'ρΙε1α στnν nτεριγωση axorαζ οvoμoομoρφn
ιοΘι |οζ.o Φo o'o-oιo _εolδιο lo
ιξ,τριο _ζ'. coξ'1ξ o οo9l.o, η,o.τ δr\οδη !, t ιo L ι. opαιο o-o'Jolo'ο'
πoδδζ (o τnζ (εφαληζ. Enπλdov τηζ αvoμolo]]oρφioζ no! ouνεrαγowo τa σUνεrκd
φa vδμενο στην πDρloxη των ιελUφων στηγevκηπερiπτωoηενdnΘανοvoUπαpt€ οκδμα

κσ καθ'rψoζ αvoμoroμopφ]ο τηζ τoχaiη1αζ τηζ εξωDρκ]iζ ρoηζ, λδγω λ.γ. τωv

nρoηγoυμενωv πτερUγωoεωV. AνπροXεta γο στρbβλonoU οκoλoιΘεiτo Θoλaμο κουσηζ
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τoτε ενδεxoμενo Uπαρxe κσ oνoμoδμoρφη (α€'υψοζ κατονομη τηζ ΘερμoKραoiαζ
EπLσημoνετα oτ xρnσμoΠοετol ooρoζ'κοΘ'υψοζ κατονoμη'γoνo κoλUψε περrτισεlζ
γρoμμκωv oλ\n καl nερψερεακωv πτDp!γndεωv' Σnζ τr€Uτα εζ' ο δρoζ 'oκτM(n
κoτovομη'θο ηταv σωξ nερΦσδtερo δoκμoζ

Ξ'

€τ

;;---+\ l

2
6

Γα τnv κατoνoηση τou τρδΠoU dιημonoμoυ τωv δε!τερεUουοaν ρoων θα

εξεtασοUμετηvnεpinτωσn μ oζ γρoμμ Χηζ nτερuγωσnζπoU οxn!o1iζεrα Ιρησ!μono ωwαζ
τnv δo oεpoτoμri oε σoΘoρη γωvo κλiσnζ σε oπo αδηπoτε κοΘ'nψog θadn !ετoξυ τoU

noδδζ (οlτηζ κεφoληζ τωvnτερUγiωv. Σιμφωvο μετo Σxημα7.2 Θo ρελετnθo0v o γραμμaζ
ρoηζ τoυ μδMμoυ nεδiou nouξεκvοι]v oπδ δι]ο θdσεζ Α κα B oτην ε σοδο τοι πεδiοU. H

θdση A αη(εl oτηv εξωτερlκil poη ενn n θdση B βρiσKε1αlμaσο στo σUνεrlkο στρnματo!
nοδδζ τηζ πτερnγωσηζ. Koθε νρouμη ρoiζ nοU ξεκνo onδ onooδηnoτε σημeo τηζ
εdδδoι (τo Α η τo B)οπoΧτα μo κσμnιλη loρφil oφoυ αvογκαζετa vσ δε}€εiτη drροφil
nou επ βoλλα η γωνiα ruρroτητoζ των oeροτoμωv. ΣUvδεδεμavo !ε koθε σnμoiο

oπooσδηπoτε γρoμ1]ηζ ρoilζ ενol ava τoπκo σaoτημα oυfεroγμ,νΦν με μονoδoio

72 Σ][l]Uαnσιoc iωv ΔειiεoeιοUσωv Poirν

.ο o_ . .ο-' J€J.o 1_',]ζρo' q δ'oδ' Σ lon,οJdoοr ιρoJL1οoaζl

_α-ο -']ν rcρφcρι o_1 λοlΣ'θ ηo' lδ,oδ, 1 }oE]θJ.ο' ο'a' Γρl }lo oι ιρ' \,o _ol

o!V(ε(ρ lavο t]ε Φοραrροζτηνπ)€Uρα Uπoπ εonζτoυnτερUγ oU)καl

πρoζ το ολλα δao μoναδoid δoνισματa XoτεnΘ!νoη. onωζ φαivετοlκΦ αroτo Σxaμο 7.2,



τo τρid δrovroμοro η'i'i oxημσiζoUν,νo δεξ ooτρoφo σ0σημσ' Στο Kεφoλαlo 9 rο

oυσημαοUτoθο oροΘεiμεouστnρα μοΘημοt κδτρono,ωζ,νoτoπκδ τp]εδρo Fren€i ιirσε
νo πρoκ]ψd iνo Θεωρηnι6 lowaλo γo τη μετοφoρo τoU oτρoβ λLσμoo. Στo πορoν oμωζ

xεΦoλΦo ryoζ τaτo oζ αυστnpδζ oρ oμoζ εiνα nερττδζ

νB\

Γo τη γρομμη ρoaζ nou atε ωζ

δuvδμεωv(οταrην(οτει€Uνσn Ν τoU μoνσ

Γ μεroξ! τωv περυγiων. N ρon UnoτiΘεrαl

σUνεκτκonq oρouζ καlμετοΘoλεζ τηζ ταx

ιdlν]. 
- &

oφετηρiα τo oημεio Α γραφoUμε τo σoζιγο

δEioυδ αvυoμoroζ aΙ oε κaπoQ τυxoio Θaon

ασUι]Πieστη καl Υρov(δ μovμn, ενω αμελoομo
aτnτοq Roτo τnν κατειΘUνση Ν' Γoτo σημεio Γ

δrou FΓ εiνo] η oxτiνo ιαρnUλ6τηταζ τnζ Uπoψη γρομμηq ρoηζ εvω

dnl]εio Γ. H oΙ€on Γ/'1) δε \ryεl τηv lσoρρoπio πoυ υπdρxεrμετoξυ

(7.1)



στηνKoτεiΘUvoηοπoπτερaγoσεnΙερaγloto τηζ κεfρoμδλo! δι]vομnζ Γoτηναnoφυγη
σaγχUσηξ, η rελεUτοiα κατε!Θυνετo πρoζ το (aηρo kομnuλotnταζ τηqγραμμηζ ρoriζ κo

δε. ΓoεΓfl ]α o ',,f"lol., rη'}'rρoJo ο δ' .orl LρφΣρ'ol-ζΓ_ερ_tJo1c

Εσ1ω ενα σημεio Δ oπi tηζ γρoμρaζ ροηζ noυ εixe ωζ oφετηρio τn θdση B κo η

oπoο oρiζεiα μaoα σtο σUνεκτκδ στριiμd τα σημe]o Δ κo Γ θεωροnπo on βρioκowαl
σa οWiστolx€ζ δoμilΧεlζθaσε ζ H pεταβολnrηζrotιτηταζ μεταξι] τnζπλεUραζ ιnon εσηζ
κο τηζ nλεUρoζ Uπερπiεσηζ τoυ πτερlviou δημroυργεi την κλion Π εσηζ aρ/aN. Mε τζ
ν,ωσ-'ζ Γoρoδo.εζ 

'lο 
lη] l cο1or Jοορo-aο'ρiJο lο,JΣlδ

ΣUvyρbνωζ να τη θaση Δ σxιro κo η οντστoΙη tηζ σ\iσηζ Γ/ r), εiνo δηλαδη

(#Ι-(*)^

(*)^
ρv:

κoμπUλδτητoζ τηζ νρoμμηζ ροaq
oρακo σtρaμα, θσ εlεl μlKρδτερn

(7.3)

σΙη θ,ση Δ. Enεlδη ro σημεo

(*1.

κoro σUνεπεlο, vο να !σxιouv τoιτδxρoνα oj σt'σε ζ ι/ 1)κo r/Θ nρanεl

H τελεUτoiα oxdon δεiλaε Φ κoθε γραμρn ρoηζ πou εξeλ]οσετσ μaσα o1o σ!νεκt κo

o ρ-lo-o -oJ ποδο, n lη loco." -ρ.-ε .σ δο,οορ 'οor4ο J, μ'oo-ιo1 o_lnο
Kαρn!λoτητoζ σε σxaση με κοθε γρoμρn ρoηζ noυ 9ρσXετο σtηv εξωτρ|(il ρoir H

μlκροτερη σκτiνo κoμπUλδτητοqo!σ αoιKσσημο νe πορ'κκλoη τnζ ροηζrρoζrηνπλ.Uρο
υnoniεσnζ τoU πτερUγ oU τorεδ οtopτητoζπoυ δταvUrερτεθε στo (nρωτειoν) πεδ oτηζ
εξωτερ κilζ ροηζ δivDl τηv τελKn ε κaνo τoU Πεδiou ρoηζ λoγω τωv nρoοvoφερθdwωvλδγωv

oνoραζετd δε!τερεοovrεδiο H εππλ,ov dτρoφη nρoζ τηv kυρτη πλεUρδ (nλεUρo Unoniε

σηc)τωνnτερUγ ωνoUνδεετol με τη δnμ oUργ ο σUνloτωooζrαlιJτηταζ koτo tn Ν κoτειΘUν
σnτoU Σxaμoτoζ72. Λbγω roι Θεωρi!ματoζτηζ σUνaxεrαζ, oτξ δεζ ΦρΦlaζΘο eμφoνι

σ€ε κo κoθ'Uψoζ σ!νiστωσo τnζ τοxιrτητoq, δnλαδi] τoxιrτητo κoτα τηv κo1εnθUvση n.

H δημouργioτωvδaο αUrωv oUνloτωonν iηζ τα!υτnταζ, ο oπoiεζoτη σUνaxε]σθα

σUμBoλζοwα με VΝ κo νn κσ n Ιoρκn rouζ ανoμooμoρφo δημοUργεi oτρoβlλrσμo.

Σnμε nvDτοl δi o KατεUΘινσεlζ s, Ν κο n σUvDliζoUν vα λoμβoνowα oε σΙεσn με τnv

(ατειΘUνoη rων γρoμμnν ροηq τηζ εξωEρXηζ ρoiζ (δε λομΘaνo!ν !πδψη τo δι n ρoη
παρaκΧλνεπρoζ τηνπλευρn υnoΠiεdηζ). Γo ναγ νε δEκρlση' η τoxυτητοπ);oν οUr θετol



= v,i, .

7.5

vni ' v^τ^

oτ oμελεiτΦ η δ@μη(ηζ κλidn nεσnζ' θα σxυσ oτ

lL=o

κo τo Θεωρημα δEniρησηξ τηζ nοροxnζ γo oσUμnieστn ρoη Θο δiνε

o δεUτερειων orρoβlλloμδζ υζ

F5)

c/.6)

17 7\

μδνo η συvστaσo Vg τnζ
rων oρoκων στρω!aτων τoυ

ρ.3)

Mε βοdη τnv ονoλUoη (7.5) προκιπεl

Στnv,ξoδo τoU nεδου ρoηζ, o δεUτερεnωv oτρo9λιoμδζ axο φορa ofiθετn τoυ

δαvι'oμοτoζ i, Γα λδγοUζ nληρblnταζ ioνiζπo οn ο πρωτειων oτρoβιλlσμoζ

(prmary νon]cν) oτnv εσoδo τοU neδοU (oπoυ υπορxε!

ro^ιΙ.loζ 1 ol o ο ιε,αβοV-οl λolα rη. -α'ειθUνο1 n }δ. J
πoδoζ ko iηq Kεφοληζ) δivετo oπο τη σΙ'ση

Ω"-;

ΔεUτεpεl]ουσo ρoη θο σxηματ ζεrα καΘεφoρο πoU μ o κoτovoμη rαlιiητoζ'ι]πoυ oρlοκoι
στρωμστοζ' η βoδινoμo ενoζ nρωτεaωv oτρoβlλoμoζ' υφ]oto'αi στρoφη μaσo απδ μd
nτερrjγωoη a aνον αγωγδ' AUτo nαρoυαnζεrΦ πo oτ κδ στo Σxnμo 7.3.

7.3 Eνo Αnλδ Ιroη,λo νατo ΔεUτoοεUoro Στoo8lλlσuο

Εvo οnλo μowaλo τo onoiο onπρdna τnv no on(il εκφραση τoU δεUτερoι'ofοζ
oτρoβλlσpoa μπoρεi vο nροκιψε onδ (oΘoρo κNnματκaζ σxdσεξ. τo μoW,λο Θα

παρoUσαoΘεiσo 
'νov 

oγωγo ΠoU oτρiBεlτη ρoil, ενn δ στηρεi οτοΘερη δοτoμll' H ρoi] σe

.ιο, τrοΦ ογωγo Φο\JΣ'ο olo ),1.o 74 hοio io vνuolο oπo 'ρolνoUJιvεζ
εvδτητaζ' τo opακo σ1ρομo στην εioοδο τoU ογωγοa alεl δημouργiloε nρωτειorο
στρoBlλσμoοΝπoUδivετοαπoτησtεση(7.3)'Θεωρ{i]rσζδτo(oλo!θoaρετnvτοπoλoγio
τοU Σtημoτoζ 7'2 κα μελετδrαζ τον πρωrεnoντo oτρoβlλσμο στo κoτω τolμμο' η

κaτD!Θuvοη τoU ΩΝ γ|o ενo τυΙαioσημεioa θο εiνo αUτη nou onεlκoνiζετο στo Σxημa 7.4.



Ο

-ξΔεUτε!εUοUσεζ τσiiητεs

Ω"z Ω"l

P"

ΔEYTEPEYΩN
ΣTPoBΙΔΙΣMoΣ
ΣτΗN EΞoΔo

Ωs= Ω"1+Ω.2a'

ΠΡΩTEΥΩN
ΣTPoBΙΛΙΣMoΣ
ΣTΗΝ EΙΣoΛo

Λovωτηq μoρφηξ πoU εΥεl o κaμnυλoζ αγωγδζ, η γρομμη ρoηζ noυ ξεXνδ onδ τo

σnμεio P κo Θρiσκro σε μεγολaτερn oκτiνο οπδ τn γpoμρa ρonζ noυ ξεKνα οπo tο
oημεio o Θo xαρdκτηρiζ.ταl oπb μ κρoτερη δ]ομnκn τoχιτητσ Vs Aζ εiνo Vs η τoΙ!τηrα
oτooΧΦνsdνs,dνs>ο,nτοx!τητooτoP.Θoδεiξoυμεπορoκοτωoτ ourηnδ1αφoρoστn
δrσμaκη ταΙUτηro du!μετ,tε στn γενεση ενoζ τμημοτoζ τo! δεUτερειofoζ σrροβlλoμo0
τoτμnμooυro, τo onoioθαouμβoλiζετo μεο.2, υnDρriθ.iojdτο δευτερεUoWoστρoβλσμδ



Ω3] ποu δημoυργεi n σrροφil τou πρωτειowoq oτρoβλσμoι ασtετo σno τn δEφορα
τoΙιτητοζ !εrαξn P κoi a

Πσ να !πoλoγ]σoυμε τo rμημo Ω3r τοU δευτeρειorοζ στρoβ λoρoι θεωpoι]με πρoζ
σnγμη or δ oμηκε ζ τotιτητεζ στα P κσο εivo ioεζ. τoτε. σε xρoνlκo δaστnμο dι, διo
στoryaiα ρεUστoa ρεταkνnΘηκαv απo τo F στο P',(ol oπo τo o στo o'| owiστolxo πol
ιioτε PP'=aa' Aφon η δ]οlilKnζ τοxιτητο ποραμ,νa ovαλλoiωτn, o πρωt.nων

στρoΘ]λoμoζ στn θ'ση o'θd,tε την κατe!ΘUνσn ο'P' Θεωρωντoζ oτ τo τδξo PP'κol
oo'dνηκοUνoε ομbκεWρo!ζ κικλoUζ δ]οφoρετ κi]ζ αrivaζ κo δ1τo aa'οroτoxεiσε
ua στοYεlnδn (θετκη) vωVroκη μετaτoπση dΘ, θα σlιεl

δΠοU oro ο' ro oΝ δoτnρεiτην τμa ποU εixD oio ο.

\7.e)

Στnv rρoγμαnxδτητα aμωζ τo σrοryεo ρεloτoι πoυ εi}€ ωζ αφπηρid τo oημεio P

βρdθηκε, μετο οΠo xρoνιΧδ δldστnμo d1, στn Θεσn P"' δπoU PP-'<οο', λδγωτηζ !(ρδrε
ρηζ τo\ιτητoζ nou οιra εχ€l' Xωρiζ BλοBη τηζ νενlKoτητoζ θσθεωρilσouμεδτ ησ!ν]στa.

σο τοU οτρoβ \ορoυ λoio lnv λοτιaθUνoη (hδΘ€ro oτo λσpΙ ) flvοl μηδεvλη AUrη

γρδφεio oτo oUστnμo IU}vδρlωv oUfετσγμivιν oτnν Πορσhοτ! oπλο!oτεUτ lη μoρφη

.ιgΙη-o

οπoU θ η oxτiνο κσμΠιλoτητoζ τnζ γραμμiζ ροηζ.
Αno tnvτελeuτο α σrεση εivο ει](oλo να προxιψα bΙ

ΣUγχρovωζ τo στo xεωδεζ xρovκδ δ αστημo €α ε να

d!=EΦ
v"

εξ o!των nρoλUnτε ευλoλο ol

v,
'rN 

!!9 = aΝd6

τ

H τελe!τaiα σΙiση σηραivεl, μe πρoφανε ζ
σΙημοτiζaτo μετοξa ο'P'Rοι o'P'' εναl ση

γεωμετρ('ζ nαρoδoΙ€ζ' ο1 η γωνiα πo!
με dθ κo]' Yρηoη]onoωwoζ τη σxdση ι/'9)



ο παρaπονω oπλoUστεUτlKοζ τρ6roζ οναλuσnζ δεiwε] o δευτερειωv σtρο9lλσμδζ πoU

ΦonτoσσετΦ λoγω τηζ στροφηζ rηζ ρoilζ oφε])ετο κατa τo ημ σU στn δ αφoρo τoΙ!τητoζ

μεταξι διo δEδoΙ1κιiν γρομμδν ρoaζ κo Kατο τo Uπoλoπο iιμlσU στη μετoφoρα τoU

πρωτεnowoζ orρoβλoμo0 nou UπoρΙε σInv εiσoδo ro! nεδ]ou' τo οπλδ μowaλo γlo τo

δεUτερευowο στρoβλσμδ Πoι εκφρoζετo απδτη σ\€σn α.1ο) πρωτoπαρolo ασθηκε σo
ro.!5sqJ'e}ο !4]'1'e' ιο ,.ο. ο on 0l3\o\ραφiο-rloδ.οJolo'..

o,=o]]+ο,- 2αΙdθ (7.10)

7.4 or ΔεuτερειοUσec AπωλεEc

τοr!τητoq αno τη δεUτερειouoο ρoη κοτo τζ Χoτευθιvσεlζ

αnωλε εζ πoU πρoκσλεiη δεUlερειουσo ρoη εiVο ονoλoγεζ με τnv Kνητlκil ενdργεlα τoυ

επoγoμενoι πεδoυ (αλλα oxι iσ.ζ με σUΙη, οφoι δε xaνετα ολδxλnρn η κvητκη ενεργεα
to! δε!τερoaofοq nεδio!). o ouwελeστηζ onωλεnν τωv δεUτερεUoυσωv ρoωv ζs εναl
oι σ ' oγoζ Jε ' o \o 

] o 1.'lιn r,lο''οζ'1ιδ.'.oΣ'ooσ\ρol.ποo.-']ν.l]ηltr'
ενaρνε oτηζ ροηζοτnvεidoδo τnζ πτερυγωοηζ' oλoγoζ ouτoζ μπoρε νο Unoλoγ σΘεiστo

o δD!τερεaoισεζ onωλεεζ oτlζ στρoβlλo|]ηχoν,ζ σ!νδεoντol απoκλ€οτrκδ μεiov
τρδοσrατo toροσηρo τηq ρoηζ. καΘωζ o δeuτερeaoUσεζ οnωλεDζ δηrΦUργoυrοL απb

τα oρlοκo orρΦ]oτo πoU aναπτnσσorοΙ dro εσωτερκo Χσ τo εξωτερMδ ι,λ!φoζ μαζ
στροBlλo!ηYονηζ, σUΙνα εναl oρκ.τα δnσκoλn n δldxρrση μπαξr:] (o) των απωλεlων noU

σ!νεnογετΦ η εξελξη tων iδωv των oραxωv oτρωμοτων κo] (β) 
'ωv 

αnωλeaν πoι
σ!νεnογowal ol δεUτερ.aoloεζ ρoεζ. Συνaθωq ο δao raπο oπωλε ων οΘρoiζowo (o

xορσκτηρiζοwo μ6 τo γεvkΘ oρo σπnλεlεζ κελυφ6ν (endwal eflecls).

Θd ΘεωρησoUμε δτ ο δεUτερειoUσεζ ρoεζ oνonτi]x€ηκov σnμφωνd ρε τo aΠλo

μοwaλorηζ Eνoτnτοζ 73' Eτσ στην rξoδo μοq nτερ0γωσηζ o δεUτερεaων στροβlλσμδζ

μπoρεiναπροκUψε μDτηνoλoKλnρωση τηζ σxaσnζ Γ/ 10) μεrαξn εσbδou Xo εξδδoι τnζ
nτερυγωoηζ' Θα δε}€oaμe oniσηq oτ στηv εσoδo η στατKη πεoη εivο στοΘερil καl η

ιοΘ'ι/ο\ o\oJooJooΦo-']ζ.ο'ο]o|-1S lο'',n o. o' 
']o:.ι'ao 

ο. ο ο.,ηοroμoo|-οο!α
τnζ oλκilζ n εonζ noυ δnμ oUργεjτo δε!τερειofα στρoβλσμo' Θα ooloληΘoιμε σt€δdν
οπoκ)€6τ κo με οξονiK,ζ πτερUγωσε ζ' οφoι o δευτερειouoεζ ροdζ σε στρoβ λo!ηloν,ζ
.ιirζ - ο1llνΙ . ρoη nοροJoΦζoJl οιι1L

xρηd ρonolωWαζ τoUζ oυμβολσμoUq rοU ΣΙημοτoζ 7 2' τo rεδ o το}!rητoζ πoU

εnoγε η δεUτερειοUσo ρoa otην nrερaγωση μnορε νo Θεωρηθεj ωζ μd δloτoραxil τoU

Πaδiou ταxaΙηταζ no! (μρζ τζ δeuτερeιoloεζ ρodζ) θο,BγoNe aπδ τnvrερnγωσn σε
σταΘερli γωνiο γlοδλoτonψoζ. EoτωνΝ κα Vn ol διjo oUMoτωoεζ τoυ επαγδ μ ενoU πεδioU



7.9

μσo μδνo τoU ιψoUζ τηq nτερι]γωonζ (oν προκετο γα δLδ6drατn nτεριγωση), εiτε οπδ
τo πoδl μitρ τo μdσo εiτε ona τo μ,σo μaxρ την κεφαλη τηζ rrερι'γωσηζ. τo i]ψοζ τοU

rερUviou Θd oUμβoλiζεταl με h κοl το Bημo τnζ nτεpιγωσnζ με s H ρoη εσ'ρΙ€ro με

γωνio q κo]εξaρxεταlμε γωνiα o2| οnoτε,vαl

onou τo δ πλo ολoκληρωμα σroν oρΘμnτil ανοφdρετοl σD ιψoζ h/2 ια nλοτoζ scoso2. Γα
vo oναnrυΙ€εi περαπdpω η oxdση (/1]) lρε αζετo νa βρεΘonv εKφρooεζ γE τζ
συνoτι]roεζVΝ κd]Vn. ΘεωρωWαζ to δευτeρεaoνnεδ o ωζ ,vo δDρΘωτ κoπεδioτoΙιiητoζ
ποU σUμπληρnνε εκεiνo nou Θa πpoliκUπτε xωρiζ τnv επiδραoη τωv δεUτερε Uo! σnν ρoωv

μnoρo!μeνoτoεκφρaσοUρεωζ σ!voρτηση iηζ δe!τερoaoUσoq ρol(ηζoυνopτησηζψsτην
ono o oρiζoLJζ olo r' Ι. δo \.a'o-. o' δ]o o'ic o \ o ιoLι'οoφo,o

Yr=f (7 12)

.ol l noρo],.o nρo_' Jo' ! o'ο' η''1 1'or Ι.. ΣξiοL o, ζ Poi.' on

(r r)

[[!ριv&'vbalιa'
a7 'r)

Xρησ]μononwαξ iην ονoλUon οUill' η eξσωση (7.1r) ξαvογρoφετοι συμΘoλκo ωζ

- ε:sts')α. .ωι. .1 6 1ι - δη2 *η , ι*^η]
(? 4)

noυdtε ωCδεnτερομdλoζτoδεUτερευoWoστρoβλoμo.Hεξ]oωoη(7 13)μnoρe νoλUΘε

αo€unτ(d i] αvολUnκo oν,!ouv βρεΘε εκφρασeζ ro τo δDUτερειLoWo στρoΦλσμδ' Γrα

αouμn εoτεζ ροdζ, o Ha\ιιhorne noρouσ οoε aναλlnκη λaση τηζ (7.]3), kονowoζ χρilση
τηζσxaσnζ(7.1ο)τωνsqulexοlινntel'Hμσθn|στκητnζπoρouσiασηεiνοεπ]noνηΧol
ψo τo λδγo ouτοπορολa nετσ. H αvoλυτ (η αυτη λnσn δiνετο μ.λεnioμ,ρε]ζ στnνεργασiα:
νν.R. HaMhome''sore Fomulae lor ιho οacual]on oi s€condary Flows n cascades '
Biιsh Αeιοnaυtica θοseaΙch councl Repon 17'519.

oπou δr ενol το Πσxoζτo!
γωνid oτρoφηζ τηζ ρo]iζ

ο Dunham πρotεNe
σd€lωV μαξ nτερUvωσηζ

oροlo'ο-ρζJoioζο . r oοδo " trΣρ']qο']cε.iζε,o'l

Ιηv πoρoκστω ενολ\σκτκr1 aκφροση γlο τo μεσo συWελεσ'η
λδ\η δeUτερoUoUσdlν ρoων



, ι;]
cιζ'

=1

(7.lη

(7.r6)

nψoζτηqnτερJγωσηζ'Αvnροκoτovοεφσρμoσθεη17.16)σεμloκvητaπτeριrγωσηnρ,nεl
να αWlκοτoστοΘonν o oΠoλlrεζ με τζ oΙετ κdζ γωνieζ H οιdlετlση τoι oυnham iσΙιei

γα oξoMκaζ σρoBλoμnΥov'ζ, μΙ(ρaq γωνiεζ σtρoφl]ζ τηζ ροηζ κσ δε λομβaνd Urδψη

φοιοJ./o -oL oλεnζofol .ε lη,l rρ olρocl . oUτι τη oιμ1(o_οl' lo loι ρ4. οloi

7 5 o ΔεUτεoειouoεc Poιc σo Στoδ3 λο

- 
β*.,.,,

L

oι δεUτερεnοUoεζ ρο,ζ στo oτροΘ]λo εiνo γεvκδ περσσorερo πολι'πλorcζ oπo
αUτεζσε aνασυμnεστai μoοWλiο. oλδγoζεiνα κUρiωζ η μεγaλnστροφanou υφioτoro!

n ρoη oπoτσπτεριγατoυ στρoβiλoU oλλo (o τo μεγολo rοxoζ tων πτeρuγiωv κowo dτnν

ακμli πρoσβoληζ. Στo στρoβlλo atε δoτερη σημοσiο η εμφnνrση rοU nετoλoεlδoιζ
o'ρoβiλoU ιl o'.€. ot'o1t,, -oJ o-ο'ο Θo οιo1οoJ-l rο\ρoΦ.oo-'loL/\tlo

H γdvεoη roU nεroλoσδoιζ στρoβiλou μΠoρεi νo εξηγnθε στn Bαon τηζ oνoπτυξηζ
των δοUτερεUoUσnν ρoων nou nρoηγilθnΧε κο vο γiνε κοτοvoη1η με τn βoilΘεlο τoU

Σxnρατoζ7.5. Eξεrαζowoζτη ρoaπoU πρoooγγ ζεlτηνοκρil πpoσθoλiζtouπτερ!γiouτoι
olρoβ 

^o,,.orο 
o-o .δ-L'o'^qJο,roL l, ρ l o, L1'Φo\l,o οο o'α orρj|-σ-ο Jφiσοf o

ιro.η o-ρoρ1 olo ο.orl l ο'|-1\ -ροοBolηζ Δ1-loιο,οnfο ο 'Jοl;o \ lΓ-
τσxιτnταζ κατο τηv oκnνκa κo] την σπb'πτερnγD oε nτεpιγΦ κotεaθυvση, ol oπoiεζ
nαρoγouvτon κο στρoβlλσμo. o orρoβ]λσμoζ oUτδζ axer φoρo ΦiΘετη oπδ τoUζ δεiκτεζ
τοU ωρoλoγio! (κατα την oποψη πoροτηρnτa noι παρoτηρεi τη ρoh τηζ πτερυγωσηζ ioU
Σxaμοτoζ 7.5 oπδ τnν,ξoδo)(οLονoπτισσεidl στη γωvα μδτοξa nλεUρaq Uroπiεσnζ xα

τοq6μroζ. o στρδβlλo aυτδζ επδρn dIα oρloκα oτρωματο τηζ γωνioζ οντλiWοζ nαρolil

μδζοq οπo ouro roυ τn oυν'ηpε μaoατοU γn δλοτoμηκοζ Πoι δloρκεi τo lδoo]σ\ιρoζ
θα ε]να o nετoλoεrδiζ στρoβlλoζ κΦ κaτa σ!ν,nε αro nooο μηκoζΘo δ αρκdoε εξaρτoταl
ono πο).λoυζ πoρnγoreζ, aπωζ εivο o σρθμδζ Βeynods τnζ ρoilζ' η οκτvα τηζ aκρaζ
-ρoo9onζ lou "Σρ''o'.iono1o.-o oolιoJoρlοlo οοuμοοζlοlJ olρoφΓ Γo



7,11

UΦ στaτα η ροa. Eστω κo ov o σ!ημdtσμoζ τoU πετολοεδoaζ στρoBiλou μπoρa vσ

εξnvηΘεiΙρησ μono ωfαξ θεωρiαν α'lζοτρβε]ζδεUΙερεioυσεζ ρoiζ' εWoιτolζεivοlavd
,oθoρoo J.l-ιoφοJo.ι.o}ο lοΣlΣ'\oo.-|-ει'iζζlo Lc : oo

1:----

ΕrKλ9ΣτA PoH KoΝTλ

o πεταλoaδnζ κο ο δειτερει]ωv στρδBlλoζ oνoπτιooοντol δακρtra σo xiρo
]]ετoξι] rωv rτερUγiωv, δnωζ φo]vετσ σrο Σtημα 7'5 H γdνεση τoUq oφεiλεrolσε αvολογo

φUo(n φαjνoμεvα ολλα o κoθaνoζ ονof,1Uσσετσ δημbUργnfαζ ro δ Xo τoU πUρilνo' κοτo
τ1ι ιξd ξi-o.ζ.]rορo'. oo οJ.',€o .. !oοv'r lδοοoo,' .orooοJcΛo.. ιοo a

το |oρο'o ι olο o '' Bο o' ! ο l.1θ_ζΓo.

76 Δευτεpευouσεc PoΔc Kο Aπbδooη rωv ΣτοοΘλoUnναVων

ol δεUτερεUoUoεζ ρo,ζ kοl o δεUτeρειων στρoβλoζ εξoρτωWα σe μoγαλo βοΘμo

απδ rn oτρoφη nou τα πτερnγo πρoκoλoUν στη ροa' κοτδ σUvdnεα εξoρrωηαl απo τn

μoρφa rοU ,Ιo!ν tο πτερυγ]o. ο λδγoζ toρδnζ nρoζ Baμo μnq πτDpr]γωonξ δnλαδa n

στερεδτητοτηζ' επ δρoιν σrn φδρΙση πoU δaxowο ταnτερUγ o κo εro ε ναl προφovaq oτ

εnηρεnζoυντ ζδεUτερeιoUσεq ρodζ. ol δεUτερειo!σεζ ρo,ζεντoniζovταl κυρ ωζστ ζδι]o
oκρoiεζπεροΙoq (οΘ'Uψoζ μιαζnrεριγωσηζ (o σ! vεnωζ oναμ dνετo νo μηvεπηρεαζoUν
σημoW κα τη ροa σDπτDρ!γ6]σεlζoπou o λoγoζ τoU aψouζτoU πrερυγio! πρoζ τo 9aμoτηζ
πτερινωσηζ εivol ι]εγnλoq (λ'l' !εγoλιtερoζ τoU 3). ol δεUτερειoUσεζ ρoaζ φοiνετο



eniσηζ να μεnνomαi!ε 
'ην 

oυξηση τoυ oρΘμoι] Mach τηζ ρoiLζ. Auξαvοroζ τoν oρΘμο

λraοlr δημ ουργeiτσ μ o,Wovο αρvητ Xη δ αμaκnζ κλ ση rηζniεσηζ πoUτεiνεlνoπερloρioε
την oνonτUξn των oρσκων στρωματων αno 'o oποiα πρoκολ.Ιo o δεUτερeι]ων

σΙρoβ!λσμoζ τaλoζ εiνο πρoφov'ζδτ rα nαn τωv oροκδv στρωματων oτηv εiσoδo μ oζ
πτερ:]γωσnζ κοΘoρiζoιν σε σημοwκo Θοομδ τη δειτoρευo!σο ρoil πoU θο σxημonoΘεi

ol δεUτερειoUoεζ ρodζ εxouv σημοWκa εniδραoη στn σUμΠερlφopδ κο Iηv

o1οδoο- |-.oζ olpoo Φμ 
"o 

' .Στ.ο .c εοο .o'ζoJJΣ l'\n'oοoo-εooo.Jο,,i.
επδρoσe|ξ nοU προκoλoι]v:

or δεUτερεaouoεζ ρoaζ δnμn!ρvoaν ,να εγκαρσo n.δο τoΙιτητωv σε ΧoΘε

δατομη τηζ οIρoβlλoμnχανilζ Απoτaλεορα ouτoι] εivo η δημ]oUρνο τρδοστατων

φοlvoμaνωv ρoilζ κο η oδUvoμo ακρ9οuζ πρδβλεψηq ioι πεδiou ροnζ
Yρησ μorουwdζoποκλe στLκο δ δdστoτεζ με€oδoλoγ]εq, ovolδειτερε0ouoεζρodζ

(B) o δeUτερεaοUoεζ ρoεζ δημoυργοnν τo δεUrερεUoντo σtρoE]λο ο oποoq μΠoρεi
ενδεχο!eναvο Πpoιολaoε αnoκδλλησητηq ρoηζ κovτa oτηνΠλεuρo υποniεσηq. M'd

τdτolο απoκoλληση μnορε να εxεl oρνητκη εriδραoη στo Bοθμδ οπoδoσηζ τηζ
σrρoΘλoμηxαηζ.

(γ)

(δ) onωq ονoφdρθntε κα στη σUζητηση τoU Σnματoζ 71, o δεUτερεUoUσεζ po,ζ
o' μJ'_ιΛo l. ο' ζ ο' .o,| ιJο1' δnJo'o\.,o.πl;ο1 o'
Boθ,]o. οloοod]'.o-ο2ar"ρ'Γo. l οooo. o ! |-o.oδrζ.

(ε) H δnμbUργiο |σxUρoU δευlερει]οwoζ neδ oU ροnζ dε μαnτερυγωση πoλUβδΘμoυ

σUρllεoτη εivaι ενδεΙδμeνo νο πρoKολεσε τη λετο!ργiατωvεπoμενωv Bαθμ δων σε

σUv€ηκεζεnoζτoυoημεοu σΙεδiαoηζτoUζ (οf,desοn), αφoU ολλο|ωvε τnγωvο
ηooσπτωση( των εnoμεVωv Bοη]iδων' Πρακτlκo εκroζ dnδ μεωση τoυ σUνολ(oι'

ΘοΘμoυ αnδδoσηζ τnζ oτρoβλoμηtαvηζ, αUτδ σημοiνε ενδεΙδμενo φονδμενd
θοριβoU η/Kαr nτεpUγ σμoU.

ol δεUτερευouσ.ζ ρoaζ εΠ]δρoι]v Kαl στo Πεδio οερρoκρooioζ oν nρΘκετo vlο
οτρbβλo (d κdτo σινεnεo τρoΠοΠοroιv τζ onοτi]σεζ ψaξηζ ouτοu



Στην εvδτnro ouτn πορouσοζofο διo ενδεfXeζ lερπtισεlζ προσoμοωοηζ
δεUτερεlouσωv ρoων σo πτερυγωσoq σIρoβ'λoμηχονωV H πρaτη oφoρα μα γρομμκη
nτερaγωση duρnEorη εvω η δεuτερη μα γρομμ]Kη nτεριγωση στρoβiλοu κσ onζ δnο

περtτωσσζτο εργαζδμενo μεσo nτοv οεροζ σεΠολ! xομηλiq τοxιτητεζ ωorε τo ρευστδ
να θεωρε τα οσUμnieστο κo νο μovτeλoποenοl ωζ τaτoo. τo oποroλ,σμαta tnζ
nρoσoμo ωoηζ πoU Θα πoρουσlοσθοaνπρο'ρloντa ono (ωδ kα επiλισnζτωv τρ δEdτoτωv
.ξ σιiσεων Νaν e.slokesπoυαvοπτιI€ηκε στo Eργσorηρ oΘερμ κωvΣτρoB λoμnΥονnv.Θo

noρouoloσθe]μδνo ενo owπρoοωπεUnκo rμnματωv aπoτελεσμοτων' ou1o ΠoU οφoρα tζ
δεUτερειoUoεζ ρoεζ το oπoτeλdσμοτo εxouv ouγkρΘei με π'ραμoτκa δεδoμ,νo Kα' η

σιγκρσnεiνoΠoλUκανonolηnκil.εnλεx€ηκεναf,αρo!σαoΘoιναp]θμnτκnαπorελ,oμστo
κo ox oχnμoτα oro μετρilσεζ' αφo1] μe τo oaγlρονo υλrκo (d λoγσμlκo μΠoρoUμε νσ

εγoUι]ε εUκoλoτερη διοΙεiρ σa τoUζ

77 nοοαδεiνuοτo ΔειrεoεuoUσι]v Poδv oε Σ1οo3'λοun!dνεc
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7.15

H πρωτη περiΠrωση οφoρα μlο γρομ!κn Πτεpnrωσn σUμnεστn' τo ΣΙilμo 7.6

παρouoιaζσ μo δδ6στατη τoμη τωv nτερUγiων vlο νο φαεiη γεωμεrρio roυζ καΘωζ kαl

η vωνio κλioηζ τoUζ (22'2o)' Η γωνio.σaδou τnζ ρoilζ ενo] or=45o κo η κoτaνoμa
loΙ4 ll lοs o'l]. ooδo.'.ο oμο'o1-oρρη _o ο J.o θ,oη o1ο 1τρL] o oc -'ερ.vlο
Eτσ o δε!τερεοοuσeζ ροaζ θα oxn!ατ σθoaν οπo τn στρoφητωvορoκaν στρωμοτωvτo!
πoδoζ κol τnζ κ.φαληζ. Aφοι' η τρ δEστοrη πtεριγωση σΙημοτiζετo Uψnνofαζ σrηντρnη
κorειθUvσn την iδα μoρφη τoU πτεριrioU, θo αotoληΘoιμε μovo μe το κοτω ημσU τηζ
nτ.ρnγωσnζ' Στo Σχημο 7.6 πaρoUσEζDτol η κoτovoμη τoU ouwελεσtil Πεσηζ στo κατω

τo]lωμα (κaλ!φοζ) τηq πr.ρaγωonζ

ol δειτερεro!σεζ ρoεζ κο η eξ,λξη τoUq nαρoUσ αζovταl στo Σχημa 7'7 Σ'αUτδ

σΥεδδζaτσ ro δεUrερεnov Πεδio tαxaτnτοζ σε δao εΠinεδo (αθετο σiηv aξoνlκa
κoτευθυνση' τo Πρ6τo εΠiΠεδο 9ρioκετo στo977o τηζ xορδnζ, λiγo πρ v την α(μη εκφUγilζ
τoU πτερUγ oU' Eδι φoveτΦ n δη]ΙoUργiατoυ δe!τερε,owoζ στρoβ]λοU κο η σlετ κη τoU

θaon μεσo στon'ρoσμo, κovτo oτη γωνiα που σχnμoτiζa ηnλειρα Unoπεσηζμeτo
κaλ!φoζ τo δeιτερo eniπεδo βρ σιεrοlσε οnδσταση ]ση με τo 5ο% τηζ oξoν(ηζ lορδηζ
oτo Xorotl τnζ ακμiζ εκφUγaζ, δηλοδa oε μα nερolη oπo! iδη dΙo λσβε lιiρα (κoi

σUνεχiζoνα Uπaρrε)η oνdμ ξη τoU o!δρρoU μετ ζ δευτερειoυ6εζ ρoεζ' H d,λnλDπiδρασn

εiνo oροτa στηV neρoYη πoU βρσιετo lανω απo τo δεUτερεaowo oτροβlλo'

ΣxEΔΙΑZoMEΝιl

ΕΠΙΠEΔoY

Eνα σημαfxδ να γivεl κατονoη16ζ o iρoπoζ με τον οπoio οπεκoνiζετol ro πεδo
rωv δεUτερelouσωv ροων' τo nεδ ο αUτδ Uπολoγiζεταl σ. Kοθε Θdση xρησlμoΠοnrαζ τo

δaνιdl]o τnζ ron κηζ ,αιτηταζ Io μo λοlεU€Uνοn οVoφoραζ Η τελεUτοio

λoμBΦετο εnεωζ η κo1ειθUvoη τnζ ρoliζ στoar]οτο]xο σημεio nοU βρiokετo στo μaσo
nψοζ ioU nτερUγio!' εiτε ωζ μα μεση γωviο με rnv onoio εξ,ρlετα η ρoil' τo Σxημo 7.3



716

εξnγεi τo ,l οw]πρoσωπεaοUv τα δoνισ!ατο τoΙυτητoζ ποu σlεδοζoUμε

Στη δεaτeρη nερπrωoη αναλι]ετol μα γρo!μκη πlερiγωon στρoBiλou με κδτoψη

ouτa τοU Σxaμοτοζ 7.9, οnoU UnoδeΩιοrοl κο ol εγ(oρσεζ δοτoμdζ 2 κο 10δπoUΘo
rοpouo,οoΘoιν'ο Γ.δo ι-! δLιrιρε' οUo JJ οο Λ. ol ζ εtl. lοοΓ\oJ_ι!o lo |..'1.
πrερυγωση τoυ σUμπ .orn H ρoη εlσερxετo μεγωνiααl=425o ταδEνUσμαΙικσπεδiατωv
δεUτερεUoUσων ρoωv παροUσoζοWο στo Σxnμα 7.10 ετo δnωζ το οw]λσρβoνεταl o

πσρoτηρητaζτηζ ρoηζ onδτηνaξoδoτηq nτεριγωoηζ. Σ.η €aση 02 μπoρoι]μe vα δEKρi
voUμεrηνoρtησtημoτlσμoυτoUδoUτDρεaowoζκαlioUnεταλoσδοιζστροBiλoU.orρω'oζ
βρiσκ.τol κofαoτnvπλεUρα UnερΠiεσηζ κοΙoδειrερoζ(oντo στηvπλε!ρo uποπiaσηζ. Σrη

θθση 1o, lοU Bρiσκετo λγo μετo τnv αkμiLεκφ!γηζ, παρouoioζovτα δno σuvεxδμ.vDζ
δατoμaζ (δ πλo Baμο)ωοτD vo φοvεi(o€αρο ο δεUτερει]ωv oτpoβλoζ no! oΙnμσζeτol'

nλi]ρηξ ονoλUσn τωv nσρoπnvω πτερυγδσoων πoρouσloζ6ταl στην εργασiα τοU H.

Nlιoλαou'Ynoλovoμδζ τηq Ponζ oro Αrνκo Δοκaνo ΣUμnlεστωv xpnσμoπoωWοζ
Errnτn των Eξ σωσε!ν Νaνietss1ok€S', Δδdtτoρκr1 ΔοτρBa, EMn.

Γα εμBαθUvση σto Θaμο rωv ΔεUτερeUoUσωv Poωv οινlστωWο τo 9]Bλio:

M.H. Vavla' Aerο Themοdynam]cs and Fοw in τuιbοmaοhnes, Β.E κrieger Pubishng
comρa.y, Νew YoΙk, 1974.
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Mεroν δρo oΧτ v κδ δoκeνo (iip. earance)σε μ α σρo9 λoμnχονη ldpoκτηρiζouμε
τoν κεν6 tωρo πoU σXημστ]ζετo μετoξι τoU (κNητoι η oκiνηtoυ πτερUγου καl τoU

(oκiνητoι a ιvητoι] οηστoxo) κελιφοUζ τηζ μηxoνliζ. o xi]poζ τοU α(vκon δακiνoυ
dxσ σημoWlKη εniδρooη στη φδρnση κο nζ onωλε εζ τnζ στρoB λoμηxονηζ κd oxετiζεταl

|]ε τlζ αfLkρouoμενεζ επlθUt]ioζ τοU σΙεδooτη μαζ σtροBlλoμηΥονaζ vd atε oφενδξ μεv

μεγσλo orMxb δo(εVo (γo κoτoσκε!ασnκoaζ λδγoUζ)ισ oφετaρou μπρδ δoKενο (γlσ

)Φγoυζ noυ σtετiζorσ με Ιηv oερoδ!ναμΗa τοU nτερUγioι). Σnζ nερoτρεφδμevεζ
πτερUγισεξ, τo ακτVκo δ αrενo σχημοτiζετol μDταξι τοU d(ρou ro! nτερUγiοU πoι
nερdiρ,φετol ιo τoU οκiVητoU oξωτερκoι ιeλr:]φouζ τηζ μηxαvnζ Σnζ σrαΘερaζ
llrρJ\UoL'ζ io oι-!.o δοιΣ.o ο,'Jοl'llro Lε'ο'L 'οJ ολοο. 'o. jοJνoJ rοι
nαρoμενσ oκiνητo κo τnζ nερoτρεφoμενηζ οrραfou η onοiα φiρε τα πr.ρι]γο.
Σιν!φασμaνoζ με τn σUμΠερφoρo rηζ ρoi]ζ ποU δασxiζα τo οκτvκδ δ αkεvo εiνo o

σxημonoμοζtoU oτρo9 λου τοU οκτlν(oι] δ αΧενo! nοU συγκefρΙirνd τη ρonf,oυ εξθρχετο

απδ ould. H ρon oτo oοrMΧο δ ακεvο nαρoισjdζεrΦ no@i κa στo ΣΙlμα 3.1.

κEΦA^Alo a

H PοH Στo AκτΙΝΙκo ΔlAκEΝo τΩΝ ΣτPoBlΛoMHxΑΝoΝ

3.1 H Pon στo Aκnνrκδ Δloκενo

ιrE nρωτnΘεωρητ κη noσoτ κη μoντελono nonτηζ ροaζστο αxτN (b δLoκενoγiνετaι

γρησl|]oπor'foζ τn δEφoρd liεσηζ πoU Uπδρlε μετοξaτnζnλευροζUπερπ]εσnζ ?P kol

τnζ πλευρoζ Unoπ]εσηζ ,,l Eνα η δloφορα πicσηζ ,P?J noU κoθoρiζε tη ρoη μdσο



οπδ τo α(vκδ δoκενo. εrσ με
ταYιτητo ποU εποvε τη ρoη μεσο

/.. | -

παρoδotaζ oτρ βonq ρευoτoι
απδ το δδκεvo δ vεΙoi αΠo τn

κo οσU]rη εoτηζ pοηζ, n

(3.r)

H τonxη rαμτητo μ'σσ απδ τo oκτlν(o δEκενoπo! καθoρζe θeωρητκδ η σχ€ση

13.r)εξαρτα'ο οπδτηντoπMa δ oφopo niεonζ μετοξu των διo nλεUpων τoU nτερUγio! {ol
σlvεnωζoπ6τn φoρτ oη τoυ πtερUγiοU' H φδρnoη λo nδν τoU niερυγ]ου, στην περloxη τoυ

ακρonτερUγioυ, επnρεoζd σημow]κo τη ρoη ποU θο δLoσliσεlτo or]Mκ6 δοκενo' Anoiηv
oλ.λn nλεUοα ,o ηoσooτo τηξ nαρoYaζ noυ θo δοσγoε τo oxrιv κδ δ ακεvo δε ouμ!ετa}€l
στην εvεργεlοκη oινΦλoγη μεiσξι ρεUστoa κοl ΠIDpιriωv' H πορoxη μεσo οπo τo oκτlνκo

δοκoνo εζαρτnio 9aβoα δχr μovo oΠδ τηvτοΙarηro ηi oΜο εliσηζ κΦ alδ τo nψoζ

τ τoU δoκdνοU. AUτ,ζ o διo εναl o oημαrlκδτoρεg ποραμετροlnoU καθορiζouν την

,Woσn τnζ ρoiζ oτo οrνlκo δ σκDvo.

!, ) 9oj,{l*.^

Σlημo 3'2

H σ!νoλκη τοΙιτητο τηv oΠοiα exσ io ρευστο οτηv noρoxη rοU δoKενoυ'

με1ροι'μενoστoσtεnκδ ωζnροζτoπΙoριγrc σι]orημo σUwετανμiνωvσΥηματiζετo οΠoτnv

υπερΘεσn τηq nρωτεUoυσoζ lofo οτο πEρaγο γ]ο τηv



τo δaκενo rροζ τnv nλευρσ Uπoniεσηζ τoU πτεpUrioU oxnματ ζo (olη γενκil περiπωοη)
τo στρδ9lλoτoι oκnMκoa δαkdvοu 1tιρνοne{ o σrρaβλoζ εξελioσετol μοζ μeτnν κιρο
ρoη' αnoμaκρ!νδμcνoζ ενδεΙδμεvο σπoτηνlλεUρο!ποπieσηqXαraτηνnερ φερεlα(η η/καl
τηv αrMka κoτeι]θUvση κο oλ\ηλoεπδρωraζ με το υnδλonο ρo κo φαν6μενα' ο
στρδβλοζ roι αfvκoι δακavou aλ\nλοεπ]δρn με τo δειrερευofα στρδBιλo, ο οπoioζ
περlγραφετo o1oKoφαλoo7ko noudtσονanoδηφoρααπnτηδlKητoU oπωζφσiνετοΙστο

H περlστρoφη κο n oναφoρo σio σ}€lκδ σιστημo εmδρo σnμoΦlκα στηνεWdση
τnζ ρoaζ τοU σκτ vκon δ oι,νou με δ αφoρεnxδ τρδnο γο το σUμπεσrη κol τo στρδBlλo,

orωζ φοiνεrα oτo Σxaμo 3 3' Στο σUμπlεoτη, ιoτα iηvnερστροφi' η rλεUρα UπερΠiεonζ

πρoηγεποlτηζπλευpoζUnonεoηξτo!iδoUnτερυγ]o!Χo,τσ]nδaoμnπoUεξdρ}€το oπδ

to δ oκενo Xνεiτο περloσoiερo nρoζ τoεσωτeρ κδ εγκοτd€iΠowoζτηνnλειρα υπoπiεσηζ
χΦ nλησoζowοζ την π)€Uρα UΠερΠiεσηξ. Συγlρovωζ oUξδνεi η dwoση τoU oτρoβiλouτoU
oκτνlκoι'δ ακavou'τοοW θeτο σUμ9o νε σro orρoβλο δπoU ηπλauρn !Πoniεoηζοno δπoU

εξiρ}€τοLη δaσμη ρoηζ τoU δ ακ,vοU Πρoηγε τοl κα] η δ,σμη παρομavε] κοWo orηvnλεUρο

oJ'1'1|-. u.rlο ο oLo' δ ooιo'l'_o'εro.ο, oll' toρ o''ol
νoτερη στoUζ στρoβiλοUζ, σ'σUrοUζ n ρoil τoU aXτMκoο δ οκ'vou σvαρ'νεrσ εντoνoτερη

3.3

περiΠτωση noι δεν Uφioroiα] τo δnrcνo κo τηζ ταlarηiαζ i-,

Δ dΦοpο ολλα φσνδμεvo μΠopo!ν να συμβοι]v σe προγματκεζ nτερυγωσεlζ
oUμnεστ6ν n στρooiλωv λδγω τnζ ρonζ τoU ακτ v κoU δαK,νoυ' Eτσ oτηνπερinτωσn ροηζ
σεπερU\iωσnπoU ον δεν υπnρYετo oκτ v κo δ ακεvο 3ο εμφαv ζo τoπκη oΠo(oλ\nση τnζ

ρo1ζο \'toJτξ1 1 oo.



δnκiνoU κσr η oon πoU aυτδ δη!οUρνεi ορκετδ σUΙ!δ εξoλεiφolv την περlοΙη τηζ

oποκoλ.λημdνnζρoηζ. Eiνα nnepjnτωσηπoU, ενω n ρoi]τοUοmνlκoa δ o(,νουσ!νoδειoταl
vενlκα αro oπιλeeξ' εfoaτοζ σUνσσφdρε! orη μεiωon τιν oυνολκnν οΠωλεωv, αφoι
onoφει]γετo η αnoκολληση τηq ρonζ.

Στnv περiπτωση πoU ,tουμε ποπα οροιo oτρωματο σio γεπoνlκa (,λ!φoζ' τα

δημ oUργoιμενο σuνεκτ κaφο Vo|ενoεξoσΘεviζoUvσημαΦ(nτn ρoiloτoorMκδδ αι6νo.
Σε στρoβiλouζ nou ψ]xοwo εoωτερ(o Χο το ρeι]μα ψaξηζ πoU διαρρdq τo πτDpιγlo

εkBαDΘ στo ακτ v κo δloKενo' αUτo σufeλεi σrη ι]ε ωση τηζ ρoaζ ποU oλλ'ζ θo εδνε τo

τελe!'oio κa στην εξodθ'νσn l]εξαλεψη τoU oxοτiou oτρo9λoU' Aπδ την aλλη n)€Uρα

δδφoρo λa!o' οnωζ εiVο λ.x. n awooη τηζ τυρβnζ τηq εξωτερinζ ρol]ζ' μnoρonν νo

πρo(ολ,σo!v δrdψση τηζ δaσμηζ ρoaζ ΠoU eξaρxεταl οΠo τo οκτ v κo δ]aκενο'

H ρoη πο! δημουργεi τo ακτvκδ δaκενo ε]vοl σtUρο τρδοστατη κo ωζ rετolο

πρaπdνo loντελoro ε τα] oπωζ φα]vετο στα nρoηγουμ.νο σΙημοτo, δενπερ oρiζετo στηv

nερbΥη τοU δσκ'vou ολλα εnεkτεivετο Περlφερεσκn (Πρoζ τηv nλouρa Unερniεσηζ τoU

vofoMkoυ πτ.ρUνioU] κα oknνιο i κoθ'υψoζ Πρoζ rο nλλo κ,λυφοζ τηζ pηΥoνηζ. H καθ'

nψoζ οnoμακρuvση τoU μπoρεi να φΘασ, κο το3ο%τoισυνoλxonυψoιζτoUnτερυγoU

H δnμDιργiαrηζ δiσμηζ ρoηζ στο oκlνκο δοκενo κo η δ αtυσn τηζ oτη οUνdlεβ
σUνεΠoγowa οπ'λεεζ nοU nρoκτlκα εκτμωfαl περrοU στο 2-4% των oUνoλκιiν το

'oood-ο 
o' io ιξdρ'ο'ο o1o ο - rο -'1ζ olροθlιo J ο,l

τoλoζ θα σημεnσouρε oτl to δ ο τo δl.(ενo κd η ρoη noυ επτρaΠετo να δ αφ0γεl

δο μaσo! roU προκαλoιv οnoφoρilοη τoυ πτερ!γiou στην περ otη τοU ot στο xοU σKρoU

τo!' oε σΙiση μe τη φδρnoη nou Θο ε χομε oτnνπερ oxi οUtη ον το nτεριγ o (oτaληγε στo

κaλυφoζ xιρ ζ κεvo xωρo αvdμεσα H τonιn oroφδρτσn τοU nτερυγ oU oUνδυαζετο με

ι] κρδτaρn στρoφη τnζ ρoηζ {aφοa εκεiτο πIeριγ α αδUνοΙoaννo oδnνηoο!ν τn ροn δnωq

rρ,rε) κα με μεiωση τoU 1οn (oυ λoγou niεoηq Γlo οvr στo xoυζ λδγοUζ επηρεαζσ inv
nDρoxn εUoτo€ουζ λeτouργοζ ενoζ σUμπlεστa. H επδρoση τnζ ρoηζ τoυ αιnνιoιr
δα(aνou εεαxoλοUθε να εΠ'δρo κoι σΙζ επδμενεζ πτερUγωοεζ, με εΠοκoλo!Θo

ταλowωo.ζiων nτερlviιVτoUζ, δηλoδηnτeρUγσμδ Aνnρoκετo γlo o'ρoBλo η ρoa τo!
οXτνlκoι δ oκdνouτρoΠono ε τon κοτo ρUθμδμσαδooηζrηζΘepμδτητοq κo σλλαζe] κotα

σlvεnεE nζ onαπaσεlζ ψrξηζ

3'2 Eνo Anλo iι1οfdλo νατn Pοir στo Δnκενo

Στην ενoτnτσ αUτη Θo noρoυσloσθοi 
'να 

απλb μovτaλo πoυ nρoσoμolωνε την

τοxnτnτo τn γωv ο καl τ ζ οΠωλε εζ ολκηζ π eoηζtηζ ρonq μεdο o1o oκτMκo δ oxDvo μ αζ
στροβ λounγoνηζ'τo onλo μowελo oUτδεΥειnαρoUσ ασΘεiono τo Ra ns Xα συνηΘωζ φερε
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τo oνομd τoU Exθ βdβοo Uπooτεi δEφoρεζ βελτωoεζ ono δαφoρουζ ερεUνnτaζ' αλ,λσ

πορολα τonτα η φUσ κη τoU μov1,λou 1oυ Rains Divο α!τη ΠοU δ εnε oλατο μετorεv,στερα

τo μotελo στnρ]ζετο dτην παρoδoΙη' πo! nδη oναφερΘηκε' oτ n ρoη μεod oτo

δrα(εvo Xo€oρiζετο οnδ τη δ oφoρo nrεσηζleταξn τηζnλεUpαζ Unερn eσηζ xοl Unοπiεσnζ

τουnτερUγioUnoUσtημoτiζεiαlστο ι]ψοζτoU αιρonτερUγ oU' επτρaπετov!noλoγ σμδτnζ

μaoηζτοxι]τnτοq iηζ δ,oμηζ πoU eξdρxeτσ οno τo δ αkεvo στnvπλεUρα υnon εoηζ κor nζ
απω€lεζ oλ]κηζ nεσηζ πoU οUrη δημΦυργ.i. Στo rψoζ τoU οκρoπτερUνoU, βoσlκil
κoτειθυvση τnζ ρoηζ ε vαl οUτn noU ορiζε η μ'οη rραμμη τoU πτερUγio! σD ε(ε νο τo

υψοζ, evιi η ιπoρξη τoι δ αkavou επογεlπpooΘεrη ρol]ποU μnoρe vα θεωρnθεiδ δοστoτn
σε εriπDδο (aΘετo στn μaση γρομμη τoU nτερ!γioυ το ροwελo lρησ μonoεi παροδoxτζ

Σro ΣΥiμα 3'4 πορouorcζετol η |]oρφa τηζ ρoηζ σε ενα taτo o επ]πeδo. Στnν αρlη
σxημoτζετομαφ!σολ\iδαoΠo(δλλησηζρenaconιacta),onωζ6tεδoπστωΘεiαπanoλλα
πσρnμοτο' to dηpεo εnαvσkoλλησηζ τηξ ρoηζ, δηλαδη τo τaλoq τηq φUσoλ\δαζ εiνο

ouναρτnoη τoU υψoUξτoU δ oκ,νoυ' H ροi] nσvω οπδ τη φισoλλiδα αnoκoλλησnζ κο ρ,χρl
τo udvEτο ιψoζ τηζ (Θεσn3 σtο Σtημο 3.4, oπou τo ιψοζ πou δ ορρiετοloπo ρεUστο novω

onoτηφUσολλ]δοDivσσr !εττoσUvoλXoυψoζτo!δoKaνou)Θεωρεiτο o1δεο!μμετaxε
στ ζ αnΙ;lλε εζ κο ro τo λoγo αιτo μπoρeiνο πρooεγγoΘεiμε ava oΠλδ μordλo oτρLβoι]ζ



3.6

ρoηζ,6no! λ.x. τo μοwaλoτηq δινoμlκilζ ρoiζ. Η κρid]μηnερ oxil τnζ ρoilζ εiνd oUτη πoU

oκολouΘεi τη Θaon3 κolστηνοπoio λdt]Eoνε ΙΦρo lσxuρn ovoμrξη τnζ ρoiζ κσl dUνεπΦζ

oπιi,λε εζ oλKiζ riεoηζ. o βoΘμοζ oνa]rlξηζ εξορτo'ol, μεταξι των oλλJν, oπο τo λoνo ι/r
onoυ L εivolη οπoσoση μετdξn τoυraλouζτηζ φUσoλλiδαζ κo tηζ εξoδo! τoυ δ oκaνοU.

Aρo, λοθωζioτερ!γo dYε δoφoρfιo1oχoζ olξ δo!ορε-κaζΘεoεiζ ιοlo μ1hoζ -1ζ

Ιoρδr. loU. εJφor'iζιro, ioj δoΦoρσkoq soθ-oc Φο'lξη\ o1oΘio1οε θro'].

Η nσρoδorη δ!νaμlκliζ ρoliζ σην nερlotη 1 ,ωζ 3 επrρδπo τoν υπoλoγσμo 
'oυ

Boθuo], ΦεvUoη\ o H ο\τΙ,i oνoλLo1oδrγε. σo oυ/rερoσ Jo oτl

(3.2)

πo! vrylκo i}q εn βεEo ωΘεi onδ πε ρδμoτα.

H dνoλUσn πoU Θo o(ολουθioε Θo xρnσψoflolnoε ro oκiνητo oaoτημα

ourετoγμau!ν κol μπoρεi εο(oλα να μετoτρonεi γ]α nερσpεφoμενη nτεριγωση Φ η

σΙεnκi τot!τητo νv ΙρnoψοπolηΘεi οri τηζ on6λUτηζ V. o δεiκτηζ s δεirνεl ouνlσωσεζ
κoτσ την kdrεrjΘυvση τηζ μdσηζ γρdμμiζ τoU nτoρυγioU ενω ο δεiκτηζ n σUμβoλζd την

κoθετn σnν s κσειΘUνon.

\=vr=vr
σUσΙσβη tωv σχεσεων (3.3) ωζ (3'5) δiνεl

ρ (v:.'v:.) (3.4)

δi δoτηρεiταl η oρμη (αrd rην κoτευΘυvση rnζ !,σηζ γρoμμliζ τoυ π1εριγioU,

(3 s)

(3.3)

(3.6)

n KoτεnΘUνση μaτoξn τηζ θdσηζ 3 Χσl τηζ θ,dηζ 4 δiνεl

i cv:,

H δ oτaρηoηrnζ πoρoYηζ κσqτnv



Θο θeωρnoοUμε onτo ιψoζ τ τoU δdK,νoU εναl στοθ.ρn σ. δλo ro μil(oζ τou πτερUγioU

κσ oτ nονω οnd τη φUσo)"\δo αnoκδλλnοηq lnoρΙσ !lο oμoloμορφη (ατoνoμil τnζ ,.^,

,,oζ ροηζ ol τo'Σ J ι'' -ο'α oλτoη tρnρε'o'

(3 7)

L

.: 

-Ξ
l: F:l:: E-E:E: -]

,,"1δ=( ι σ

κοΘε en πλaovεπεξεργασiα τηζ σ}€σηζ (3 7) οnα τεinαρoδοΥη γlο την κοΘ ι]ψoζ kaτoνoμn

rnζνi4' Γεv κo' θαεπτρ,ψoUμεoτη Vn4 να δ 
'nετol 

απδ o|]o oμoρφn' τρ vωV κη, nαρoβoλkil

η oναστρoφn nσρoBoλκη κατονoμil (βλεnε Σxημα3.5), oναλoγα μετηντlμη τοUλδγοU L/τ'

Eνoζ πoloτ κδζ οδnνoζ γlo τnv επ λoγη τn9 oωστnζ κατονoμilζ τoΙ!τητοζ στn Θaση 4

6 . L/τ - ομolbμoρφη καiovoμη
LΛ < 6 3 παραBολxη κοτονoρa

03 Lτ rρ']J. ι ' ιoloιοJ.
LlΙ . 0'3 ' αadτρoφn παραBoλΧil κατονo!η

Θα Ι€lρ στοaμε γDv κoiη σt,ση (3'7) ονoλιowσζ τo δεξιo μθλoζωζ σUvαρτnoη τηζ

μaγ στηζ τ μnζ rηζ iolιrηταζ Ι/i'r , dτσ ιirστε



Θ.3

(3 3)

(3.9)

,. v: r,

Ν'ρv:'α=ριa'ρΙfΦ

οπoU I1 εiναl κοτoλληλoζ σ!wελ.σrilζ, onωζ nρoκιπrεl oπo τηv ονaλυoη τoU

oλoκληΦματoζ γlo nζ τaoσερlζ κοτοvομaζ.

Στη σUνa}€E εφoρμδζoυμε rην εξiσωoη δoτilpηonζ τηζ oρμiζ σrην κoΘετη στη

μaση γραι]μll του niερUγio! δειΘUνση, μετοξn τωνΘaσεωv3 xo 4' Aυτa δiνε

(3.1ο)

(3.11)

(3.12)

li, με τη βoηΘεlo τηζ σxaσηζ (3 6)' οτl

φ,-P,Υ = "":,.(' :) "i"4,Φ

Σε oWστο xiσ μE rη σldση (3'9)γραφoUμε oil

ενΦ Φ RdΘdτιinoζ rην εκφρoση τoU yΒ nouδiνσnσΙdση(Θ.3),ηδlσηρηση'ηζ

ση δEnΘUνση n δiνεl τελ κo aτl

.,[,ir ,' -le.'P!=ρvr| 'f ) \]

Δolρdwoζ κorΦΦλα τo διo μaλη iηq (B'12) εμφΦ]ζετο o αδEoτoτoζ σ!wε
πτ6dηξ πiεoηζ μετoξυ των θaoeωv ] (o 4



'- tft

'' (tΥΙ\t (3.14)

Aνnλoγσ με iη μoρφil no! Θo dΙΘ η κoτΦoμi rσtυτnταζ Ι' στη Θaση 4 εξ6δoU αno τo

oΧτνlκ6 δ@κwo. EYoUμε:

Eiνol n nερinτωdη (Φo την onoio σxoσ on

(3.r5)

τo βoΘμoσaωσηζσ, η σΙ€oη (3.14) παiρνarημoρφη

(3.Ι6)

(α) oμol6μoρφηκΦανoμi:

κo μετηντlμilτηζ σ}€σnζ (3.2) νβ

l-!:I = 0.7υ6a -

(3.13)

oμορροU πoU σxημσiζdol πioω(θ) alαρσEoλ,(il κΦoνoμη: Aν εiνol δ τo πdχoζ τoυ

Ιa'1ι

ενωγ]dy>δ a}€lτη σoΘερil nμi y =y;

Φdπιjlwoζ σUνeΙ€E τlμliζ κol nσρoγΦνο!

v: 2v)

τ6τε n dYaoη (3.9) Unoλoviζετol ωζ η UπiρΘεση δυo επψερoUζ oλoκληβJμσων, εiνoL

. o σUrελεστθζ a κol b Uπoλoγiζowo! ει]κoλo

dro ιψοζ δ κol Bρiσκowol iσol με

{3 Ι3)

(3,19)



8.1ο

Ιv'/Φ = Ιv"Iι'Φ.lviΦ β'2ο)

AfiκαΘσdMoζ την (σΦo|lil β.1Θ), με roUζ σUWελεστaζ (3.19), ση σx]iση (8.20) (ol
εrελiMαq την oλoκMρωoη 1ροiuπεl σl

l v''a . v:, Ι!Ξ1

onoτε, με βαoη rη σλ€ση (3.9) ro}!o 6n

\=ξ=o'wo'

δηλαδil

r_=a.1.=αειεs

AWκoσσiMoζ τlζ τlμiq των 11 κα 2 dnδ τζ σΙaσεξ (3,21) κol (3.23) ση σΙεoη (3.14)

(21= -*""",'

fu) τρ!vω9xi κσovoμi: H iρlγωv Χil κατoνoμη oπoτ'\εiτol σo τη γραι]μRη δ@opl]

'.o'-!!' ' ο.,.δ

(3.2r)

(8.23)

(3,24)



3.11

η οπoio σUEΙiζεl μσd με rη oτdθερi nμi ,,; . Eiναl σρκσn oπλo νo oπoδolΙ€oi 6τl

'1,"ο -,ι(#)

1,*,"-,l\ξ)

1,=ξ_9=o'sosJ

\=+=o'1Φ1

(+l =,"","""",,

Ar(oΘσιnwoζ τ ζ τμaζ τωv ]r κo] l, oπ6 nζ σtaσεξ (3.25) κo| (3'26) ση σχiση (Θ.14)

(q Aνdσρoφη noρα8oλκi Kαrονoμi: ΑUτli δiνεro]σd τη σχΣoη

"-a'"ι# oΣy>δ (3.23)

πoU oυμπMρdjΦσol με την oμ06μoρΦη κσoνoμil μετn τo nψoζ δ. Mε την εrr€ση τσ
6ltτlκiνoλoκληρnσΦνnρoκιlπεl oil

i n-o, = ,:.lμ!\

(3 2s)

{3.26)

(3.27\

η-ξ=ρ'laτtl (3.Φ)



a.12

(3.30)

,Ι

ψiζ

(v)

EεΙo

v)

(v:

ξεΙi

v)

Σ

των η Χo| l, oπl' τζ σxedεlζ (3.29)

(3.3r)

nοJ 1ρoε{UιΦ γ.ο nζ -dooερlζ oΓ}oιolεUllh.ζ ioroνοJiζ noν

onoυ cd o σ!ηr€oτilζ εκκρonζ με τμaζ:

cd = ο.3436 , γlo oμoloμoρφη κdταoμil
οd = 0.913ο, ψo πoρoβολκilκοτaνoμ|i
οd = 0.9554 , γlo τρ|γωv κη (oτovoμ|i

οd = 0.9753 , γlo ovoστροφn nσρoβολκi) κoτovoμli

ηοd = 0.3436 , γlo ομolδμoρφη Rdταvolil

ηcd = 0.7939 , γlo πoροβoλl(a (σoνομη
ljοd = 0.7696 , γlσ τρlγωνkη κoτoνoμli
11cd = 0'7224 ' ν!α ovαστρoφη πσροβoλ κi Χoτoνομli

AW] τηζ μεv@τnζ rσΙarnτoζ

n oriστο xn !dση τοx!τnτo

Η owiσtο Yn rnζ €.32)σ$ση γραφετol

onοU ο νεοζ oLΦελιoriζ ειEρonζ ηcd Πo ρνd nζnμiζ

y; εξ6δoυ σo ro δ drcvο μπoρεi να χρησ μοπolηΘεi

(3.32)

(3.33)

(Θ.34)



4.13

ξiζεlνo πoρaτηρηΘ'i η onξouσo μoρφη τoU σUrελεoτli εκκρoηζ cd, σε owiΘεση με τη

φθiνouσo μoρφi τolr l1οd.

Πoτην εaρεoη τηζ γωνiαζ μo rηv oποiο εξaρΙετΦ n δεσμn τοU δaκiνoυ on6 την πλεUpσ

ιlonεoηζloL trερUγioU oΔδ Joζσο ημιoη.σΘε-1oLνlo-iooΙηζ ,, Jε 1σLqο-nοo

vg iσα μηΧoζ τnq μaσηζ γρoμμilζ 'oυ 
πτερUγioU.

Θ.3 Evd Aπλo MoWaλο νld n. Aπδλε εc oτo Δloκενo

οl oπΦλεrεζ πolr σ!νΦoγετο| η ρoli μ'oσ onδ τo δoκενo
στo tεlοδεζ μilκoζ ds τηζ μdσηζ γρdμpilζ ωζ

l
λ =\ι v"'p''λ! lv"'p',Φι d'ti, -" 

J

nσ σouμπiεσo ρεUστδ, εφαρμoζΦolτo Θaδρημo τoυ Bemoυ]lixo

ιv'ρ'n' = l v-ρ'Φ ' : ρ ι ιv}v"\v:l\d'
ii

(3.35)

Xρηo μoπolωwoζ τlζ oΙ€oσζ β.5), (3.6) @ (3'3) κal τηv noρoδolli on η δlΦoμi] 
'oΙ!τηidζ

εiναl oμoloμoρΦη oτη δ oτομli 3 iλbu!ε on

ι,',
[ν"ρ"a. v..,|p''!"4\ (3.36)

i\2ι

Ιu',l' = ΙvJ'l' - 
:ρ Ισ"vba

εMi γlo τη δE'ομil4 μετη BoηΘεlo τηζ (3.9)' γρaφoυμε ail

Ιv']',/r' = ρ.v;r'. ' ξcv:}ι. '}"r'lr:l'. (3'37)



λ-

[ ')o'
(3.33)

(3 39)

γο oμo ομoρφn κοταvομη

γο ΠoροβoλKn κaτονoμn

ν ο αvaσΙρoφη noραBoλκη κοτovoμη

τooρνηnKo nρδσημο oε δλεqr ζ εκφραoε ζτoυ σUWελDorη οΑδε|Ι!dτoδτιnρδκε '
τolγα απωλeQ ολκaq Πiεσnζ. H σιγκρlση εΠiσnζ rων nμnν roU οΑ oδnνεi σD xρnoμα
oπoτελεσμorα' naρατnροι]με λ Ι on ol αnωλσεζ γ σ oμο oμορφη κoτανoμl] ταΙιτητoζ στην

aξoδo eivol Unερδnλdσlεζ αuτωv πoU αVτ σΙo xοaν oτηv ovnστροφη ποραβoλ(η καrαvoμη

στnv iδο θaσn. H ομooμoρφη koτονoμa στηv,ξoδo συι1Bον, δταv L/τ}6, δηλαδη otαv

atouμεμεγολο πaxοζΠτερUγ oU l-] αναστρoφη πoροΘoλ]κη κατoνoμη στηV dξοδo oUμBο νε

orov L/τ<o'8' δηλαδn oτoν,χo!μe πoλι μκρδ παxοζ πiερυγou' H πρaτη περnrωon

αηστolΙ€iγεV]κo dε πrερUγα στρoΘ λo! ενιj] η loλεUτο α σε πτερυγo συμπlεοτη Γνεταl

duvεnωζ οw ληnτδ το γlοτi στo οκτν'(a δ ακεvο τωv στpoβ λων,ιoUι]ε noλυ μεvαλnτερεζ
-οι o LBο'.o . o ο δo', .ο _.. -"ρι';o' ,. o |- ιol ,..

H μoλiτn nολλ.iν περoμdτωv σe σUμπεoτaζ io oτρoΘ]λouζ dxe δεiξε oτ γlο τη

μoλaτη rou στρoβiλoU πoU εκφει]γε απδ τo δ ακεvο μπορεi vο γ νε η noροδoxa δi io
οnνoλoτηζ Πoρoχηζπo! εξdρ}€τo ono ouτo σinvΠλεUρα Uπoπiεoηq εMol.στoστρδβλo
loιδb.r.o' o.ξo o o ooΦoo l -o o_'..ol.Jθ' o ,o οξoJo
τoU. Eνα απδ τα πoωτο θεωρηnιa σ!μnερσσμoτα γo τηv κUdoφoρ o to! στρoβiλou τoU

δοκdνou ε]νσ οUτn παραμενε οναλoγη τηζ rεrραγωνκi]ζ ρiζοζ τoU nψouζ τ τoU

3.4 o ΣτρΘBλoCτoU Δoκaνou

Erσ λoπov ννετσ οr λnnro on n εWαση τoυ στρoBiλoU roι δoKdνοU οUξονετο



3.15

oτον α!ξoνθtαl το πδxoζ rοU αf v κoυ δ]σκ,νoU, δηλoδn aτoνoυξoνεrα η naροxη μoζσq
nou τo δορρrεl. oπωζ aδη σιζnτilθηκe στnν Evδτηrα 3.1, η σlεικη κivηση 

'olxiμοτoζ 
Kdl

ni.ρυγ]ou πlδρo στην awoση τoU στρoβiλou τοU δαΧ,vοU' Σε πτeρaνωση σ!pΠεσi' η

σxeτ κil κivnoη rolx1jlμoτοζ κol πτερ!γiou ouξdνεlτην dwoση τo! στρoβiλou. τo MiΘετo
σUμβαiνεlσε πteρ!γδσe]ζ oτρoβiλoυ ι]ε Kvoιμevα πτερrγE n κελUφη.

Θα iovoo!με oτ η γ,νeση τoU στρoβλoυ εναl μ!o μη.σUEκnxa δεργαoiα.
σ!νεκnκδτητo oρωζ πoiζd σημowlκο ρδλo oτην oνoδloνoμil τoυ στρoβλσμoι] ρετo

H

Στo ΣΙilμo 3'6 φαivετo n δn]rD!ργiα κo xJρ κη εξaλξη τoι στρoΘiλo! toυ oκτlν(oι'
δoκ,νou dτo onωζ Unoλoviσθη(ε εφoρμoζowαζ dνoν xωδlκα εnλUσηζ τωvτpδοστσων
aξ σaσεων Navierslokes νo μα πτaρι]νωoη στρoθλoυ' H απεxδνοη τo! oτρoBλoU aγNa

xρnσlμoπodrwοζ κoτσλληλo λoν σμlκo μD Unoστilprξn γpaφ κωv πoU μπoρεi να σxεδ αoe

γρoμμ,ζρoliζ σDaνo τρiδoστorοπεδio τοxUτητων. Χρnolμonoiθnκ. ητεxMκnδoρΘωσηζ
niεonζ' σxilμο πεπεραoμavων 6γκων Xοl το μovτrλo τaρβnζ k ε'

δaκενo εYoUv πρωτoπoρoυo@σθεi απo τo



4.16

R.A. Ra]ns, τlp6leaΙancΘ Flow in AΙial FLΦ compΙe65o6 and Pumps', calhomla lnslitut€

olτΘchnology,ι]ydιodynamiΦandM€chaniΦlE ginΘ€ ng Labo.aionΘs, Reporl No.s, 1954'

oΦ σνακεφαλdiωση τa'οLσ μowa,\,)ν Eρioκε κΦiζ σo κλσo Χn σUγγρopμσσ
oτρoβlλoμηYΦnν κσι σην εργdσiα

l.K Νl(oλoζ, 'ΣUμβoM σoν Ynoλoγbμδ τα ΔεUτερευoUσων Aηω€lΦν ΣUμπlεσ6ν με
εμφooη σrην Eriδραoη τoυ ArMκol] Διακavου'' Δ]δoπoρκn Δσρl9iΙ EMΓI, 1996'



κEΦAΛA|o 9

o ΔΕYτEPEYoΝ ΣτPoBl^lΣMoΣ

o δροξ'δεUτaρDn6Uoεζ ροdζ' n'δεUτDρεaoν nεδio ρoηζ σ,ζ στροElλoμηxονoζ

Yρnσlμonoεirα vE νo εVσωμaτδσo τη δoφoρα μετaει τoU nραγpoτκoι] nεδio! ρoηζ κdl

τoυ λεγoμevoυ'nρωτεaowoζ f,εδoυ ρoηζ' δπωζ oνoλι]θnKε δlεξoδκα σto κrφαλoo7.

Γα νo nορουσ!οσoυμe τq εξσ'σεlζ μεταφορaζ στρoβλoμoa θο tρειαστoaμo
oφεvoζρεντζ εξtrωσεξ inζ ορμaζ οε (οioλ}ηλη μορφa n onoio νο εμnλ,(ε!τo δlανυσ|o
τoU oτρo9 λσμοaο, οφετaρoι δεavο (oταλ\ηλo σnστημo oυfεταγμενωvπoU θο oιoλoυθε
τξ γρα!μaζ ροilζ τoU σxετ κoU πεδiou oνdφoραζ'

Γεv κo πεo Mowaλω!Δε!ΙΞ!ε!Φηoζ

τo δεUτερεaoνπεδo ρoiζ dxel θDωρηr'Kα μowελoπolηθεiαπδ πoλλοιζ oρεUνητaζ,

lρηo'Jorο!rο5 δο!οοο Jο !_'ο.οl /, oοtoριΙ"] 1ο\J1
rουζ. H δεUτερευoUoα ρο κa σUvaρτησn πoU aνoλιθnκε στο Kεφαλoo 7 εivα μlο τuπκη

τe\! κη. εvολλαΦ(ο ωζ nρoζτnvοnλa σx€oη τωvsqlne κo \ι ntεΙ' γlο τoν ιnoλoγ@μ6 τοU

δεUτερειoWoζ στρoβlλrσloι o oloioζ Uneσaρxετοl στo δεξ]o μdλοζ, αλ.λεq μdθoδo
προσaγγσηζ εiνa αUτdζ πoU xρησ μoπoloινnζ eξrσωoε q μεrdφoρnζ τoU oτρo9 λισμoa, με
lσροδoiιζ o-ρβo'ζ rcδ'oι ρο. " 

tn. lζnoοoδo.εζοJ'εζ 1o Ι,ll'olr'oοJooolιδ
σUμμετaxε oτη δnμDUργiατoυ ovoμooμoρφoι nεδ οU τα\!τητοζ τηζ εEoδoι δηλoδiltΦν
σρx κδν ορ αXliv oτρω!ατων oτα δUo κελιφn rηζ μηxοvηζ. H xρηση εξlσaοεων orρβοιζ
ρoilζ στo μοwdλo Uπoλoγloμoι τηζ εξελξηq τoι δεUrepευoντoζ oτρoβ λσμοa, οδUνατεi

9,9oα να λαBεl υπδψn τηq την εξ,λξn τou ορjoκon στρnμoIοζ, λδγω ouνεrlκΙi]ν

Στην ενotnτεζ ΠoU Θo ο(oλoUΘησouv θο σvοπτιξoUμε τ ζ εε@ωσε ζ μεtοφoρ6ζ τoU

δευτeρεnοroζ στρoβrλσμoι δηλaδil tηζ σUMσiωooξτo! δανaoματοζ τoU στρoβλoμoιl
ο oτην κσειΘUνσητoU τoπ Χoι διανυσμdτοζτηζ iotaiηroζV il ιry Θo xρησ μoπolnθεl ενα

o'ο'l|o oJoφoροζ Γo. ο_ο\ο,θ.l l'. νoo-μiζ οο1s |-.οo oι J.ο r.ρo-oεΦo-l!l
niερυγωση o ονογvadIηζ μnoρε] ευιoλο νσ πoρnγε τζ owσJoxeζ εξσωσεlζ γo μlo
οκiνητη nrερaγωση' ορXει σtη θ'ση τηq oxετκηζ ταtιτητοζ νν vα Ιρηdμoroli]oε τnν

oπδλιrη v, μηδενiζοwαζ σUγYρδνωζ τηζrαxι]τηtο neρστρoφaζω ΣUv6ο(o oρo δενθo
λnφΘoι]v' προζ τo παρov, !nδψη. Στo τdλοζ τoU (εφoλοioυ, axowaζ στη δοθεση μoζ τlζ
oπλεζ εξ oωσεlζμεταφoρoζτοι σrpoβ λ|oμoJπou θαποραγoUμε Θoσtoλοσθoινo]τρδπo
δημΦ!ργioζ κο oL τεwlKaζ εξaλξηζ τοU δεUτερειοντoζ oτρoβλισμoa oτlζ

ΒoσM,c Fε oaσε'c χo Σoοτnuο ΣUf.τανL,vων



Γα τη μδMμη οτρβa ρon, η εξioωση
κ.Δ. nσoηλoι], κ.M' Mαθoυδδκηζ, K.X.

(9.r)

onοU ΩR ε]νσ to δονUσlo ioU στρο0lλσμo! στο σχεnxδ oιo1ημo τo ono o rερσρaφετd

με τη σrαθερi γωνiακil τοXιτητο;rηζ μηΙoνiζ δηλoδη

a"-ν''fu (9'2)

εti 6iνdlvR ενΦ o teλεστηζ κλionζ γρoμμdvoζ στο σ}ετ κa σnστημσ oναφoρoζ' Στην

"ξ'o!o'] 9' ελoι]o.]r,ηθ. .ορJ. οlορo,..
εn το}ινση τηξ βαρnτητoζ σ'

Συγtρoνωζ 6xad η εξiσωoη τoυ Gbbs, n οπoiα εμnλd(ε τo τρio Θερμoδ!νομK6

μεγεΘη τηζ πieσηζ p, τηζ σrατκηζ ενΘoλniαζ h (η σοδι]vομο rηζ oτoτlκiΙζ Θερμoκροσioζ
τ) κol τηξ εfρonioζ s' H εξ σωon τoυ Gbbs γα τo σtεnιo συστημο vρoφπo

Αw κοaστι;Jrdξ τov oρo κλiσnζπiεσηζ

'i/ "ζ)'=,';''?'" ^|a +',) N 
"s

(9.3)

στην (9 r)με την εξiσωση τoU G bbs' nρoκinτ, δτl

(e 4)

οπδτε !ε ονoδσrdξη rων δρωvτηζ γροφετο κo ωζ

τnζ opμilζ μπoρεi νo γρoφε] στη μoρφil (βλ.

ΓαWακoγλoU, E σoγωγa σnζ ΘερμLκaζ

Στηvnαρonoω εε]σωon ονoγνωρiζouμε 
'ο 

μaγεΘoζ τηζ σxeτκηζ

vΙA,,=,'t(di+2ιj)+Ιvis β.5)

Στηνεξiσωoη (9'5)εφορμoζou!eτoνπλεστn περlστρoφilζ (b1)στο σ}σlκooaστnμα

9R!v/'.=vR:[Ιr{di+r6)l{vil(rviη - ο

oφoυ' ono τo δovuσματκδ λoroμδ γνωρiζοUμε δτl



93

Eφαploζowαζ τov τελeση περlσiρoφηζ καloτην εξiσωση (9'1) πoiρνo!μ6

vi:(Ιixολ)=2vi(,;.Φ.vΙ.viιΨ Ψ)*-,1;",,)

oπoυ, γlα τov]δjo λδγo, σxaε oτ

' -' |π" .,r']="

οl παρoπovω owxατoσroσεlζ μoζ πoρiΥοuν δυ

δoνUσματXliζ εξiσΦσηζ απδ rnv οnoio Θα πρoκuψεl

στρoβlλσμon. ol δ0o εvοuακτ κεζ γραφ,ζ ouνoψiζoηαl στ

F- vι. 
ι]viρ].vR.17γi5)

Πρoκεμενou νa αvοrnξοUμε
xρnσμono iΙσo!με τζ πoροκoτω βoo(

(o) aν λ (o E δUο rUxοiεζ δaνUσμ

ν/6'δ=6iλ λEE'λa n-Ν λ

ο εvαλ.λoκrκ,ζ γραφaζ τηζ

η εξioωoη μετοφoραζ του

(9.6)

(e.7o)

nερoτaρω τη δaνυσμonκa εξioωon (9.6) Θσ

dζ σ}€σε|ζ oπο τo δονUσμonxδ λoγEμδ:

oτ (aq σUνoρ'ησεlζ' τδrε oxιεl

(9'3ο)

(β) oν Α μo δ ανUσματ κli σLνaρτηdη xo c μα δEνUσμdτικn oτοΘερo, ioτε @Ιυεl

v.ιr.η-av;-a' i /ο 33\

Ν4ε τn Eoi]Θεlα των nαρoπovω δoτnrων αvοΠτι]oσo!μe τoν δρo εκεivο rηζ εξσωσηζ (s.6)

πoU ΜΦroη€ioτην εππαxuνσn coliols. Eναl

2aι"(fl"6)=26'Υ"fi 2i''J"'fl (9'9o)

Σ,γλρo/Uζ oναr-Jooou.]ε .ο lo, lοu lo oρο rr( {9 o' _ol -oiρrο 
'-r

9ι"@"ΩJ-d,v", *v,n, oRR r (9.9β)

oπο! Yρησlμoπo ηΘηκε δτl



94

]πΙ.οi-η{vi:oi)=o

i,ηε τη βoliθεlo των σx,oεων (9'9α) κο (s.9β), n εξioωση (9'6) γρoφε'ol

οi'Ιl'*Ιr.vini. οiη i7-26 vRΙi 2δvi.r.F

-ι \οζ. ε r δ o o -o δo,Lο.d' λo \o\ οJo lΛ Jρ'ζoLJε o1 ον ; i|\ο Jlο
σUναρτηση κo Φ μο βoθμωτη o!ναρτnση' 6xiε

v.(Φn:) = Φvni.vΦ;.';'vΦ *Φv-Ι

ol a(φραoεζ (9.7ο) γE τoν ορο F τnζ (910)μnoρoυννa γροφoιν κοl στη ρορφiΙ

Γ 9'ρ'j'| ' ?'J'n'Γ ,o,73

Elenel πo! οκoλouθε] τη γρdμμn ρoilζ
n (ο το οvτ στoxo μoνοδοο δαvισμo

(e 10)

(9.1rβ)

τo oυστnι]α oυrετογμενωv oro οnoio ε νΦ Θολ κδ νο ονonτnξoιμε τn δ ανUσμoτ κη

εξjσωση ρεrαφoρoζ τoU oτρoΘlλσμon oρ]ζετo οΠoτα σ!νoδεnowο τζ σtεnK,ζ γρoμμaζ
rοU 1εδo. ρο'ζ lρLoρο 'ρΓe'. Δν oJ.βolooJΙ L iro δο.,o|.ο θ'oη ro,
χaρακτηρζα,να σnμεio M τnζ γραμμilζ ροηq oro σtετlκo σoσtημo κο με s ro ρnκoζ
τδξoU' μετρουμeνo πoνω σε μiο σχεnkη γpoμμη ρoηζ, τδτε (Σxημα 91) τo μovοδLoo
εφοnτομενrκδ δονUσμα τηζ γρoμμnζ ροηζ στo M εiνo τo

=s

Aπδ 1ην nρoφoνli δ ανUσι]ατ κil

lajr =' - Φ'Φ="

oρjζετol μο vdα κoτευθUvση η

)€γετο πρωτoκoΘετoζ (θο σU

oνoμnζετo πρωτοκα6Dτο δ σνU

'"="', lτl

oπoio ενα' καθeτn στo δaνUσμo i l] κoτευΘυvση ouτη

μBoλζπol με N) κo io αrioτolχo μovοδoο δoνUσμα
oμο Ν Γα τo τ.λεUτο ο σx!ε

Αnδ τoν ορ σμδ (9.r1γ) oινεnoγε'o δn τo

ouwεtoνμaνωv (ΣYημο 9']].

(9.]1γ)

τρεδρo Frenelεiνα ενα δεξooτρoφo οUσΙημo



4Ξ

ΣτηνoναλUσnπoU ΘoσκoλouΘaσεl, Θolρε αoτεi ναoρiσoUμε δUο oκdμηnoσ6τητεζ

πoU εiνo n κo|rπιλoτηto k τηc Vραμμi]ζ ρoliζ στo oημεio M καl η σpaψη τηζ σ dτo iδLo

σημεlo' l] φ!oκi σnμdσid τnζ κoμπυλoτnτaζ kl η onοiσ oρiζεrd ωζ

(9 Ι2)

aiνol δτ σlσiolxεioτη γωνiαaπoκλσηζ (μ.τροaμενη oε αrivlα) τoυ δ|αι]σμoτoζ 6ιαΘωζ
μeτσ(νonμooτε oπδ τo σημεio M σε 6νo γετovκo τοU επi τηζ δoζ γραμμηq ρoηζ, σε

oτol'ε6δη Φoσoση ds' Στov τρ δ6oτoτo μρo, η κσμπυλοτητo εiνo πdworε Θεnκil, ενω

τo lδo δoν σxυεl γ|α (oμnaλn no! κεiτα σε ενo επinεδo.

nαρoγωγ ζoυμετη σxθon (9.11γ) ωζπρoζτo μηκoζ τδξoU s {σUτoθo συμβoλζd σlη
oUνdΙ€E ο τovoζ oε εvσ μdγεΘoζ) κdrnoiρνouμε

i"=ki' β']3o)

oπoτε η πρoηγoυμενη σΙ€ση γρoφfo

Ι''=;'"i;

Endδil τo ]Ν εναlμoνoδoio δ6νιdμd,lol!ε κΦ παλ oτ το i'Ν κol iΝ.iνdlκoθετα μετoξι]
ΙoUζ δΦUoμοτd. τo δπo i'r!_ε ναl κοΘετo στο Ν σημαiνεloτ Θo oνliKεloτo επinεδono!
ορ ζoυν τo δ Φ ],ομσο 

" 
l o iζ hο' ouιεiζ -roρoj:μ. !α γρo'l oJ. ι



iλl= μG);. (o i,

o σUνδUσdμoζ των διo τελε!ro]ων σ\€σεων δiΘ oτl

ξ'=μοlζ,i*G)ξ,ζ

i''-oΙu (g'13β)

oπou η πoσoτπσ σ Θσ oνομoζεlol στρΨη τnζ γρoμμliζ ρoaζ αo oηρεio M' Η στρdψη

εκφραζει την 0π6κλlση τoU δ Φ0σμσoζ in δτdv μfoKνοι]rεΘα κατσ ds οπo τo oημεio M'

τaλoζ n πopoγωγoζ κοτn 5 io! nρω'oκaΘεrou δ@ι]σμdroζ iΝ θo rρox!ψε oν

πopσγΦγioouμε τη dxaoη

Δrε ir βorθεE rψν.ξEJoευν (9 
'3o)vol 

{9.1']Θ) {oroλiγoUJ. orην iιφροοη

i -", ι, ,9.l3γ\

Πdλδvouζ nλnρoτnταζ δiνεταl κol η oΙ€σn oρσμoι τηζ σρaψηζ nου εiνo

(9.14)

τotρiεδρo Frcnet πo! oρiσoμεπoρoπΦη Θσ xρησlμonοrηΘεiγlo να oναλUΘoι]ν σε

oυro o εξ σωσεξ μ oτqφoρds τoυ oτρoβlλ σ μol]. Στo Σxiμ a 9.2 nαρlσανowol τρo lζ γραμ μaζ

ρoliζ oτo σxonκδ σι]oτημo oναφoραζ' Στην πρnτη onδ d!τaζ oρiζouμε τo τUxσio σημεio

Ιv], Στo σημεio aυrδ, η σlετl(il τoγι[nτo Θo εiνα

6noυ ι7ι'7ι?ι\ dUμβολiζεlro μκτΘ γνoμεvο των δlαvloμoτωv ourΦν'



{s 15)

Αν M2 κo M3 δUo σλλo σn]rεο τa oπo]ο ονηkouν oτlζ oλλεζ δUο γρσμμaζ ρoηζ nοU

otεδdσoμε. το σnμεio oLto εiνo τ,τoE ιiστε ro M2 νο Eρiσκετo oε ρo στοxe]ωδn

σποσrodn δΝΞdΝ ono τo σημεio Mr' oτη δEιΘ!νσn τηζ πρωτoκoΘaτoU τoU, ενdr ro σημεio

lιΙ3 νo Eρiσκετo oε oτoη€ nδη αnooτoση δn=αn oπδ τo lιΙ1, oτη δε0ΘUνση τηζ

ioΦραoθaτo! τoU. oρiζouμε fu oτη γDlioνlo τοU σημεiou Mr το μoνσδEio δoνiσμoτo
is, iΝ, in εiνo σ!νορτησεlζ των oUwετoγμaνωv (s'Ν'n) εvbξ ron κoιf ορΘoγΦvoυ

i"=ηGJVJ')

Σ'oυro τo τorXo'σιστημo συwrογμαωv μπoρo0με να εκφρoσοιμ. rρooεγγσ'lκα τlζ
παρoγnγοUζ τοU μoνoδoio! δLoνισματoζ ιs κοτo 1q δευθavσεlζ ηζ nρωioκoθdτou Kαl

τηζ δεUτερo(οθ,ioU. lMε αnλn γεωμετρio nρoκιπτεl oτ

ι-lΦΙη

i"-i,σΙη



a]o= η ar ''

A_, 1 ad" -
π=". a' "

ol τρoζ σΙ€σaζ (9'] 3) κσ ol δUo σtaσεlζ (9'16) σoΦλo!]ν ro βdσlκo μoθημoτlΧα εpγσλεiσ

ι]ε τo onoiα' oτην επoμενη ενoτητa' Θα koτoσρiσoυμε τlζ εξσωoo]ζ μroφoραζ τοU

σpoβlλσμol] στο τoniκo'oισημα (s,Ν'n) nou ορiζ.r τoτρiεδρo Frenei'

9.3 o| ΦβnσεE MfoΦοoοc τoU ΣτpoBlλlσUoι] oτo Σιστnld as.Ν.n)

otελεoτiζ κλioηζ dro 1oπκδ' o0σημo (s,Ν,.) πoUσUνoδειd μ oγραμμil ροilζ oio
σΙ€τlκδ oaσημα γρoφετo|

viΙ,.i*,F,,;1l,.,.;,l β.'7)

EΙΦWoζυnoψητoυζ6ρoυζτnζεξiσωσηζ(9.10)πoUnροκετd vo oνoλι]σouμε' εκφρnζoυμ.
dρχ(o τoν τελεστil μετoφopoζ, πoU Θα εiνd

(9.r6o)

(g.r6β)

iΙvRιl=wιlltι=w;Il

Στη σwεxε o oκφρaζoυμετo iδβ τo

σιστnμo oιMετoγμ,νων. Χρnoψοnoβι]με
δlΦσμοnκo λoγσμδ, δτl

(9.13)

δoνUσμoτoU σrροElλdμon ΩR στο πoρoπovω

ωζ βaση rnv δi6iητo rou !Φρiζouμε dno τo

=".(Φ\'"'o*\.2)

κol με τη Eoiθεlo των σlθσεων

*"ο^=\ι;:χτ".ξτ)

xρnσloroldjηoζ τη σliση (9.l

(9.17) κol (ο.13) κoτoλiγou]rε στn σxdση

.!h..4
3d)νσ!o εκφρσσoυμo τoν το)€Uidio oρο, noiρνouμε



(9.19)

(9.21)

κοι, χρηo μoπodwoζ τlζ σxdσε
nΘt, πdiρνoUμε 6τl

Φετol, oν tρησlμoπ o ηΘol]ν δor

Φ'o.!v 
-Φ 

kwΔ;"'vΨ;'

H (9.19) πoDaπλoσEζετd εξωτερlκα με ]s

to μoνoδ@ia δ@ιoμord σo τρ]εδρo FlΘ

-, ι Jλ )" an"

τo αρ oτερ6 μελoζ τηζ σtdσηζ oυiηq γρα

ηζ:nixi,=]ydi(ι.D-ηι οi)ζ

i di=ηv,(M) -M-,.v"ζ"αr,,i) ;,

με τov τελευταio oρo να εiνal πρoφouiζ ι
τηζ σxετl(aζ γρdρμilζ ρoilζ ωζ

ξ=i,vxη

roτε η oΙ€on (s.2οα) νρaφετσ

. --r. .rΙrΔ- .r,v.
" ',ι d,v]' ']i "

ηδεvlιoζ. Av εn dGov oρiσoιμ

.,"-w1,.'#;,'(w H;.
(9.20β)

p.22)

Anδ tnν nρo9oλa τηζ otaσηζ (s.20β) σΙξ τρσζ κaΦυθι]wdζ τοU τρiεδρoυ Flθnet,

λσμβΦoUμε ilζτρεlζ oUMσ6σεζτo! oΙ€τlkοι στρoβλσμoι οR' nοU εiνσl

o"-'vξ

o =ιw Ψ

δnoι f,oραλεiπfo πλioν o δεiκτnζ R στq σUνστΦoεζ τoU σxanκοa
λδγoυζ onλ6τητoζ. H σlvrσrωσo Ωs τoU oΙ€nKoa orρoβλloμoι] κoτo

εiναro δευτερειων σρoθ λσμoζ (seοondary il slleamwise νoniοiy)'
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EΙοWoζ nλaoν το υπaβoθρο τωv σΙ,oεων (9.22) μπορουμε νσ oνonτaξouμε τoUζ
επμaρouζ oρoUζ τnζ δαvυoμoτκiζ ξiσωσηζ μεταφoρoζ τoU σρoBlλσμon (9.1ο). Αυτδ

γireτΦ με τηνπρoβολη τηζ (9.22)oιζ τρεξ κaτεUθaνσεlζ (s,Ν'n). κoτα oρo axοUμε:

(a) o πρωτoζ δρoζ τηζ (910) γροφeIαl

o,viP o,:lM.' Ωι;|nIJ Ωl - ιι7t,\

κolχρηo μoπolιiwoζ rζ (9.13α)' (9.16σ) κo (9']6β)noiρvου!ε

-| Ι6 '9 iΔ= ο Φ Lwa

r dα.,
lΙ{ΩRviη-'o1lγ llon] j

vaα-ilroivPp)- ο':;

(Θ) o δειrερoζ oρoζtηζ (9.10), xρησlμono]ωWoζ τnν (9'13) δiνεl

l,lll.ηo)=Brj-rlιο!

aο..iΙ.ly.vΙoij-λΨΩl+trj oqlοi

θΩ
ι l'('vνρ)=ov\e+v!

(γ) Γ@ τηνaνaπτUξη roυτρiroU oρou τηζ (9'10), οπoτην εξioωon τnζσ!Φxθ oζaYoUμε

onoτε εικoλo πρoK!πτεl οτl

i, orvi E'= jlvΞ

lΙΩiηly-;ΙΙ;

; '.,-ν'' = \wΦ

(e 23)

(9.25)
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(δ) o rarαρτoζ δρoζ πoU Φ στoιxεi σην rlιαluνσn οo o]is δiνεl

/ r d!-\Il(r;.vιη-2 ηΙo.+ωiΞ --
\ q! ω]

(9.26)

ι3'2η

(e re)

τ,,2.'j 
"k,(-'+' " " a Nψ -'H

Ι'aδviηa.ξ;

(ε) o π,μnroζ nρoζ τηζ (9'10) δivεl

aι"βΥ''ΦJ+++

:;,<;v".Φ-:",Ζs

'zτ'ιaν"a=z"'ξχ

(σr) oτελευτoioζ οροζ τηζ {9.10), oτα γρoφεiσUναρtilσεl τηζ πiεσηζ, oιμΦωνα pε τn

oΙ'ioη (9.7η δiνd

ε =; r=r lv "^v__!)=-_L/ΦΦ 
ΦΦ)

'' '("' "p] ρ':\δλ θ]ν al/&/

--=/' -Ιl |ιaDaa δ'ao\ε^,'l';iv,ρ'v"il ;lxx ";;l (9'23)

ε =;.i-; /v -v ]]. 1rΦΦ-ΦΦ]
" ' "ι "' 'ρ, ρ:\dJν dJ & aλ,

[ζ) oiδoζaρoζσUνoρτilσε τωvμεγoΘωντnξΘερμoκρασiαζκo τηζεWρonαqγρoφετor

ε;.a-;,v τ^v s=!EΦ-ΞΙΘιdNaΛ an aN

,"=i";=;,ρ^t v,η -$ 
$ - $ro

r =; ,;=; 'τ_τ^v_sι-!ΞΦ ΞΦ
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lν!ε τη θοaθσα τωv εξ σωoεων {9.23) ωζ (9'29) lnoρoιμε vo γραψoυμε τlζ dυv στlioεζ τnζ

oξ]σωσηζ μετoφoρoζ τοU στpoΘλσμoι]' ετσ axoυμε

(o) Eiσωση μετaφoραζτηζ σUMoτωooζ Ωs (δεuiερευων στρoβlλσμοζ):

o,df lno^ we' *r' i',';-z",γ :.,'y.z- Φ+.,roj,ι

δ 
/ ο,]-Ιο' , a'λ ο,| ow 2,, aρ - ι. ι9.Jο)λιρvΓ ρψ 

'ρηlr';'''a,' "'.' ,.l,Ξ-,ι"

(B) Eξiσωσn μετοφoροζ τηζ συvoτnσοζ οΝ τoυ oτρoβ λlσμoυ:

"n 'Ιn'l ,., 
l '"''"wΩ '7u'1ι-,.'oo^.:."'n 3ρ.ε" o3,'

' J''ρ' .ΛdJ ι α!d]

(γ) Eξiσωση μεταφoρoζ τnζ oυr,o,ιooζ ο.τoυ oτρoοιoμoι,

n_o " .""ο",rθ1' Ω'ι:o :."u -d" .:"^ψi" .

'o J. ''

,, : ιο'l ο"'*" .,ιo.'z-"w "!' ' ι-"" "o 'e^ 'a^2'
ds\ρ/ d"d

δno!' oνoλoγα με τη δατuπωoη f,οU υloΘεroυμε, ol δρο Fs,FΝ (ol Fn δ νoησl οπo τζ

9'4 Συznτnon

1. Δ]αθiτοWoζrλεoνnζ εξ]σωσε ζ (9 3ο), (9.31)κσ (9.32)γ ανo rερ]γραψoυρε

τnv εξaλξη tων τριδv σUvστωσων τoU στρoβλομοa, oq ooxoλnθο,με oρxκo μD τo πωζ



9.13

μnoρεi να oxη!ατ στεi μ α κοτoνoμη στρoBλσμοa (n.x. στην ε οoδo εvδζ nεδio! ρoaζ) Γlo

τn μov μη oδaBοτ κη ρoη ενοq οληΘνoι ρeuστοa, φUσ (n nηγn δn]rΦUργiaζ τoU ορxκoι
πεδioU στρoβλσμoι] ε να n κλioη τnζ αρxκηξ (οτoνoμilζ τo}!τητoζ στο ορ o(α στρωμoτo

oτην εiσoδoτoU nDδiοι. trΙ,ooστο oρ ακa στρnμοro dfloτo xεiστροΦλσμoζοN' oοnoioζ
θα πρo(oλ,σelγaνεση κo εξrλjξnτo! δεUτερειoWoζ στροβλoμoa Ωs, λογω τo!λoΙ1στον

τoU μη.μηδεM(oιJ nρωtou oρoυ τoι δεarερo! μaλoUζ τηζ {9.3ο). Eνoλλσιnκn' ΘεΘοo, n
'\-o' δ.οLoρρ ιoJνioδ,ξoL.'ο ,ζ (g.',]o,lnoρη \ο

oδ νηo.'o 1. ..or--oη ioι δ..'Σρ, 'oΙο o-ρoB\oLoJ

ΓE pol] oμωζ η οnοiα Unoτiθετο μn ouvexnxnπρaπdvα
ποU oφεiλofαl σ1ο €ερμoδUvαμlkα μεγε1rη τηζ ρoηζ. Eτol,

dνoφoραζ' η εξσωση τηζ oρμηq ιοro Lamb δνe

ovoφερΘoUν εn Πλaοvλoγol

γo τo οlδλUτo oUστnμα

(9rl)

oτoν oτn ρol] uπnρxei στσθεpn εντρoniα κol oλκη ενθολΠ ο, τorε of,ο rην (9 33) πρoκUπτεl

πoU σηl]αiνd a δτ τo nεδiο ενα oστρδβλο (Ω=0) il δi τα δovaσloτα V (α Ω εivο

ποραλληλo H τελeuτoiσ Περ nτωon παρoUσ οζd δοτερo ενδ|oφθρoνkol μπορoaμεναrην
εξcτδσoUμεxρηolμonoωWοζiζεξοnσDξ(9'30),(9.31)κα(9.32)vρoμμ,νεζσrooπoλυτο
oιστnι]α εnεδη UnαρYε μoνo δεU'ερειωv στρoβλoροζ

H εξiσωoη 19.3a) oημoνε oτ γα τo μη.oυvεκnκo καl μοvμo nεδ]o ρoηζ, ορκεi n

oμoloμoρφio tηζ κατονoμηζ εvaρrεαζ (r x στη μoρφη h) ο1ην εiσoδo κοl μηδεvκη τμa
oτρoβιλlσμoυ eκ.], aστe δλo τo Πεδio να rαραμdve αστρδβλo.

2 Πορa τo γεγoνoζ Θτ ο σημοWκo γo τηv περrπτωσn μoζ oυvεκτiκol oρol

dΙoUν αρελnθεi, εηoυτoζ η εξjσωση (Θ.3ο] ,xε μεγαλη σημοσ]ο γE τlζ σΙρoβ oμnxαvaζ.

olωζ oυζnτiσαμε κοι στο Kεφnλαo a n σUνjστωσο a]s τoυ δDlrερεaoντoζ στρoBlλσμoι

o'αrlιloρορο'olδ'l o.'οΙo(o'οoΦ\oJο, o,oο.o\-o
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ouνδdετοl ι]e τo εvκoρσlo πεδio τoxυτητοζ, δηλoδil με το rεδ]o ταxυτηroζ σε koΘε δoτoμa
εγκαρσlσ oτην κap]α (οiεaθUvση τηζ ρohζ fo πεδio ouτo oUνηΘωζ φερ,ταl με τoν oρo

δεUr'ρεnouσεζ ρoaζ)' H l:]πoρξη των εξ σιj]σεων (9'3ο), (93υ κo (9.32) δεiΙνa on τo

ψε!δoτρδασατo μoπaλο oniλυσηζ τηζ ρoilζ στLζ στρoβλομnloνdζ στερoυWo ενoζ
σημorlkon μntσv σμoιr' αUτoι] τnζ μorελono]ησnζrωv oυvexτκδν ρoωv. ιrελετιlwσζ τo!ζ
εμπλεκoμενoυζ oρo!ζ σt ζ πoροnαvω εξβ6oε]ζ, φdivetσ o oημor κoζ ρoλoζ τηζ μoρφ]iζ
των γρoμμnν ροaζ (ποU εσ,ρtεrolμaσω rηζ κο]]πιλoτnτoζ k κo στnζ στpaψnζ o, tl των

παρoγnγων των οπoσidσεων αΝ ΧΦ αJ. Eniσηζ o εξ σωσoζ (9.31)κοι (9.32) κdνoνiζouν

'η μoτoφoρδ των dυvσrωσων ΩΝ (Φ on τoU στρoβλσμoυ, η nρΦτη απo τjζ oπoiεζ
εμnλaκετo ομεoα στηv.ξdλξη τoU δεUτερεaowoζ στροβlλoμon' μaσω τoU πρωτου bρoυ

τoU δonτερoι μaλo!ζ rηζ (9 30).

ΓQ εuΘαoινoη στnν aλn to! κεφαλο οU οUτoι] oUνστωηΦ o εργαoi.ζ:

Β. Lakshminalayana and J.H. Horock' Genela z€d EΙpιossions 
'or 

secondary Vonicity

Us na lntrins c οo ord naies', JoUrna 01 Fluid Mechani.s' Vol' 59, Part 1, ]973'

H. ιralsh' 'secondary Εlow in cascades: τhΘ Efl€ct oi Axia] νeloοiiy Faiio, JοUmal οl

ι,ηeοhaniοal Enq neeΙ]nq sο]ence' Vo. 16, No 6, ]974

En1nλaον ouνlσtα'Φ τo βoηΘημo:

M.M. LpschUtz, Diflerentia Geomeιry', s.haum's ouil]ne seies' lιrcc.aw Hi l

γ α',lv.ξoif Lo- -oJ oνoγνυο - μ' c δΦ---εζ loL lρiεδοo' F'q e1.



KEΦA^ΑIo 1ο

ο^οκ^HPoτlκEΣ MEΘoΔol YnoΛoΓlΣMoYoPlAκoΝ ΣτPoMAτΩN

10.] τo Δzlvso Mofd\o Ponc

τn νaνεσn {Φ κoθipωdη iωv oλoK\nρωτκωv μεΘδδωV γo roν Uloλoγ]σμo των

^ορα'τηροn_ι. 
a. ορ.οl J. o ο.JοlJ, lοjο |-'l'o'l !J oτριtj /

τοl}ωμoτων μloζ μnΙoνnζ πρoωθησε η aρxκa Lδεα τoU PrandlLγα το Δjζωνιxα MοWaλα

Ρο'ξ -ο'9οa oΘ'dοllδ_ - o-11. oοο α.' θ,ρo.ο |!..o.rl .οloοJαρoi
εσωτεpκilζ αεροδUvαμκi]ζ μπορεi να θ.ωρnθεi δτ onοτελεταl απδ δ!ο ζΙi]νεζ με δΙoκρrd

xoρoxτηρ onKα H πρωτη ζ(jJvn ejvΦ aυτaπoU σxηροnζετo (οντo σrα σΦρεa τo xaμοτo κo
στην oπoiο το σUνεκτlkα φοvoμενα lαζοuv πρωτεrovτα ρδλo. H ζωvn ouτi] φερeτσl
ouνilθωζ μετo δνoμoop!ο(o η ouveKnκδ στρnμa H δει]τερηζnνη εiνo εκoiνη orηνoπoiα
το oινεκτio φαvoμενα aΙ.!νnαρο πολι μ kρn onμαoiα kο γατo λοvo αUτδ μnoρoaννd
oμελnθoaν tωρ q 

'δ 
αiτερα oφαλμαtο στnv τeλκη λaoη. H ζωνn oυτil σ!νηΘωζ κολεnαl

αrρlBiζ ]i μησuwκτκη η εξωEρ(a ζnνη. H δεα τoU δ]ζωνXoa μoWελoU ρoilζ εχεl

πoρouσοoΘε σεδιoσγημοτοτoU κ.φoλαio! 1 oτo Σxl]μα 1 1 φοiνετο nγενiκaμoρφητων
σΕ. .', ζ., ο_ζ - 'ρι, .'οΓ.oΙ -ι] l εο.JiJ. .lο

Στρoβλoμηχoνaζ ενιj] στο Σtημο 12 nαρο!σoζοvτol τo δno oUνεKnκα oτρωμοτo ποU

oναπtισσorα! oτo εσωτερ]κ0 κσ τo.ζωτερ(δ κελUφoζ μαζ ΣtρoBιλομηxονηζ (oΘωζ Kαl

η εvδ αμεσli louζ οτρβηζ ζΦνη. EvΦ εμφανdζ, oil τouλdtoτoν γα Uπonχηnkdζ ρoiζ, ο

οπωλειεζ τoυrεδiou ροηζ εWoΠiζov1ol σιεδον onoKλεσnκn μεσο στζ οUνεκτκaζ ζωνεζ'

H δlo(ρ1ση rηζ ρoilζ σε διο ζωνεζ επτρdnε rn rρηoη δlοφoρεnKΙiν υnολoγ6τ κωv

μεΘδδωv γo KdΘε μiσ αno αUτaζ' o ολοκληρωτ('ζ μ'θoδo Unoλoγlσμου τωv oρ ακιiν
στρωμorων εη τρεπoUν στη βοοη ενδζ δγκοU εμnεlprKηζ nληρoφoρ aζ nou πρocρxDτοι απo

σεlρδ πεlρομnτωv kσ ,Ιε ενσωμoτωΘεi xatαλληλα ο'ouτεζ, να δωooUν ταΙιiατεζ
οnowiloεζ γlo τη ouμnερφoρo τou oρlοκoU στρnμαroζ o oλoκληρωnκdζ τε\aκdq
ονοπtnβηκον noλa τnν εlotil no! rα υnoλογστlKα μaσα δεν DπiIρεΠαν rnν εn λUση των

ξd o|L ρo't oι δoloρ.r .oρμ ο. lοθ' _ο.' 3οo'l o-ο -. Lο-ο εoε..οζ Lν
BΦμηxονlliν. oτoν η σUVεκτ (η ζωνη επ λιeτο| με μ ο oλoκληρωτ κη μ,θoδo, γo την επ λUση

τηζ.ξωDρκηζ ρoηζ Ιρησμonoεiτο ενo οΠλoaoτερo μοντaλo ρoi]ζ αηδ αυτo των

eξ σωσεων Nav]ersiokes ΣUvηθωζ η eξωτeρκn ρoη επλιετο με τn xρηoη τnζ υnδΘεoηζ
τηζ δUναμl(ilζ ρoηζ 1δnοτε η εξωτ.ρ(η poη lnoτ]θetοl αoτρoBλη)ετε μ. την εniλUση των

δ'o|oρ}- .ξο.oε-. o'ρΘo.ζ οo,, .ξο. o' rL-'| E .ο o.Jο -.o.o'o. olΣ: a'l o

oλoκληρωτ κaζ εξ σωoεLζ γ α τo oρ αKd στρωματο εiνa nαρoβoλκοι] τnπou κσ αδlvoroυν
σUνεπωζνα μεταφaρo!ν nληρoφορ]ο σταoνσvτ lnζ ρonζ. τaτoα πληρoφoρiο μετοφdρετο

μδνo οπo τo μowdλo εniλυσηζ τηζ ατρβοaq ρoηζ κα γα to λoγo ουτδ εiνo σημοrκη η

σωστil επιΧoνωv a nλnροφοp]οζ μεταξU των δι]o ζωνnν σrμφωνo με τoν ολvδρ€μο nou

πορατ]θeτσ στη oUνalεd.



Στn νεvlκη περπτωoη' aΙοντοq στη δd€εση μσζ μiα oλoxλnρωnxη μoΘoδo γE τo
ορσκnoτρωμo(ο μiα δ αφoρ κil !dοοδο γ α Ιην εDiλυση τηζ εξωτερ κaζ ρonζ oπαfεiταi

n δEτιnωoη eνoζ \€νικοι Dπονoληnτ(oι ολγδρθμoU σαv αUτδv nou δνεταl αμiσωζ

(σ) εniλυση τωv oλoκMρωnKnν εξoισεωV, με oρlοκdq σUνθnKoζ ηoυ oρ]στηκον στo

τlεΙοiοβ |-οl'ζ lρo,/olJ.. ρ ο- .oοα.Ιoon_J.lοL

(β) Xρnσψoπο noηrωv xdρoΧτnρστΦv]oU oρlοκoU orρι]r|]ατoζ ιiστε νo δoτυπωΘonν

oloραkaζ σU!€iΙκεζ γ]ο την εΠiλUση τηζ οτρβoυζ ζωvηζ.

(γ)

(δ)

Eπiλ!ση tηζ oτρjBoιζ ζιj]vηζ. xρnoμonooιντοι eσωτερ]κ,ζ' Dπovoλnψεζ γlο τη

oι]γκλoη των δ]σκρrτoπolημdνων δEφoρ κωv εξlσωσεων.

EλdνΥετo η σaνκλσn τoU γεV'Koa εnoναληΠτ κon oλνδpiΘμou κo], εαv xρειαζetΦ'
.roJo oJBο.oΙο 'ο βημοlο lο δJ ο}o rρ.lο δo JιΘο . oq oρο/.ζ
σUνθi]κεζ γα την ολoκληρωΙκn μ,θoδo.

Στο πλοοE τo! πορonονω αλγoρ]θμοu ολ\ηλεπδροσηζ μn'ouνεΩκηζ (o
oUνεKτ κηζ ρoilζ' olUnαρtουσεζ μiΘoδοlδ ακρivowd oεδυoμεγολεζ καiηγoρ εζ οvαλoγo
pε τovτρbnο no! δ ατυπωνεiαrτo πρo9λημα γ α τηv εξωτερl(η ρoηζ. H δοφoρα μετoξι τωv

δJo μεΘδδων εWοΠ]ζετa στoν τρoπo πoU η οτρβnζ ρoilζ olσΘονετο 'την πορouσid των

oρ ακιiν στpωματων. ΣτηvπρωΙη κοτηγoρiα ΙoρdζovτοL 
'α 

δρ α μετoξι των δυο ζωνnv Kdi

ο oτριβnζ ιπoλoν dμoζ γ νετα' σε Ιωρio που δ,voφaΠτεταl τωv σΙε ρ εων iollωμ ατων. Λδγω

τοU επaνoληπτ κoι] αλγδρθμoU noU nερ γραψομε nαρanδνι, σε κnΘε εξωτερ κη επανoληψη

κol πp]ν oρxoε o Uπολoγoμδζ τnζ οτρι9oaζ ροηζ, onαπετοl o oKρlβilζ Kαθoρoμδζ των

(νdων) ορiωντηζ κο η Vενεση ενoζ (vεoυ) πλaγμοτοq τoκoστoζτηqδoδκoοioζαUτi]ζκα
o εvδεtδμενεζ ονακρiβεεζ στoν καθoρσμδ roυ xωρ oU rηζ eξΦEρκiζ ροηζ οπoτελoUν

D!φdνn !ε oνεκτilματο τηζ κατnγoρioζ αuτηζ. Στn δεUrερn KατnVoρio αvl]κoυv μaθoδo σnζ
onoiεζ καΘε !πoλoγ]σμaζ τηζ εξωτερ(ηζ ρoilζ γνετo Πowoτε oτo δo υπoλoψστ (o
πλdγμa. H nορouσio roU oploxoι στριiμoτoζ γivετa οσΘητη μD την aπβoλi1μη'μηδενLκiLζ

oρdKnζ ouνΘiiηζ γα την Χαθετη τaΙUτητo στolq κσ]βo!q τoU σiερεoυ oρ]ou' H μη-

μηδενlκil oυτη τoΙnτητo, ΠoU oνομnζσαl τοxιτητa αvοΠvοnζ (ιanspira1jon velocly)'
Unoλoviζεror απo ro μεγaΘη rοU ορακoυ στρωμστoζ κα] σκοnoζ τηζ ενo νo πρooΘθτεl

eλεγxdμεvαμoζo ρεUoτoU σronεδ o ρoiζ oeτρδno ωστενa μDτοτοnσπiη εξωEρΧη ρoη
κoτα τo υnoλoγσθav nαχoζ τou oρ αKoι στρnμo1oζ. Σ'η δεUrερn αUtil ιοτηγoρio' τo 9ημα

.0,io Γρo' \o' J'!o ε1o.o,'11lιοJο.'oρθμo'o .ο' o |.o o' Jo.-l oοc onoηL. lηι
nρoηγoιμεvη xοτηvoρiα μoθdδων



onωζ σUζητηΘηκε κο στην nρoηγoυμενη πoρδrρoφo, η εξωEρ κli ρoa
oa \ol Eoν.τo -1. 1oροιo α o' ορlo.οι oiρnJοloξ αnο lη JrloloΓο'11ο 

' 
- nορoυo ο

,oU πρoκολoi σε o!iη. Γo vo γiνε nερσoδτερo ιΦoνoητo τo φοlvoμεvο' Θο Θεωρildo!με
τoορ oκ0 σρnμοno! αvonτυσσετo πovω σε !E αξov κo σUμμε'ρlΧil επlφσwQ, δπωζoυτn

πoU παρo!σιαζετoισo Σxημo 10.]' τo orερεoσδμd στo σημεio P ,}€l oιτivo lo κΦ κλioη

10.3

H M'rdrι]nbn τn. EFωτεolκnc Ponc

Αv η ρo'i ΘεωρηΘci σuμμετρκη ωq nρoζ τov αξovα' Θεωpo,μa μo orolαδanoτε
δorUλoεEi δEτoμil παxοUζ dy σε aκτiνο ., noU dΙσ εμβoδδv

dλ =2τ ra' =2τaτ "+'c6ι'd'

Σrην nερinτωσn που δd Uπilρr€ τo oρloκo σρΦμo κο η oτρ βnζ ρoηζ σUνaxζε

/L\ρ lo olερ.o τo' Φμα Yυo ζ οuoνιζ Φl v lοχUll lo r rηι IJΦo-']-α. -or. oζ ε:νo }1'l
αnδστσoη {μsρημrvη oπo ro oημεio P)δπoU μασUγκεκρμdνη γρo]]ρη ρoaζ δ oσliζε τηv

aγκoρolo τoμl] oτo σημεio P. H naρoυσio του oρloκon στρωμoτoζ' μaσο σΙo oπo]ο o

τoΙ!τητεζ εiνo μκρbτaρDζ τnζ εξωτερRilζ ρoηζ, μπoΘ'σ 'ην 
iδd γρoμρil ρoi]ζ στo

σημεio y2, no! εivol εμφΦliζ περσσoτερo απo1roκρυoρ,νo oπo ro y1, noρo(oτω' θα
oσxoλnθoιμε μo την εκτiρηoη ιηζ ρεrατoπloηζ (yr.y!) τηζ γρο!μaζ ρoaζ, λδγω τoU oρloκoι

xωρiζ τnν πoρouoiα τoU oρlσκo! dτρa]ρατοζ (ο υnοΘdrowoζ oμετaβλητa



ο xo, η πορoΥη ι]αζoζποU δoρρadτoΙ!ρo
ροilζ πo! περνo oε onaσrαoη yr απa τov

".r
(1ο.1)

(r0.2)

t0.3)

o,-,'l|r.;cΦα Ιι,,^_Jl'"*-t,
t0.4)

Θo σ!μBoλiσoυlo τη μετoraπoη τηζ γρoμμηζ ρoηζ με δ1, δηλaδa

(r0.s)

onδτε, rελια' μπoρoι]ρε να γραψoυμε την αxρ]Bil σχdση υπoλovισμoa τoU δr ωζ

,[,.,,,*,.-" il *"_Ι t.-.], (106)

τoολoκληρωμο oro δεξ μaλoζ τnζ (10'6)μπoρεivαθeωρηΘεiδ1επεκτDivετσωq το Φ, oφοιl
o πρΦτοζ nαρ6γοWoζ lou nρoζ oλοΧλiρωση γ]νoμdvou elναl μηδενlκoζ γQ onoσrooεζ
t]εγoλιτερεζ τoU παγουζ δ τoU oρoxoa στρnμοτoq. AUτδ εiνo σε συμφωνio !ε τnν

H ηορoυσioτoU ορlοκoυ oτpΦ]α1oζ t]ετοφaρel την ]δ]a γρoμμa ρonζ
d. ooJ'ilζl !o rιo.o - iδ@ .ooo,1 Joζo.m,-oUδ fiΦ ijρo οΓo

ρnσlIrono]ωηoζ τnν τauτδτnτο

|ην εξ d oη ( ο.2) ιο' lζd'οrοζ Ιζ ('0') l ο ('ο.'l rρo.ι l Σl o'

t r. I t r, l)ρ.Ι..J )i.cα o.,.|ρJ..r'..Φ.| ],ρ.,. ρu'l. 
' 

6α\d'

οπolo τρoπoπo 0 ταl περοtrερω ωσrε να εμφaMoτεl η μετaτοπjση y,-y1 κo
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πoρoι]oo ρελ,τn, οπoU ouσaστ κo μοζ ενδπφ,ρεlνα UroλoγiσοUμε τηνΦ στoltid μfoξι]
y] κoly2 bτoν τo y' rαυτζετα με τη γρoμμa ρonζ noυ δσ\!ρ]ζo τη ouνorlκη (οlrη μη

σUvεπκa ζΦνη, δη)οδη aτovτο y2 τouτiζεiσl μο τo πdΥoζ δro! oρloκoι] στΦμσοζ'

Γα nζ nερπτωσεζ πoU

oξoνoouμμετρ κoι oωμoroζ' μα

u -71, rιli'.r*,]a,
ιι η4]ι ι ]'

H nροσεγγlστ xil σ\€σn (1ο.7) γiνετo] αnoλUro
εnin.δεζ (δδ αoτατεζ) ρoaζ η oκτiνo roθeωρεiτo
προκιπa !ε ακρ βεo oπoτην (1ο.6)'

tσ yl κσ δr εivol μlκρo σε σxθση με την oκτiνo τoU

nροσεvγdnKn νρoφn τnζ (10.6) εiνσl κol η

0ο.7)

oκρΦaζ μονo γo επinεδεζ ρoaζ'γlσ τlζ
oτ oηωζαnεlρiζεrol κdl σ!νεπliζ n (10.7)

!ε τnν υnδΘεση oτ Φ 
'iτoν μδvη τnζ η εξωrρ κη ρoirοUτil θσεiΙε oτoθeρσΥoραfηρ oτl3α

pΘ κοl UΘ σε δλη τη δloτομη

AνΘεωρησouμeτarρo μlo δoκτιλdδη δE;μaπο! ξeκNο οπδ τo στερεo τοipμα κaι
atε πoxoζ δr, η οπoio θα μnoροaoε νσ μεrαφiρel τo 

'υ€lμμα 
μoζoζ δm υnδ σταΘερaζ

o!νθnιεζ εωrερπilζ ρoηζ. τoτε' γα tη δnτoμa ou1a θσ εiyoμε noρoxil μoζσζ iση μa

Eνoζ δEφορετlκoζ τρδποζ να εξετoσo!με
τo Φ.'λ.lμμα'oε nαρoΙi μσζoζ πoι σUvεnoγετοl η

το dr€lμ!α loζoζ oρiζεto ωζ

(1ο3)

',_".,o,',.".[..a .]οl*,l (1ο.9)

Eξ σωνowαζ r ζ (10'3) κol (10.9)Rolλnνofdζ ωζπρoζ το nσxoζ μετoτδπσηζ δ1' nρoκaπrεl

''. ,.{*. =iβ ;)[,'"r"-. Ja,
(10.1ο)

η oπoio roυτiζετσ ]rε τn oΙ€on (10'6) πoU δEτιnd,oαρε πρoηγo0μενo' oτΦ η τεΜιτoid

γρdφεi γlo yr = 0 H σx,ση (1ο.1 ο) ,l€l σημodio oτον ενδαφεpoμασε γlσ τη μσσor σn των

γρoμμιiν ρoηζ, noλι Xowδστο στερεa τo]x!μoτa. Eπε δil δε' σ!:]μφωνο μ. τo ΣΙnμα (10'1)

τo δo πρoΘΜuσ oiνol νο ΘεωρnσoUμε
l]παρξη 

'oU 
oρlοxon στΦ!oτoζ' ΑUτo



δdτυπωνετo κo μα nερσσδτoρο οnλη,Kφρσoη τηq 0ο.1ο)nou eiναl

ρι\:o, (1ο.11)-ib

Ι| #.r'

:,P

ιu z"ρ.'i,.ε,'9-""

N σtdσn (1o'11) δεi\aει bn ro πoxoζ μεταra.σηq Divσ ρ d €ετl(il noσoτητο' τouλnxστoν
oτr \δ'ri nερnιο l pρ"l,lο -o,η.ιio_oτrc .loοo.v vο Γoo_υJoιr' La]o δΦ
οUξηθεiσημΜ(o η στοτlκil π!αδτnτα κoντd oτο oτερεαroryωματο' oτηνπερiπIωσn λ.x.

lo. 'ρo. οεl ιδζζρo| .'(lο.l')γρoφιloqζ

(r012)

ια' οv η ροη Θε!ρcnο' εn nΙiον οouμn ιοτη

"Ιι
(1ο.13)

Aνoλoγo σXεητ κo μεoUτο ποU nαρo!σnσθnKε ποραπoνω μnoρe]νa xρnσlμoπo ηΘεi

κo γlo τov υπoλoγoμo τoU πnxοuζ oρμnζ δ,, lo! εKφραζε noσoτlκα το aD€+]ρα τηζ

μεtσφορδμεvηζ oρμηq μ'oo oτo oρσκδ στρnμα Aπδ iaΘε δoκτUλoε6i δατoμη,
Θεωρoιμενη μdσα στη oυvεκτlxn ζnvη (βλ,nε nαλ Σχiμa 10 1) η ροη oρμηζ γρoφεταl

λr=ιδπ-2τρι:lr,.)\Φd lrι (Ι0l4)

Aν η ρoη δεν εaιβρoδινοντoν λoνω τoυ ορoXοι] oIpωμorοζ τδτε η ow]στoχη ρoa oρμηζ

M = u,6n -2τ ouι.ar"''Φs d)Φ (r0 rs)

onoτo τo συvoλκδ aλλε !μο σε ρoηζ oρμiζ μaσα onδ oλδκλnρη rη δ oτομn θo ηταν

'l. .o_Φotoγ ο με ooo oιo..lι ο Γοοo ,οlοο 'll ο. 'lo ro nδ.oc LεΙo'ο1o, ζ δ1,

(r0.r6)



(10.r7)

(10.13)

(10.19)

Mε oμolo τρono μηoρεi να δlατUnωΘεi τo a"υ€lμμo ση poal Kνηnκnζ εν,ργεiog πoU

συνσΦεταl η παρouσio τoU oρLoκου σριnμoτoζ. Αν η ρoη ΧlνηnΧilg *'ργεloζ σUμBoλσδi
uε K, τotε κd'Φdλoνio πρoζ την (1ο.17)Θo aΙoυρε γo'o ιiλJ€lρμα τηζ 6τl

Δr-_ι]Σ"" ",Ι. λ ιi:.-" l l|o.2ο)
ll '"Ι"'2' )]

(10.21)

o_'Ξ*" - i-ηΙ,-:]L'r*" ]a,'2'' loρ!,\ ",)\ ,. ]'

ΓE Φin.δεζ ρodζ, η (10.1η νρ6φηo ση μoρφη

o-= 7-eιL-r]*

κol γιo ασUμπiΦτεζ ρoaζ ωζ

ι.=i:1'_r]a,

orol δJ ci@ io ro}!ζ Νηnfiζ εν.oγεloc. ΓE io δr.o}!ε, δτl

6.δi*,-i μ rt-llΙΙ':*Jd'' 2,. J" ρ...ι ":Jι ι )'
no επinεδεζ ρoaζ σxιεl

".-7-*1,41"

Χol oταν εππ)Goν io ρεUoτo ΘΦρoiτol ασUμniεσto

.'=i.Ι, 4]η

β0'22'

(10.23)

τo ΣΙilμo 1o.2 δεiΙ,ol oνδo]πrxn τd iρid nσn fu-oτδπσηζ, ορμ1ζ κol κ νηnKlζ εν,ργddζ)
μoζ' με ro noΙοζ iou opokoJ dρωμσoζ roL oρioαμε nρο1γoιμενo



Fi

1ο.3 ol oλoκλnοωτlK,c Eε oιj]σεlc νE rc Χοov(a lιrδMuεc Poεc

oλoιλnρωνowοζ τη δ αμiκn εξiσωση rηζ oρμilζ Χoτo την κoΘoτη σD ioΘε θaoη τoU

olερζoJ lolλι|.ο ο\ δ.' Θι ,o1. o1o i. θεo1γ ο no, of'o-o .ε' o-o οlεοεo loi,-μο .ζ

τnvοnooroση y=δto! okρουτoU oρLoκoa σrρωμοτoζ' nρoκιnτd μlo κovoνl(a δoφoρ]κη

εξioωσn nou ouσtετiζε τo σUνολκο ρUθμδ ρoηζ τnζ oρμaζ δ@μaσou κοθε δdτoμl]ζ τoU

opακoa oτpωμoτoζ με την τonlκil δαμi]κη κλiση τηζ oτοr'Kηζ n εoηζ κd τnvτδση τρβnζ
σo στeρεo τοjΙωμα. H oλoκλnρωτ Χ]i εξ σωσn noυ nρoinnτεl ρε rov τρoπo auτo λ'γD1ol

ολοκληρωn(a εξioωσn τnζ oρμilζ κσ axε δατUnωθε oρΙκα aπo τον νon Karman N

εξiσωoη ouτηπορaxε μo μaon περ γραφi] τηq aξiσωoηζ (νnoηζ δπωζ αUτl]διoτυπnvετοl
οε oλoKλnρo ro nαχoζ τou oρlοκoa στρωμoτοζ' ΔUστ!μζ μlο τiτoE oλoκλnρωoη συmελεi

στηv onaλ.o nληρoφoραζ κοl γα το λογο αιτo onoτεiτo η παρauηλη δο}€iρloη
ε!πεlρκηζ nληρoφoρiαζ πoU πρodρΙ€το dna δαθaσμα πεlρoμoτo σε oρlοκo oτρωμoτo,

iστε νo κλe]σo μαθnματ(o ro nρoβλημσ. τdτoo εμnaρκn πλnρoφoρo μπoρεi] σην πro

αnλa περiπIωdn να δiνετο σiη μoρφa δεδoEvων XoταvoμΦν τoΙ!τητοζ η/κo
Θερμoκρoσioζ nou αποπoιi,v avο ouγ(eκρμavο αρθμδ πορoμετρωv γLo τov ακρβη
κοΘoρσμδ τοUζ' AUronoυ κoταρxil αΠοφοσζετo εiνo τoπλilΘoζ των nαρdμ6τρωv nοU Θo

xρnσlμoΠο ηΘοιν! d τoν αkρ βη κoθoρ σμδ τηζ κοrαvoμηζ τοΙυτnτοζ il τηζ θερpoκροσioζ
oε καθε Θaon κa στn σUνi}τlo δroτlnωvετo iσoζ αρΘμδζ κοτoλλnλnv καvoMκιν
δQφoρl(ων εξ σωσεων ωστε να Uπoλoγστoaν οUτdζ οLroσoτητεζ. Αζ σηl]ε]ωΘεian σnζ
oλoιλnpωτ κaζ μεΘδδo!ζ γlα τα ορoKα στρωματα ol μeρκiζ δnφoρπ,ζ εξ σωσεlζ ρoiζ
δivουν τη Θaσn τoUζ oe κΦovκdζ δ αφoρκdζ εξ o6σεlζ.



1ο'9

Eκτoζoπδτηντιllκil oλoκληρωτ κa εξidωση nοUπρoκυrΙεΙοπoτη δoμηRη.ξ dωoη
τηζ ορμ1ζ, δδφoρεζ αλ.λεζ ολoκληρωτκaζ eξ]σωσεζ μnοροaννα rρoκιψo!ν aν' πρlvτην

ολoκληρωσa τηq, n δlομilιnζ εξioωσητηζ oρρnζ noλ\oπλαoEστεi με !myn, δnou y ε]νdlη
κaθeτηστoντο]ΥoonoσroσηΧom,noκdρaοεκθ'τεζ'oτσνm=1xοn-0λ.x.lnρoκι]πτε
η λεγ6μενη oλokλnρωτ κ]i εξiσωση γo rην κlvητ κη evdρνεlo. H τeλDιτοiα αιτη εξioωσn

μπoρε ' εirε νo αWκατοστησε τηv oλoκλnρωτκli εξioωση τnζ oρμnζ η νo λUΘεi μaζi μe
o!τnv, oνΦΦγα με τoν τιπο τηζ εμπεlρκηζ nληρoφoρiαζ ποU Θo'κλεoεr μoΘημοnκα 'o
npoβλημo' oλoκληρωτKdζ εξloωσεξ μroρoυν νo δQτυπωΘonv κσl γα την εvaργεlo tou
oαοκon σrρηJατoζ μaσω κατaλλnληζ oλoκληρωσηζ τηζ εvεργε ακilζ εξiσωσηζ.

1ο.4 oλoΙ}ΦaΙrΙΙ ΞΦωoll

Στo ΣYaμα 1ο.3noρouoαζε'o μ α τoπlκa εKoνo τoU ορ oκοι oτρωμoτoζaτσ oπωζ

oUτο εξελσσaτoi ρετoξι] δι]o θaσεων Α κo D σεnολι μκρη oΠδoτοσn μετoξ0 τo!ζ. Στη

θθση Aτo nαYoζ τoU ορακoι' στρωι]α'oζ ενd AE' εvi στn θaση D ,}€l γ]νε]iσo με DF.

Eoiω δτ εμεζ εξΦαζoUμε το στοlxoο ABco nou εναl nοραλλnλoγρομμo ιψoUζ
AB=oc=h, με to ]r μεγαλιτερo onδ τo nαxoq τoU oρlοκon οτρωμοroζ Χo γα nζ δao

θdσεζ. ΓE μovοδοiο Bαθοζ τoU πoδiou ρoηζ στnν τρitη δεJΘυvση' η δoφορa πoρoΙηζ

loζoζ μετoξ0 των δοτoμnν Dc κο ΑB δivετo απa rη σt,σn



10.10

rr r'λ=+|[ c'd'|Δ t *oι Δ ι11

δnoυ Δr εivol η απoσoση ΑD κol o a'ρoζ oΘl) oυμβoλlζd πoσσητεζ ΦΦΦγεζ τoU Δx2.

Aπo τo dω 6ρro τoυ oνκou 
'\ενχoU, 

δ aδil απo την πλευρd Θc' nερνα παρoΙη ioη με

6noυ νh εiW η κσ6 y τσxυτniσ σo ιlψoζ h. τo Θειnρημo δσlipηoηζ τηζ noρoxηζ εnfΦ;εl

.""*[i,-,]- 
^.,

(10.29)

oμoE, η δEφορ6 ρoilζ opμiζ (σα τη Ι κoτειlΘUνση oπ6 ilζ δlσoμaζ L1ο κol ΑB δiΦl

' Ιr ]

Ε λaΔ=+| r ρ ι'd'|Δ..oι Δ"'*ιn l

eι η ρoη oρμilζ κσo τη x kσiειθUνon nou nερνd τη δoτoμil Bc εiνol

κa] loluεl 6τl

o'"''.= '.!Ι?".]-o,^o

Λoνω tηζ δβφoρnζ πiεoηζ μετoξι τωv δσoμΦν Dc kαl AB oσκεiτol δWαμn iση με

lι,= rlΦlι*ηo,1

Φi πoΦ σο ρεUσoσo Ι€io τoυ δνΧoυ ελiγχou η τnση τρBaζ σoν τoilo αoκεi δ!νoμη

iση με 'τy't . ΣUvδlnζowdζ τoUζ τελεηoiοUζ oρoυζ, nρoκιrd η ΦΦκΜρΦnκi

εξiσωoη δ1σnρηonζτηc δEμilκouζ op|riζ, πoU 6τα Δr,0, νρ6φε'olωζ
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oδροζπo! noρστα τη δEμiκn
oυνoρτilσo tηζ τoπτητoζ τηζ

(η oξωτερκa ρoη oεωρεnol π6wo
(10'30) μπoρεi vo γραφoi κol σt ζ

'l. 1 a" Γ'' 1

+|| ρu\ι \)Φ l-: lρvJ'Ι=hρ.*r" ] -ι'" ]

ε oανoroζ rο π6χoζ μoτoτoπloηζ δl
noν δoθη(doτlζ oΥεσεrζ (10.12) xor

μoρψ1ζ H12 oπ6 τη o}€oη

0σε η (10.32)νo γpαφoτol εniσηζ ση μορΦil

ω, 
'!e,^,' 'r''δ'dρ,' 

,-
dt u,d' ' ' P'dΙ ρ'ι:

ο σUWελεσrηζ μoρΦliq oφε ,€l τo δνoμσ τoν
σ}σiζεrol με 

'ην 
κoτΦομη iαχιτητoζ nou

γρoφεiαl γlα αoυμniεσεζ ρoiζ ωζ

κλioη σoi Rηζ niεoηζ Θεωρεπαlγνωσ6ζ oφoιr ε(φρoζετol
aξωrεακilζ oτρβoυζ ρoliζ ωζ

(10,31)

tΦσi 6τov Unολoγiζrolτo oρ oκ6 σρiμo) κol aτσl

*,]-'"

(10 3ο)

(1ο.32)

(r0,33)

(1034)
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Χαιτo π6Yoζ ορμiζ δr, σ]μφωνo με1oυq oρσpoιζ
00.1Θ) ofiσroψ. oρiζε'ol, εniσnζ' o σUW&\εσlaζ

σo δn, onωζ Θo δoυpε πoρoκΦω| η rrμη τoU

βρiσκπol σε καΘε Θaoη. Η σlioη (10.34)
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(1ο.36)

ιr σχiση {103a) γα nζ oξoνoσUμμΦρlκiζ ρo,ζ noυ Φoφaρoμε πρoηγoιlμryo κοl γlα

ι$" 31|''. ^'ι1ι, L dρ, 1ιl"] l"
d' ι, '' d' ρ'd! l.dΙ| ρi

6noυ τo x μετΦ πλ6oν xorn μilκoζ iou oτερεolj τoΦnμσoζ xol τo y nσρσΦεl την κoΘετη

σoν τoilo δειΘυνon, oπΦζ στo Σπμo 1ο.4.

ol ξ@Φσεiζ (10.34) ωζ (1ο.36) oYιouν γ]o σρωΙaζ κolγlo iUρEΦδεlζ ρoaζ oρκεi ση
δειrερη n.ρiπωση νo μoηελono ηΘεi κordλλnλo o οροζ τw.

10.5 oοκλnοωnκn Eεioωon τnc κνnnxic Eνaoνεldc

H d€Xληρωτlκil εξ σωoη γlσ την κlνηnκa εν,ργεlα πρoκnnτεl oτΦ noΜo €σ nσoιμε
rηv εξlodoη τηζ δo-iρro1ζ rηζ oρμηζ di'l ιλσειΘUνση με U aol σ1 oJΦχ€ο'1ν
oλoκληρ{iβoυμε σo ο ωζ h. Γα ι]δνlμη ρoil, η oλoκλipωση ouτi δiΦl



(10.37)

arε rη ρoiΘεlα τηζ εξioωσηζ iηζ σUνdxσoζ (4.14o), σμελ]rfoζ τoUζ lρoνlκol]ζ oρouζ'

t P'"+Φ7ρ'Σ"ι'' |.!Φ -'a=

!ψη1Ι' t "' !ι ρ'w t "ρ'Ψdy

ηζ (10.3η κo] με τη βoηΘεlo τηζ oΙεσnζ

)c ι:'.' l |''ξι o'"a- | )'"''xχ
σx€ση σικοΘσn τo δει]τερo oρo r

η δoμliκη xλioη τnζ στdτ κliζ πiεσηζ

)-ιs* ai.iγ "'.ξl"'=

-Φ'
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δ3, oπUζ oρiσηλε oτn οlton (10.22), η

si* }a: -ι'" -.fti ι'. ". =Ι"(:#'b

xρηoψonolιiwoζ τo noxοζ Klνnτκiζ oνaργedζ
τελευτoio σxaση μnορεi νa γρoφτεi ση μορφil

i;|".i"ι ]- ":*i:,( t),-i- ι*p (10.33)



1ο.]4

ρoil oρ ζouμe επnλdοv τo κνημdτ Χδ nαΧoζ μετoτ0πlσηζ ωq

(r0.39)

(10.40)

γροφοUμD την τελκη ,(φραoη τηζ

(r0 41)

οrαv τo δευτερo μaλoζ eκφρoζεrd με τoν τελευτaio tpδno' !aσω τηζ iοoηζ τ,y' ,6τε
or,dη (1ο.41) μπoρε ουτoμoτα vα aφoρμoστεivlo στρωrεζ αΜo κο τυρβιδeζ ρodζ.

'"-i('t),
πo! σoδUvαμεiμε τo noΙoζ μετοτδπσηζ πoU €α ε tαμε ον η ρoil ηταν οσUμniεστn, oπδτε

αnoδ'!nr]ετoeικολο τooλοκληρωμοτoUδεnτεροUbρουτnζεξσωσηζ{1ο'33)γραφεio]

\ι,

1""ι ;],-{ι 
"'"'.)^ 

ι\' ;.r'

i,'(',')"-'
Σ!νδ!αζoWαζ τlζ εξEnσε]q (]0'33) κα] (r0a0)
ολoκληρωnιiζ εξ σωoηζ γ1α την κνηnκη εvaργε α

nι1 '\ ,,1|. ._ j,a,c. 1ι
d'|,ρ,υ,Δ ιtρ,u.τ 

p orl|.] μιδ] Φ.lLΦ

H oΙ€ση (1ο'41)γQ oσυμπ Doτo ρεUoτo

*ιj.:',)-"iι+) "-ii."*,

1ο.6 Eνo Αnλο ηαodδεv!ο EΦοοUονlic τnc oλo(λnoωnκnc Eεioωσnc τnc οοUirc

a)ζ πρΦη eφaρμoγη των oλoκληρωnKnν μeθoδΦνεnλuσnζ ψo τον Unoλoγdμδ 1ων

oροκωv στρωμoτων Θα εξoτασΘεi μα onλn μaθoδoζ Unoλoγσμoι μδνlμωv στρωrωv

oσ!μπioστων oροκnv oiρωlaτωv πονω σε εnilεδn πλnκο, με την εξωtρl(n ρoi) να εναl
nοραλΜλη πρoζ την πλnκo. Θο UποΘεσoUμε oτ δeν Unnpχe δΙομηκηζ κλioη τoU nεδiοU

niDoηq, δnλοδaoτ ro ριo ρεναioταθeρa σε δλοΙo Πεδio κo ,ΧoUμεμηδεvx]i μετα9ολa
τηζταxυτηταq Uθrηq εξωτερ κηζ ρoilζ oτη xκaτειΘUvση. τδτ. η oλodnρωτ kη εξiσωσητηζ
δ|αμaxoυζ oρμnζ δηλoδn η εξoωσn (1ο.35)Πα ρvε] την οnλouoτεUμrνn μoρφη
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Ynoθaτo!με 6τ, σειoθεΘaoηx, η κσoνoμi
μja !9!σ!Ξ@g!Ξ!p]ηi σUν6ρτηση, εξαρτστol
επr€γoUμε την oδι6σ1στn onδσοση

απδτo στερεδ rοiμμα' M o τaτοLo lJΠoΘεσn onμoiνε on υroρΙ€l ololoτnro σlζ κoταvoμaζ

τotιτητoζ γo κoθ. θaση x' δηλoδn dλεζ ol (ατΦομdζ τoΙnτητoζ nρoκυποUv ono iην iδQ

μoθηματκn ox,ση' σe κλμdκα no! xσθoρiζε ro τoπκδ πnxοζ τoυ oρlακου στρdlμoτoζ'

oroν γνωρ]ζoUμε τo πdYoζ του op]σκoa στρωμoτoζ δ σο (oΘε θθoη (κΦ aurδ μnoρεi

aμμεσσνo προ(aψε| απorην.πiλUση τηζ {1o.43), μnopoUμενo UπoλογiσoUpε την κoτoνομil

ιoΦτnτdζ σε κoΘε Θ,dη x. lMo μαΘημoniil πoρο!σiαση τorr iλεoipoτoζ πolr εnxε]ρε]τo]

στo nροΘλημο Θo μπopooσε νο .iνα n

(1ο.43)

τnζ τoΙ!τηταζ μεdo σo oρ|ακo σρωμαεlνσl
δnλαδη loνo oπa μQμΦqθλητil iσl ωζ 

'do 
o

η-i

L

oπo! n εnλoνη rnξ oυνoρτησnζ i εξορτοτο αno io μowiλo ρoaζ no! εpεiζ θaλουμε νo

rρηol]roποlilσo!με. M α τUnfii κατovομη 1(η) εiνοι oUτη τnζnορoκorω σΙaσηζ

η oποio soνoηoει τζ noρoλοrωορoλεq

(10'44)

σUΦηκεζ oτα διo αΧρo τoU oρlα(οι oτρι!μoτoζ

Φ=ο

9'ο}=δ

8oσd τnζ dl€σηζ (10.aa) n

εξoρΙoτo ono τo τonπa πnχoζ
δoτρnnin τoση στov τoγo υπoλογiζεταl oνoλUn(α

του oρlοκoi στρωμοτoζ, σnμφωvα με τη σΙεοη

(10.45)

1ο oρJ1ζ \lo.οθ θ'o' θο δl.oMο, of οτol.ο o1o - _ ο 'ioε ζενω τo ποxη μετοτoπ oηζ
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Awxoaσιnwoζ τlζ σxaσεξ (1ο,45)

ι1 ^Φ"4!

d6ι - 2τ1\

Mε τov τpono ouτo μετorρaπouμε
oξopτημaνη μηogΜlil τo πoχoζ δ4
δ, onδ ro oπoiο dμεσo εξσρτατo η

1ο.16

kοl (r0.47) οlη δEφoρλll

-iι'"..,), ,ι,+) 00.Φ)

(1ο.49)

' (l0'4η

εξiσωση (10.43) παiρvoυμ,

(10.48o)

(1ο.43B)

μιo δEφoρlmi εξidωση πoU ητΦ δ]oruπωμiνη με
σε ulα v,α μoρφil μεεξoρτημaνη μεrqEλητil to πnχog

κoτoνoι]il τopτηtαζ, σι)μφωνo με τη σχaση (10.44).

ΘεωpωWog 6τ στην αργη τoυ nεδ'οU ροilζ

δ=0 'γlα ,=0

n ααλUnRη λnση τηζ oξiσωσηζ (1o.4ΘB) δ]νεr γE XoΘε Θθση x, on

οπoυ Reχ εiνo o dρΘμoζ θeynolds βoσσμdνoζ σηντaxιτητo τηζ εξωDρl(iζ ρoliζ

*,"} {1ο'50)

Eκτδξ Φδ τη σχεση (10'49) μnορεi
rρEiΙζ qσε κοΘε θaση πoU εiνo

2.- /a "\@ 0.655ιt=i.'\,*.) = 

"t

νσ nρox!ψεl κα] oriσΙoryη λυoη γlα τo συVτa\εστli

Xαθdlζ Rol dναλ!τ]κεζ λισσζγlο τo noxn μ.τoτonoηζ δ1

σUwελεσΙη μορφiζ H9, oloποiεζ εiναl

(10.s1)

κo ορμliζ δ2' ωζ (oj γLo ro
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ι=sΦΣ
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Eivo εvδ oφaρoν, aφ'ενoζ μεν vο πoρoτηρηooυμε δIo σlvτeλεστaq μoρφηq σε
εivol Φεξopτητoζ τηζ σlrεταvμ'vnζ iηζ €aσηζ, oφ ετaρoU δε νo oUγκρiVoUμε

σεξ (1ο.51)ωζ (10.54) με τζ δεζ εκφρδοoq πoU δ]νε]n γνωστi λιoη Basius

\-9Ξμ

\=ν4

Bo9d]ωζ' η εn λoγil τnζ σΙ€σηζ (1ο.44)γατo (λεiσμo τnζ
δεν εiνo μοναδκa.lι1ιo εvολλo( κη λJon θα ηταv η χρaση
Poh]haυsen' με τo τaτσρτoU 9oθμoι noλlnνUμo 

.

3\ 1.132

(r0 5r)

(1ο.53)

(10.s4)

oλoκληρωτlκiζ μaζ εζidωσηζ
τηξ Kατovo!ηζ rαγι'ητoζ τoυ

(10.ss)

η onolα' oν εκtr€oτoi η iδa σερo πρoξεωV με nρoηγoιrμεvο δ]νo,

oναλ!τlκ,ζ λιoε]ζ (1051) ωζ (1ο'54) οτ

'Γ k':

ι=elΣ

Αζ σημεωθe] δτ η σΥaση

(10s6)

aΙ€l γενlκoτερη oX! γlo oσψ]niεστα oρloκo στρωματο πo!
_ lil εδηζ rλολο. οr J δΣ.h'l .\ or rζ δα|-i.οJξ l rο'ι

(1ο.57)

αvanτaοσοWol koro μiιΧoζ



10.7 σoοooπnυdvo ooEκo Στoωlqτο

ΓoτηνπερiπτωσηnoυηρoiΘεωρεiτo στρωτηκο oσUμπiεστn,νiαoπλaζγεωμετρiεζ
oπωζ oiνol oUτη τηζ εninεδηζ πλoΧσζ' βρaθnxα αno noλι] νωρiζ ακρBε]ζ λυσεξ στo

nρoβλnμo τηζ εξaλξηζ ενοζ oρlακon στΦμoτoζ. H γaωσtn XΦαoμη των Faknerskan
εiνo μid αno o!τaζ. H βoσ κil τουζ φλodoφid στnρ]ζowoν στηv ομo oτητα η ono]o

εμφΦiζετo μπoξι των κoταoρων τoxιJτnτaζ τoι oρlοxoι στρωρoτoζ σnζ δlαδot1κaζ
δομilκεlζ θaoεζ τηζ ρoηζ. Γd ro λδγo αUτo ol λnσσζ our,ζ ovομoζowo λnσσζ
oμo6τητσζ, ενω olMστoxεζ ρoaζ λiγοwο 'lσορρonημavεζ ρodζ'

H awo σ τnζ oμoloτηταζ σε 
'νo 

oρlo(o στρωρo εκφρoζσ την δ6τητo o Roioνoμaζ
τσxaτnΙαζ U=u(X'y) oε διro rlxοiεζ θaσoζ xl xo }2 κατo την εξaλξη tοU oρ o(oι'
σρδμoτoζ vα δ oφaρoUν μoνo κατo avo nαρoγowd ωζ nρoζ την ταΙ!τητo U κο aνσ

παρoγowο ωζ πρoζ rην οnδσrαση y. ME τ,τoo oροoτητo oδηγεi στην υroΘdτησn

oι\aιlρl/ε!Jν oδ οolοτ. LιΦoοο.,/ {lο -- / lo(l l' lο U 1σl lrv onoo-αo'] y ;oΙε νo

μπoρεi τo σινολo τωv δQδοxκιiv κατoνoρων rαtnrητoζ νo nαρoστoθεi !ε μio ]roνo
σUνoρτησn κο σUνrπΙirξ με,να |]oνo vρoφημσ

ι] ,wο α τnζ @oρρoπioζ

Υρησ μοπolωwoζ την oλoκληρωnκa
στnν πoρoκoτω αδ!σστotη μoρφη

l d- ]^. δ,d,

' alρι'\1 τd'=|

σ, dνo οραΧo orρωμo μπoρεi νa riνει κοτoνοnrll
εξiσωση τηq oρμnc (1ο.32), την oπoio ξovσγρ6φoυl]ε

(r0 $)

ι]εξiσωση(]o53)nρosιnε!εικoλoovληφ0εilnoψnxo nεξiσωση(10'31)κο oκφρoζετnv
Eoρρon o η oto σ υφiστσa μDτοξι rου oδρoνε oΧοa δροu xor τoι bρou κλionζπiεσnζωζ
πρoζ nζ ooκoιμενεζ σUνεκtκdζ δUνδμ.ζ. H γροφil (10.53) μoζ oδηγei εaκoλo oro
o 'L..ρoo|-o o- o, oε |-o ρο oρlο-ou o ρ l o-oζ - rooo--_ο

(1ο.59)

noρdρενε oτo€ερil' σε oλoτο μηκoζ oνdnτ!ξnζ τoU τοτε κar η noσδτητο

14φ.,.'o,l

6α nαρoμaνεlστoΘερη. H πoσ6τητo Π τηνoπoio oρiζoUμεμεrη o}€oη (10'59)oνop6ζετο
nαρδμετpoζ σoρρoniαξ 

'oU 
oρlακoυ oτρnμσoζ iαl εκφραζε roν αδ αoτοτo Μγo

δυvoμεωv λογω κλiσηζ niεσηζ κol σUνεκτ κων δ!νoμεων σε κnΘε θaoη τoU oρloκοι
στρaμοτoζ. H δorηρnoη στoΘερaqnμηζ γlατηνπoσoτnτα n oε oλoτo μilκoζ ονdnτιξηζ
ro! oραΧo0 σρωμoτoζ, oδηγεi σ1α λεγδμενo 1σoρρonnμ,να' oρoκα oτρωμoτo. Aζ
επσημaνouμε τiλoq, bi oτρωτo l]rUρβιi]δη oροia dτρωμo1d μnoρoιν νo Bρioκowσl σε

"=\Φ



10.19

xσδστoση ]σoρρoπiαζ. το σopponημdνo oρlοκo στΦμσo, στρωro η τUρB{jJδη, Θo

oπoτελ,σouν ro oWκε μενo με)ετηζ των .νοτaτωv πoυ oxoλouΘoιν. l] κσoστoση
'oμo6rητoζ'noυ τo δEnε δ. σnι]σivd E Eoιo nI,vσ oρσκδ στρnρo πdaεl νo εξελiσσετσl
(οφoυ τo πnxοζ δ a]νolnowo σUvορτησn τnζ oπoστoσηζ x) σλ.λd oi εξελσσετolκoτω σo
oιvκεxρ]uaνoUζ νo|roUζ'

10'a Λυσσc ouootnτοc νατο oοoιd Σταluοro

τηv aWoQ τηζ oμolotηταζ στo oρloκα σρωμotσ την nερiγρoψαμε πρoηγοι]rενo'
Eδω Θo δnσo!με την noσonκa tnζ,κφροoη. YnoΘa'owαζ διo δoδoxrκiζ θao. ζ xi κd X2

κdτα τnvεξελξη τoU oρ oΧo0 oτρδματoζ η aWoE rηζ oμo orηloζ δ@r!nωνεταl σtη μoρφη

(:Ιy3Gι)

- oλεo. ιΙ0 6ο] -ρo..Uυ. Θ,L ο' qo\ -. Ioρo"α-L δ:o nορoδoεζ'

η οδnστσonoiηoη τnζ τoxιlτητaζ γ]vεtοΙ με την τoΠlκil ξωτερκa rαlοrητα υΘ(l),

η οnoio φυolκα ι]πoρεiνα l]εταβαλλcτol οπδ θdση σεΘaσn κσl

(Ι06ο)

ι]ετoξu σλ.λωv, vο εξηrησεl (σ nζnoρoδoxdζ
iη Υρησ !οπoiησn μαξ |]oνonαρoμfρlκηζ

εnaτρεψε vα κρσi]σοUμε μδνo τουζ

μoρφa οUτa dυΙlo φaρετol ωζ ξiσωση
κ)€ivεl με (oτnλ.ληλεζ oρoκdζ ouνΘηxεζ

(β) η oδooτoτono noητηζ απδστοσηζ y γiveτol με 'ιατoλ.λnλn' σUναρτnση g(x)κol oxr

με μiα ηoσoτητο πo! εναl ονoγKαoτlκα ovεξoρτητη τoU χ

Σκondζτnζ rdρoι]ooζ ενoτηtoζ ε νol,
πoU aνiνov στην εvbτηro ]ο'6 oyετ(o με
κοtανoμiζ τaxιrτηtσζ στo oρoxb οrρaμo.

ΓEεninεδεζoτρωτεζ ρodζ oφeτηρjo ψonζεξ σnσεlζno! Θοπoρσγouμεoπoτελonν
ol lξoψοΦζ 7ζ oJ.ε^τ,oζ "o '5 δοllο'loη\ ι. δEJ'λo ζ oρL.., o onoεζ γlo
ασUμπlεoτo ρευστο γροφoro ωζ

(10.6r)

.d,-'t
δπoυ η πρoηγηθe]σo δαoτοτ(η οvαλUσn μoζ
σημΜlκoι]ζ oρouζ oπo τn δειτερη εξ]σωoη (η

P,andll v@το oαοκδστρωμo). τooUστημo (1ο.61)

στα oκρo τοU oρακo0 oτρωματοζ, nou εivοl



H 6woE toυ aπo ρoU πoυ χρησμonolεiταl ωζ oΦτoτn τμil τnζ
σι μ0oλlh1, oφο:l 1'εkUτoio oxdoη τηζ (1ο.62) oλιι Γρoφoν;ckαl
oκρo τoU noγouζ τoU oρlακoi σ'ρdlμoτoζ.

(10.63)

oφεν6ξ μΦl(Φoποlεiτo τoυτonκo η εξiσωση τηζ ouvaΙ€ oq, oφeτ,ρou δε η εξidωdη τηζ
opμηζ γρoφετol στη μoρφli

Mε την εlσσγΦψ1τηζ ρoiκηζ σwδρτησηζ ψ, σnμφωνo με τo

=!\Φ

(10.62)

ι064)9ΞΞΞ q!ΞΞ="L'"cΞ
Φ a'Φ aa Φ1 'a| Φ3

πoU, dυ!φoνo μετη (10.62), δlanετo onο nζ oρEκaζ σUνΘliκδζ

!Ξ-ο

των oρlακdrv oτρωμoτων,

i= L

να δημιoUργaσoUμε εξDιiσεlζ
. σovou!. nζ noρακoτω διo

no! vo n oτonο oaν την ομo]oτηto

(1065)

(10Φ)

onου L oiνol Φa lαρoιrηριdτ(a μηκoζ τηζ ρoηζ κo Fe εiνol o oρlΘμoζ Reynolds ποU

ενδ U- εiνdlρlα κσαΙληλn roxurητα oδlαστoτoποiησηζ.

HρoΙkilσUνδρτnσηψ_ψ(x,y)oδlαστoτoπoEno]κoouτilκolστηθaσηrηζεlσαγετal
n oδooiolη ρoi<η οLvoρlηοr Ι-Ι(ξ,η)rοU δνL'αl ο1o "r o)'oη



nξ'η)-γ]"]')1Ξ

Mε τη ΘoliΘεlo των noρoπoΦ olaoεων, ol σUνσaσoζ 
'ηζ 

τοpτη'σζ γρoφofdl

(1ο.Φ)
ΙJ d' '.. 'ac)lat L Φall
'Ιr d' ' νE ιdξ ,n atΦl

onou γ]α την Φoδεlξη τηζ τε)€Uτoioζ oldoηζ oυνloτoτα νo ληΦεiυπoψη ot

q.Ξιn -s q'q 9ι

(rο69)

., q .'' dΙ .' PΙ' a '' Φ,'' -i

L=-'!ΞLΦ

Aπo nζ εξEοoεlζ (10.63) μnoρoιrμε ε]:rκo,Φ νa κaτoΜξoU με oro σι μra ρ oσμα oτ η

κoτΦoμli τηξ σUvoτΦoσζ !=u(x,y) rηζ τo}ιτητoζ μπoρε να υπoκοιlε oo kov6νεζ
oμolbτητoζ (με roν τρono nou ouτoi oρiστηκ@ nρoηγoιμ*o) δτoν κo! μoνo oτoν η

μεtoσΙημonσμθνη ρο] κi σ!νορτηση i εξσρτoτol onoκλaστ κo κol μδνo orn Ιη μετoθλητa
n. Στην nερinrωon o!τli' η μερκη δ αφoρκll ,ξiσωση (1ο.64) μεiαd}ηρoτiζετol oε μLo

κoνονlκil δoφoρ κli εξiσωoη με ξoρrnρaνn μεταηΦ.η τnν nοσoτητα l(n). ετol'

Yρηolpoπodwoζ tlζ σΙ€σεlζ μετoσtημoτloμon (10.66) κo! (1ο.67), κo μ*o τnv εrΦ€ση
των Φaρσiτηrων πρdξεων πρoκιπd oτ

(1ο.67)

ζ=1

1"'"n''9n j=ιρ|'d 1,ι\



(E)

s=Le'*

vlο την εniλUση τηc (10.69) oiνol

(r0.71)

λι,σε ζ oμoΦτητoζ μπoρoaν νd lnoρξoυv μδνo oτ@ ro l xΦ l'δεν ξoρτd,Woloπδ τo ε'
δηλoδa oτ@τoδεξlδ !ελoζrηζ (1ο.69)EoυτΦ μe μηδa! κo oUγxρονωζ o σUWελεσΙdζ α
κo βτου oρ στ.ρoa μ,λoUζ εiνolστοΘερoi. Eτo 

' 
oπoδε raεtο oτ vQ νο υnoρξoUν λισaζ

oμo οτητoζγiατ ζ koτανoμaζ τa\ιτητoξ σo ορ αio drρωμο' η ρoiΧilσ!νορrησηl1η)πρiπεl
να κoνoπolεi inv πoροκδτω κovονκa δiαΦoρlκilεξiσωση

lι'ιfn.β(1-JL)=o |1072Ι

με oρlσκrζ σUν€ilκeζ οUτdζτωνσΙ,oεων (1ο.71)' H εξiσωoη (10.72) ΠαρoUσ αστηiε πρωro

αno roυζ Ξa ι.e' ιοl qιa1 tο νl o''o o. Λo φ.ρε ro o]οJo roLζ

!9=(σoΘερα) x' , δπoU m

U9=(oloΘερα) exp(ox) oποU o εiνσl μη_μηδεv κη στoθερο.

Στη σUvaxεo, με rη θonθαο των σΙ€σεων (10.70) μπoρoaμενo δlερευvnσo!με τlζ
σUνΘηκεζ εκεiνεζ τlζ oπoiεζ πρ'πε vo iονonoβιv τo uθ(x) ισ g(x) ωoτε ol oυWελaστdζ
oκo]EναπoρoμaνolvσoΘερο ΔεθσπορσεΘεiηραθη]onκηδEρεινηση'α).λaμΘνoτο
ouμπερaσμoτσ τnζ. ετσ οπoδ. xvυεro δnγαπερnτ6σεξ ρonζ σoUμπ]εσoU ρειdrοι ρε

μ1μ1δ"/.r δoLη-η -lο ll 'n ooη ', r oJo'o-1-α onζ ΛorΦo-i c -ο,Jlηio( lol οo'o.oι
oiΦματoζ, πρoklnτε oταν

H nερinτωσn (α) παρoUσnζεl lδοiτερo

onou! τ αtιτητo oνoφo ρn ζ u- δev εiνol Φoροiτητo
κσ nρoηγοΦ]ενo. ι] oYεn(n !dΘn!ατκiΙ αvoλUoη

ρ-*

ενδdφ,ρov xo ν'oιτl] μπoρoι]με να

(10.73)
'"'(;)'



!!=ql

πoU π.ρ γρoΦεlτην κoτΦoμil
σ'Φμα no! Φστυσddolμε

14.23

σε xnΘε Θaoη κoτδ μη(oζ τoU σερεοο τoγil]oτοζ noνω στo oπoio

oplολo σρωμα 1rolιiηlo δΦrρε οJoΦrηro L. νo|-o loι τιrol

(10.75)

τοΙ!τητoζ oε Kaθε δoμηκη θaoη i' σε aνo σβJτδ oρ|oω
νaμo εξωτερRaζ τolιτητoζ τoU τι]πo!

Tα KaΘ' δQφoρan(n nμi τοU εxΘdτη m (σ!νεnωζ κol γlα την αfioτollη τlμil τηζ
nορo|-εiρouβ'Lloοδl.]αlooρρoΓ. μtvοοοokoo-οiJoΓoιονoηl' οσfo κoτ!Φδ Jο
σUγκεκρlμiνη κσoνoμn τηζ εεωτερκaζ τdl!rηταζ' τηζ μoρφaζ τnζ ol σηζ (10'76), nοU

dtεj 'oμolα κoτΦoμli ταxaΙηIdζ ΧοΘετo σo τoiμμα, oε κoΘε Θaση ouτon. A!τi n

Χσονoρηταl!τnτoζnρoκιπτol onb τη σtaση 0ο.75)πoι ιnolρεωnRoσυνoδευετσlσoτην
εn]λ!oη τηζ oξ]oωoηζ (10'72) ν@ τoν UπdΦγlσμo τnζ κaτn την κorει]θUνσn η κoταoμilζ

Γlα τoν υnoλογ σμo τηζ σUvσρτησηζ g(Χ) σUνδUoζo!με nζ aξσnσεlζ (]ο.7ο) καl

(10.76)

(Ι077)

Aπo τηv τoλε!τoio εξσωση' γlo tnvπ.ρinrωoη πoU 2σ.B+0, σU€noγετo orl

ΣUνδUσζorαζ κol πoλl τζ εξσΦσεζ {1ο.70) πρoΧonτε oπionζ δτl

." uf!=L"1;! =βι

oλοκληρωνofdc την rελεUταia εξiσωoη no]ρvouμε



ιtΙ' (r0.73)

6nοUΛεivαlμα στoθερa. Mετην Φολεlφnτηζ noσoτnτσζ gσonζ εξΦΦoelζ (10.7η κol
(10.73) πρoκι]nτε ρlo aκΦρoση γlα την κoτoνομi τηζ εξωτερlκηζ roΥυτητoζ πo! πσono εi
τη γρdφη (10.73) nou iδη aYoUμε πopouo nσε . A!τη εiνol

jl-Λ",ι".'β'i]},

(r"-ρ';:

Aπo nζ εξ σiiσεlζ (]ο.7ο) φαiνεtοΙ oi η λι]ση δε μεroβoλ'λ.τol oν τα o κo β

μ. lov lδ'o roροvοFo l- iε\ειloο Γορσrρηo'] Jor.nlτρf.l νo

UlοΘετliσoυμε την τlμη d=1, tωρiζ βλoβη τηζ γεvκotηtαζ. Mε iην τl!η oυril γo tην
πdρo!ετρo o κo yρnσ1ronoωWαζ τn ΘoηΘηnκa nαρd!ετρo m η ono α oρioτηκε στη σχadη

{1ο.74)πρoRnnτουv olEoδnνoρεζ των (10'79o) κol {10.3od) εξ@liσεlζ

(10.79o)

(10.3οο)

1-,ιl."{ ΙΞ]' (I0.79β)

(10.308)

(1ο.66) νρoφετσ πλaoν oτητ,λοζ. η dδlooroτn oπδστσση n, oπωζ σUτil oρid1ηκε σrη oYdσn

(1ο.31)

τo Σtilμo 1o'5nσρouσiαζ. σ}η μoilι α oρlσμ iνεζ n ΘΦaζ xoτΦo μ6ζ τ ηζ εξωτε ρ Rnζ
τσxaτητoζ uΘ, olonoiεζ Θo εnarρεnoν λυσσζ oμolotητσζ σav αUraq των Faknel κolskan.
M@ εξω,ερlκil τaxrτητο πoU l(@ono.iτo ν6μo μεroBoληζ noυ δiνa η oξiσωoη (10.76)'

οq'd-ο'i.o16\oUοιηζo-o{Φζ,ο"]vloλUlη'αενoζr.db,ιo.oouJniεo-οJoερoJγιρ,

!:1L



10.25

Φo ro τolxiμoτα ενoζ σ!μμrρκoι δiεδρou με γωνio πβ. Eνα τiτoΦ δiεδpo φαiνfαl στo

Σχημα10.6. HγΦioτoU δ]εδρoU σUνδioτol με τoν εRθ,rη m μετoβoΜq τηζ ξωrερκη9

ρoiζ με τη EoiΘεloτηζ oβoηζ (10.74). Moτiτolα ρoη μnoρεiεniσηq vαπρoσoμoEσΘεi

με εRεitη nou δημrouργεi η on6τoμn μετo9oλi oτην κσεnΘUνoη τηζ ρoilζ λδψ oλλαγηζ
rηζ Rλσηq τoU στερεoι τorydjμσoζ. τaτoεζ ρ06ζ αnσκoνiζonolσ'o Σxημα 10.7.



ι

λa?

H nερin'ωσnm>ο (B>ο)σστoιx. σε επτoxuvoμενη ρoll μετα την κop!φi 0, oπou

ητο}ιτητσεiνο μηδεv(η ενωηnερinτωσηr<m<ο (β<ο) of oiolx€i σεεπΘpοδUνoμevn

ροaμετnτην κoρUφa0δno! n τoΙltηto αηεlρ]ζσa σUμφωναμεiη θεωρnoητoU aτρ|βoιrζ

ρε!oτon. Στo iδlo σχημo Πορoυσnζοrο (o διo oκoμo εδκaζ περΠτΦoolζ o oπo]εζ
σστoryonνdεfr=θ=ο (ρoη oε επiπεδnπλδXο)(ο m=9=1 (ρoη σε γωνiα 9oo, με σημe]ο

10.9 Στoωτσ lσooοοπnudνο oο α(n ΣrοωUoro

Η oναλUσn η οπoioπορουσloστηκε σiηνnρoηγoιμeνη ενoτητa' μσζ εn τρanDi nλioν
voδοlι'LooU'lLollLoJΓvooρlo-oorpJ|-oΘρολr'οlοrισοοοoηlooρρonοζ.L-olην
επiδρoση μlσζ εξωτερ κηζ ροηζ η onoid υπαXoιε στo vδμo {10'76) με μlα σUγxεiρ μ,vn
τlμη τοU aκΘπη m, η (oroνομi τotιτηταζ σe κaΘa Θ,ση XoIα ρilκoζ iηζ εξdλξliζ τoU

μπoρεi σUμΘoλκα να rρoφεi oτη μορφη

t ε τη νρoφil (10.32) δEτUπΦνετo κοΘoρn

onδ διo πoρoμaτρoυζ, τc n iοlΦ.

(1032)

η εξαρτnoη τηζ μoρφηζ τnζ κατΦoμi]ζ olrraζ

Στην eνδτητo 1ο.2 oρiστηκoν ro nnxn μετotδπσηζ' oρμηζ κο εν,ρrεoζ' οno τζ
oγaoε ζ (1o.]2), (]ο.13) κo] (1o'r2)εoν η ρoη εivοloUμnεστil καlοπo τζ oχ'oe ζ (10.13),

(10.19) (Φ (10.23) εdν η ρoη Θεωρεiτor oσUμnieoτη. ΣUvaΘωq oρiζoνrd io τρio εππλaoν



(β)

1ο'27

oρorcιl στρiμoτoζ' με κoνδ τρono γα oσUμπiεστεζ κo συμπlεoτiζ

τo κiνημσlκδ πo\Φζ oρμηζ

ι

(",1"

:.)"ιa

(Ι033)

19 τo κημσl(o no}οζ εν,ργolαζ

ι''= f !|ι Ξlaι

Eiνol nρoφoνaζ δτl γlα σoυμπiεστoζ

xσρorηρσlkδ nαrn f,oι oρiooμε oτην
ΦαλUσn ηoU oκολουθei !αq trlτρ,nε
aσUμniεdτων, νo oυpπερλoBεl καl t

σε avα lσoρρonημaνo oρ oκδ

(1ο.35)

ρoaζ τd κlνημoτl(α nΦan oυμnnrouν μo τα
ενδτητo 10.2. H xρilση τΦν κlvημoτl(aν πd$,ν σΙnν
νo rενκε!σo!με tn συζiτηoη ιnστε, εΧ16ζ των

o σUμrιεστα ορldKα στΦμΦo oε κoroσoση

(r034)

Mε βdoη τo!ζ oρ1σμol]ζ των κlνημonκδνΙα!iν Φo
μο.31) ιolιε λoloΜ1\o Jfoo(η-onoJoωσε vo εJΠ\ολεi

μo 9oση τη σxadn (10.31) Exι]ε|

+ 
'tπ;'

η -Σ

nζ σldσεlζ (10.33), (1ο'34) κol

η oδ 6σση nοσornro n' οπoU

(10.86)

(10.3η

oυril τηq σ$σηζ {]ο,32)

2

oτρωμα μe κοτovομη τoluτηroζ

(10.33o)
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L

-L (10.338)

(10.39o)

(10.398)

: rη.1η)ι, F(ηηrdη

: rF(η-)(,-F1η."rdη (10.33γ)

-Ξιι"l

δπoU o oρlσμiζ των πoσorητoν l1(m), lr(m) κΦ l3(m) nροκ!πd 6μεσα
(10.36), (10.37) κol (10€a) ωζ

aFιn'l' dn l afιi-π,
'' Φ Φιj'' Φ 

"Φ

'π7." ,(*Ι.

(10.39γ)

qεrαζofσζ nζnρoηγoιμενεζ εξLodlσaζ (10.8Θ)φοiνετol on(oλα 6τlη γνωση διlo
onolωνδηπoτε Φo roτρio κNnματ Ko noxn μσζ επτρ'πε εnκoλανd υnoλογiooυpε το rρiτo.

τo σUμη6ρoσμα σUτo μπoρεi vd γwκ.υθεi oXδμα nερσσnτερο, κσσλlγowσζ με τoν τρono

o!τo orην ovoγνd,ρση ενoζ δnαρoμετρκoι, πρo8λaμorοζ, oπου η γvjldη δno noρoμfρων

ιη γνJoη ι i. δLo f v.μΦhωv lo&v ε νol μ d Φδ.hτhη r.ο'r-Uσr. oχ1 οJUζ aol η Π o

Eoλκi) εrtrρanεl τoν Uπoλoψσμ6 κaθε Φ'λου στoιloiου roυ oρldkoa oτΦpoτοζ. H

noρσηρησn nou μoλζ κονoμε aρ\ττol dε oπδλU'n σUμφωνiα με τη σi€ση (1ο'32), oπoυ

φαiv.τol η εξdρτηon τηζ μoρφiζ τnζ κσoνoμηζ τηζ εξωτερlκηζ τοl!τηiαζ onδ δno

H δoτμητ Ki roση στoντοiYo, σ.,vα !σoρρonnρdνo oρlακo στΦμα, δiνεταl oΠo τη

Ξj1

κolσUνε ,q o σMr€σliζ τρ|Bhζ αnδ τη σl.ση



(1090)

i.!

Enεδi τo oρ]ακo στΦμσ δσηρoiiην oloβτnτo oπδΘaσn σε θεση, η τoλευτaio nοσorητα
στnσtθση (10'90) μnoρεiνoπρoκnψg oξ'oρΙnζ ono τnδ αφoρlση τηζ lνωoτliζ σWσρτηdηζ
F(n,m) ωζ πρoζ η. H πoραγιjJγEη αUτli xoiαληγεl d. μlα σUνoρτηση olm) nou εξoρτaτol

μovο on6τηνπaρσμετρο m. H,κφρoση (10.90)δεiΙryo εnισηζτη δπoρσρεiρ[nεξoρτησn

o πoρσγowoζ κοτoσρoφηζ
σo την oλoκληρoτlκi] eξ]σωσn 1ηζ

κo εκφρoζε]τo oλoκλilρωμo τoU iργouπoρoμoρφωσηζtωνδUνoμεωντρBiζ, o' oδαστo1η

μoρφn. κoτ'αvoλovio nρoζ τn σ'r€ση (10.90) κa επε δη dε RoΘε Θdσn y @βd oτl

cD ε νol μ α oδ aσoτη πopnμετροζ η oποid nρoκιπτεl
κνηn(nζ ενaργεQζ (10'41) κσ oρ]ζεtσl ωζ

(r0.91)

(1ο 92)

ol nρoηγoι]ρ6vεζ noρoτηρilσεlζ γiα τη δπoρoμoτρ(a

τoU πaρovorα xσdoτροφnζ γo oορρonημdνα

''' i lριιιιι'""Σ lι η ]

(10.93)

{γ oαdυρniεoiεζ ρo,ζbπoU δlι=δl), (10'76)

.g.:.ι

.si1aει''η ,lF]7,

1%=*,

γE τnν onοiα σΙlouν κol naλι

τ,λοq, nnoρoμετpoζ lσoρρoπioq n, η oπoio oρidτηκε orη ol σn (1ο.59)κσηonoiσ

Lε rη 3oηΘιlo iηζ rλφρoo'ζ .'0.3l, γ'o'rv ζqτ.ρ Fi ρoi γρoφεio ιοl σ' μoρφη



2L

ξ'"^ν-

H σxaση (10'94) δoi}νol oτ, γld oτρωτo

nσρ6μεrρoζ looρρonioζ εεoρτσo μονo

(10.94)

oραxo σρΦμoτα σε κaτoσddn Eορρoπioζ, η

(10.95Θ)

on o πopovowεζ μopφaζ

(10.968)

(Ι09η

-L

κατα τη μr€τn των oρaκΙiν Φρωρoτων xρnolμonoΦιWol oυνηαJζ ο λoγol τωv

Kvnρ ol xωv ποr1iv π oυ oνoμαζοwo πο ρ σγof εζ μo ρφ ilζ. ΔU o Ιρ ilσlμ ol πoρoγowεζ μo ρφ nζ

, =δ,

,."=}

Mε τη βoaΘεlο των σΙ,σεων (10'33) μtoροιμa.νο δεiξouμε
εξoρτωWo μδνo onδ τηνπoραμετρo m, oφo0

Σtη BlBλoγρσφio Φoφερowαl εμπερlκaζ συσΙtτiσεζ των nαρoπaΦ

γlo lοoρρonTμενo oραιo d'ουJoτo, aτζ οU'η'οJ ιryal/. o:LΦvo

ηΙ=4.o36 4.2345(η,-1.5]5f Ιι6

10'10 H Kοτdνounτowτnτocτ

H ιπoρξη τUρβωδων oρoκωv σρωματων σε xordoταon βoρρoniσζ
πρωτoΦoφaρθηκe στα τaλη iηζ δεκoετioζ tou 1950 κΦ aroτε σΠοτ,λaσε Θaρd noλλiν



εργoαnν. Στnv Evoτητo 5.4 axοUμ' aδη πaρουoLdσεl με λεnroμaρεEζ tlζ προτενδμΦεζ

μaσεζ κorovομaζ τoΙ!τητoζ γo oσ!μπiεστοζ τUρβnδεζ ρoaζ πoρoλληλα σε επin.δεζ
nλακεζ. H δUσκoλiσ νo πoρouσ doΘεiμε lκoνoπolητlκil σκρi8ε@ η xoτovομη rηζ τoΙ!τητoζ
oε oΛo ro Γoλoζ loL oooιoι d-οLJoτoζ nooεριεiol σo l.v Γορouo'o lοJ σ-cρ.oL
roYipστoζ, οπoU λoγω τηζ oυνexnκδτητdζ' εΦoρp6ζετol η σUι€llκη μη-ολιoΘησηζ rηζ
ροnζ. 

^δrω 
τnζ πopoυσiqζ τo! to xiμοτoζ, Φoγκoζ6ρoσενα δlακρ νoυμε δao περloΙ€ζ

τoU oρlσκon σρωμοτοζ. H nρωiη εiνol η 
'σωτερlκli 

περlolη (ouτa ΦoλιΘηκε κo]

uowελoπolaθnxeεπoρκnζorηνrνδτητo5'4)'onoUησUν'rlκδτητoπoiζgnρω"υowoρoλo'
H δεnτερη εiνolη εξωτερ κli περloΙη ono! κUρlαρΙ6i n εniδρoση 

'ηζ 
τιρβηζ. H Θαjlρηση

των δUo σUτΙi]ν περox]rv dπε xov ζετol σ'ην εξioωση (5.13)' oπo! η oλκη 1ooη onμoriζετol
ono δ' o εnμdρoJζ oU,σJoεζ μlo Γρι"l πoU .πl o(εoη με τ. ουvεnPoiηio λo Jlο
δ.ι]τερη η oπoiσ oΙ€τiζετσ !ε rηντιρBη' xωρ κδ η δραση τηζ σUνεκτiκδτnταζ nεp oρiζrτol
σε μoλenτi nερo}η κofαoro σrερε6'oixnμo, oπωζ εξδλλoU onοδ. rι]εlκα n ΦoλUση
oνοζ μεγdλοU nλnθοUζ UndρΙδwων nelρoμαrων.

ΣUνεπ(;)ζ, η κoτoνo μ l] τoΙ!τητoζ σε d!ο τιρβi]δεζ ορ σ(o oτρωρ o πo ρo υσoζe] διo
Φεξoρτητεζ σUνlσιiσεζ' μrc nρωτη γio την εσωτερ(i περloΙη καl μQ δεUτερη γσ την

εξωτερlκi|' 
'νΦ 

μετοξa τoUζ Uπδpxε μ]αεvδdμεoη ζωvη η onoio μΠoρejνo oνηκε στn μid
η r-J ο$η 1ιρo^i F ζLJη oJ'1 ovoJοζι οl 

^otορθJ.r 
1ιo,o|η. oΦo] r ιοioJoμa

lοΛ_-oζεκεlε']olλo\oρΘ|-ι-ιοο_!.θJc.vdu|,o-L{L!olor\εo,-εριinεpοaloL

H αδλUση πo! roρoυooστnιε στην ενoτητο 5.4 aδωσε την οδ 6σroτη xoτoνoμi)
τοxUτητσζ τηζ εσωτερl(aζ nερ|olilζ

oUνoρτilσε|tωvoδ oστoτων ηoσoτητωv ! + κdly+' noυ

owiσοΧο. Eτσ, γo τηv εdωEρ]κiΙ περloxr' δπoU

oδ oσoτη toΙ!τητo δiνετo oπδ τnv κoταo!η

oρiστηκovσΙζ σχi:oε ζ (5'20), (5.21)

σΙlel o νoμoζ τoU τo xnμoτoζ, η

(r0$)

η oroiα δμωζ δεv σΙ!ε γlo την nερ@lil noλι κowο στo στερεo rοix!μo.

ο λoγαρlΘμ κoζ νoμoζ {1ο's3) eivol μlo olo τζ Πo σημαwRdζ δ oτητεζ των

τUρBωδΙirν oροκωv σταoμαrων. Πρδσφoτoπε ραι]ατa τc]νouνvoσoδεiξo!ν oi η κoτoνopil
ouτil ox!σ oκδμα κo γlο γεvκoτερεζ σUν€i)κεζ ρoliζ, ol onoieζ oτην ορrn δev εjxoν

rρoρ€φθεi. Eiνo Yoρακτnρστκo oι η εξiσωση (1ο.93) δnτUπ{iΘn(ε oρΙ1κα γlo oρακσ
στρaμσο με μηδεMκn κλση πiεonζ. ομωζ πε ρδμoτσ ωζ aUτα των East xσ sawyer δivouv
rην ,νδεξη oτ n Xoτoνoμh αUτli σΙ!e] xσ rd ρoaζ oρlα(on oτρnμoτoζ με ΘεrlKi κλση
πiεσηζ' ol oπoiεζ οδηγonν τα oρ oκα oτρωμσo στσπρδθUρo τηζ Φoxολλησηζ.



Στην εξω1ερκη nερoχη τoU oρlοκoιj σrρωμoroζ] δπoU lσxι]ε ο λεroμενoζ νo,]oζ των

δuε μμanΧaν τοlιτηrων, η δoμi τηζ ροηζdjγl€τo oποκλειoτlΧα οnδτο τUρβnδη φΦνδ

μενo' Στην περιoΙη ouril, ωζ χoρorηρστlκo μilκoζ λoμBονετo] τo nαxoζ δ rοU oρloκoι]

οτρωldτoζ κo ωζ χoρσrηρσκa ioΙaτητo σUνliΘωζ λσ! βnveτ σ n ταxι]τηrα τρ Θr1ζ aπωξ

ουτaορiσIn(εστησraση(F'13).ΣUγxρδvωζ,ωζlαραrηρ@τlκοζxρδvoζλoμβαvεταlοUiaζ
nοU ορiζεln εvxαρσiα κλση τηζ rοxι]τnτoζ aulry γlo μα δoσμaνη Θaση x, ηoυμε δτ

Φ=1δ(])

Φ=L

Φ4Σ1=]1r1'

alou n συvoρτησn Φ'εiνo τηζτδξnζ τnζ μovnδαζ γE rηνεξωrερκη nερoxll, μρiζ δμωζ

νo αnoτελεi πογκoσμ]α oUνdρτnση, οφου oξορτστol dnb την κλiση nεσηζ, toν ορlθμo

Reynoldsκαlτην]στoρiσεξdλξηζτoU ορLoκoυ στρnμοτoζ nρ vτηΘaσnX. Στη σxdση (10.99)

η σUνamiκδτητo δεv oμπλ,κετσl τo!λoxloτov 6μεσo, δrωζ ολλJστe oνo!,νowσν onδ τoν

oρσμδ τηζ εξωτερlκilζ nερoΙηζ'

Σro σημεio oυτo xρεnζετοl vα δεpεUνηΘε η σοvδeση τnζ ol σηζ (1ο.99) με τo

λoγoρΘρ|(a νoμo (ro.93). Avοrτισσοwoζ 
'η 

σtaση 110'93) ωζ πρoζ τζ δ@στατκaζ
l oοo 'l .ζ l.o' y _Φ roρο/η'ζo. ο . lρο"L-πl o' loρo,rοl . δΙl

H τελouτοiα dΙ,σn μαζ εrtrρanδ νο γevκεadoUμε τη σΙ€σn (1ο.99) Φστε νo σUμπερ λαBεl

Χαl την εσωτ'ρKη nDρoxη, αφoι η σΙaση (1ο.99) μnoρεiνo Θεωρη€ε ωζ εndΩοσn μ,σo
oτnν εεωτεplκil nερ]oΥ]i aνδξ voμoU nou σtυo καl γlα την εσωEρκη nερoΙη. Στην

τr€Uτoio nερblil μoλoτo σwσ οπλd δr

onωζ ειλoλο nρokUnτε onο iηv πρoηγoι]Jενη εξiolon

ΠστηνεξωτερKarερ oΙ1] τoUoρlοXoι στρaμoioξ, η oλoκλi]ρωσητηζ {10'99)μετoξι]
τoU τυχoiou ιψouζ y (ποU Eρiσκεroi!,σα στnvεξωτερ κη περ oxa)(olτnζΘaσnζ y=δ δnοU



onoU n νaα oδloστoτn oπooτoσn η oρizεiolωζ

t0 r 0ο)

(10.10r)η-;

"-rlιJ

*",(+)t.ι;)

q,

H σl€on (1ο.1οo) εξηγeiγιoτiη εξωrρκη περioχli τοU ορ oκoιl στρdlμσoζ ονoρoζετo καl
nερoΙ11τοU ελ}.lμμΦ]κoι νδμοU, oφon η,κφραση στην oπoia κoτoληξομεγlαrη μowελo-
noiηση rηζ εΧφρoζεioυσoσnκo τo €lμμo τoΙ!τητoζ αno αUriνrηζ εξωτερlκηζ ρoliζ.

Στnν ενδ|ομεdη π.ρ oΥη uεroξo εσωτερκaζ Rοl aξωDρrκηζ περoΙηζ' ol δ]ο
καtoνoμdζ (1o'93) κa (10.1ο0) nρ,nεl vα nαρouσoζouv συνεxη μετd9ooη oπδτη μiαστ!ν
oλλη.oUσQστl(ασrηνnερoΙr] ouτli' η xoτovoμliτο}ιτητοζoφεiλεlνdlnoκonε σUtapoΦζ
λαlσoJζ διlo νομoJζ δη\oδη νo σλUo,Jτoιroλρονo o οForξ

MΘ rηv αno,λ. Φη rηζ τoγι[nτοζ ! μεταξl] των δno noρonoω εξ σω σεων πρoκι nτε oτl

(tο.Ιο2)

H τr€!τoiα σtεση μooζd πoρσδoξη αφolj τo αρlσερδ μ,λοζ δεν ξopτσοlσo iην
αnoστασn y oπo roν τoiΙo, oa ofiΘεσn με τo δεξΦ μθλοζ τo oπoio εξ oρ oμoι 

'ξσρτoτoi.Σrην iδ o περlotil, εroζ oπo την σoτητa των ταxυτnτων υ πρanσ vo ]σΙ!ε κo η lσoτητο rων

κλiσεωv τηζ τoΙ!τητoζ aνlay, δηλoδil σUγγρoΦζ να σxυo!ν ol δUo σχ,σεξ

vΦ.



]ο.34

q,D-vofoζτo δεξlα μd\η lωv rξEUoΓL! dLτιjjv noo"n nεl o'

-!Φ=\L
η noλλonλoσαζorσζ κol τo διο μaλη με y, oτl

aΦ '

Σnμφωνd με 6oα nρooνoφaΦηκaν, o !εidβλnτ,ζ n xo y+ oiνol

aπoU κr εiνdrμiα oταθερσ. oλoκληρnνowoζ rην (1ο.1ο3) nρoκυπτεl oτ

η oποio δτoν σUγκρlΘεi με την (10.s3) nρo(ιlnrε οτl ol στdθeρ'ζ K' xσ ξ εiναl ol

πoγXδσμ oζ oτoΘερaζ no! @ol]wo dfiστοtα ρε 1/κ κo c. Φoiνεro σUνeπaζ oπo τnν

πρonνoι]μεvn oνoλ!σn oτ o λovαρΘμkδζνoρoζ μnopεiνo Loxιrε κοl γiα y+-Φ.

ονεξαρInrεζ κo σ!νεπωζ

(Ι0 Ιο3)

(10.1ο5)

H εξiσωση (1o'103) μπoρoi νd tρnoψoπolnθεi καlγιo tηνaξaτασηiηζ dυρnερφoρσζ
τoU ελλειμμσlκoι νδμoυ rηζτotιτητoζ oτoν η aπoστοση η τε]νε oτo μηδaν. εiνo

{10.1ο4)

onou η στoοερd B δεν dΙ€lπoγκoσμo Ιαρorηρα dφon μnoρεiλ'χ' νo
Kλidn niεσηc ri oD€ζ παρaμaτpοUζ.

Αζ γυρioouμε nσλloτην εξioωση (1ο.1ο3). Mε δεδoμ,vεζnζ
τlζ oΙ€σε ζ (10'93) κσ (10.104), η oπαλεφη τoU δρoU U/uτ μπaζa

ομωζ εξ oρσ!ol], ητaxιτητατρβηζ U' ouνδaετo μετo συwελεστη τρlβaζ



lι1' =ι'(ι\* .a-"-. (Ι0. Ιο6)

Η τΦ€Utoiο σl€ση μdζ oδηγεi σo συμπθpσσμd δi o εuεLμμonκ6ζ ν6μοζ rnζ τdΙ!τητoζ
βlla 6Wωζ oταν η-o, oρκεi o σUWr€σiζ Ιρ|Bηζ cl vo lκΦoπolεi ,ην εξioωoη (1ο.1ο6)'

τo Σ\ημd 1o.3 δiw μlσ σUνoΙRa (σoνομη τoΙ!τητoζ oε Φσ τUρβωδεζ ορloκ6

σρU|-o, vlo την εoU_ερl{η (ol lην εξU-ερΒη neρολη lol.

eEωτooιni πooιoxi

oτρωτ6 ενδι{iμoσn

Στην ανnλιoη noυ πρoηγiΘnκε it€l κoτdσεi ddφag τo οτl η εξωEplKli ροil τoυ

op]oκουσρinμσoζμπoρoiναεκφραζετolμετoνdJΦlμμoilRoνδμo(1ο.1ο0),oonoiοζrεiνεl
πρoζrη λoγoριθμlη κoτανopil (1ο.1ο4) 6τΦ η-ο. τoνiζouμε κoιπdλ δi η σoΘερα Β δoν

axε nαvκoσμloχσρakτηρo. Στηρζoμενoζ σην υπαρξη Ιηζ)Φγαρloμκiζ nερoΙ]ζ, oοo]es
(1956) nρolενε rηv nορoισU aιφρooη Y o -1v ευ€ψμσl<η \-αoμη τrq τoχlirioζ



Φ(η)= 1rnη+aρ,(η)

XρησμonoΦrαξ ιπoρχowo nερoμoτσ n συvoρτησn w(η)| η oπο]ο ονομασrηκε καl

ouνδρτnση τoU ομoρρou πpoσενν]σηκε onδ τη σN,ση

qηl=r Φ(aη)ls[:l rl
\!l

1= ιr,ι]1]t.t!"iι\

Ι

(10103)

H σUνaρΙηση τoU o|roρρou dλαΘε τo δνoμoτηζ εnεδl]πρoσομo δζd τnv (Φoνoμil

ταxυτηrαζ μaσσ στον oμδρρoU. H σUνoρτnση w(η) ]κoνonolεi τη σUνθilκη !-uΘ στo y=δ

ολλα δεν εξoσφoλiζε] !ηδεvκli κλiσn dτηv iδE περoxi' Ewol]τoζ,'d onoδεΙ€ε oτ

ονοnoρiσrα με μεγoλn εππUΙ1o dνo oημowKo nλilΘoζ μετρi]σεων σe oρα(ο σrρωμoτo σε
καtσoτoση ισoρροπidζ' H πλl]ρηζ κorαvoμη τoxιrητoζ μaoο στo oραΧο στρaμα σπδ τη

σlaση τo! οoles γρδφ.ταl

(r0 Ι09)

κανov κa η σUνoρτηση Φ τnζ σΙτoηζ (]0'99) δεv πoρ στo την καταvoμη ταxι]τnταζ κowα
oτo στaρεo rοi}ιμd {dφoι n σUνθiLκn μη oλοΘησnζ U=ο στο y=ο δεν @Ιιευ. Ev Ιoιτoξ
τo σφδλμo ποU πρoκΦ€iη tρadη τηζ σUvoρrησηζ Φ σΙηνπερ ota o!τη εiνο πoλU μlκρo κoi

σUνεπωζ μnορεiνo tρησlμoπoηθε, ωστε η oλοκΜρωσn rηζ nρonγoιJμενηζ εξiσωσηζ vα

noρ σrσvεl μ αo κoγ,νσd κοταvομωvτoΙUτηidζδιo naρΦ]ετρων' ol δao ποραμετροlaυioi
.]νσ τo noloζ δ τo! oρloκoι] στρiμοΙoζ Kαl η νoσ σoΘερd πr H τoμτητο τρβηζ ιΙ il
σοδιναμo o σUwελεστηζ rρβηζ ci δεv oπoτελεi εππλ,oν πdρα!ετρo oφoυ δnωζ Θo

δεξου!ε nαρoκατω, σUvδaεταl oμεσο ι]ε τd δ κo π1. Aκ6μα γενlκoτερo| η Rοτdνoμn

ταtιrτη'αζ τoυ οol€s εiνo δπσρα!εrρ(n με τnν aWoE δτ] o] πoραμετρol δ iο nr μnoρoιν
να αWkστoστoΘoιν οnδ oπooδnπorε αλ\o ζεηoζ ποραμdτρων. ΣUvnθωζ ωζ ελει]Θερol

πoραμεrρo επλεγoηοι oι δ1k (ωζ πoxoζ η oδoστoτonoημiνo στη μoρφη κoταλ.ληλou

σρΘμoa Reynοds) (ο|o παρoγowoζ μορφηζ H1?k. N εUκoλio Uπoλoγσμoι] κnθε δλλoU

μεγaθouζ τoυ oρ ακoυ στρωματοζ δτα εiνo γνωστo δUo μεγaΘη Θo φova]στo πoραδεryμα
U lo\oγlo|-ourοU Γoro|. Jrro-o1ol ζδri \ oΣ.o οοo.ο οlρ_Jο Γo 1εoγραφε'οοlalo

t



'"'']Ji ""
καl με τη βoliΘεlo τηζ olι,oηζ (10.107) 6τl

δ-= lr.δ \2'

Eiw εnioηζ a]κoλo W roΜγiσouμε τo

δ. lΞ
τ-.,l'

(10,110)

G νE tlζ ελ.λεlμμσlκξ κσroνoμξ

{10.111)

κlημσκ0 nnχoζ oρμiζ δ,ι, πoU Θo δiνoτol αn6

(10.112)

(1ο.113)

{", ,l:.,}

",=4i,1.1-,.?r,,,,,|

,I.)= "/tη*("'rμη -/Ψ=1.8J,

ΣUtνa oρizfol η rαρ6μετρ0ζ μoρφilζ τoι] oaυsΘl
τoxuτητoζ Φ6 τη σxεoη

"=iΙ".*f,Ι ".]ιι,' , ιδ,"J



il oοδυνdμd oπδ τη οΧiοη

η

κdτd μiλη δEiρεση των σx6σεων (10.110) κol {10.112) δiνε

iιτl^
ΙJTP"'

(1o.114)

i0.115β)

(r0116)

"*=*
L

'Γr,"

n

Aκopo, α δiαlρεΘorjν κΦσ μaλη

.=,",' . '..,

δι |Ξι-ιδ ',l , -

o dYaoεζ (1ο.111) κo (10.113) Πσiρνoυμ. oτl

lι!ε rηv εlσdγωγil oτην σoλUσil μαζ rou πdρdγofα μoρφliζ τoU οausel, σxaση (10.]14)

μloρoLμε νo oιvoq oolμε -. ε"φραoε ζ .oU δlvo' v ro k vrJon.o Γor |-εio-aΓΦl ζ {ol

oρρηζ (nοU πoρouσloσoμε πρoηγoυμενa oτlζ σ}€oεlζ (10.110) κοl (10.112)) (αl νo

υΦλoγiσoUμε εniσηζ την aKφρoση γQ τo κvnρoτκo πoxoζ ενapγεlαζ. ol τρoζ aUτaζ

εκΦρoσεlζ δiνoηαl oμiσωζ πoρdκdτω κo βοηΘοoν σo νo Φσγηρ στεi το nλilΘοζ tων

Φεξσρiηtων μεrαβλnτων τoU πpo8λaμatoζ μdg. Eτα, μετn τnν εn.)€ση των πρnξεωv,

9c (10.11η



δ.=z r (r0.rr3)

orou ηνεo BoηΘητlxil πoσδrητα Gr oρiζετα αno τn σxθση

c.r ι.1]9i'*s.'ijt, j6Jii
(10 r 1e)

olεξldliσεζ (10.116), (10.117) κo (1ο'113) εμdGκοUvτατaσσερdnnxnδ, δ1k' δa'δ3kπoU

χopαrηρiζoιντooρoκ6drΦμo(olnζπoσδrητεξq'π'κaG.Bεβoiωζ,nτoxιτηroτρβηζ
!l ]rnoρεinαwoτενo Φκοτοoτησd τo συwελεστη τplBilζ οi αν d!τδ κρiνετo] πο 9oλK6

γ!ατη δlατnnωση 
'oU 

πρoBλημoτoζ. o τρε ξ εξlonσαζ no! nρooναφaραμεσ!μπληΦνοWο
ono δno dκδμo σ\€σε]ζ, πoU εjvσl:

nopoγorο !oρφηζ roυ clausernοU επτρdnd τη oινδεσητoU

(]0.]2ο)

η κατονoμa το}ιτητoζ τo! οοes ψo τnν oρo8il θaση y=δ,

{10.121)

'lΞ*j"

(o) μ]α aκφραση γα τoν

με την nαρoμσρo π1

.2'3'2"'Λ'sr2"1

(β)

"(*) -,,.,

t=.ι,,1"o

Erι 1οf loioo-oο']-o 
' 
L' Ι ε rο c| δnσ lην ζrαυο{hη lοοφi

lνlε τnv nρoσθnκη των (10.12ο) Χσ (1ο.122) στζ εξσΦoεiζ
δn]rβUργεiτo aνo σινoλo πδWε Φεξoρτητων εξ σωσεων

μπo9λητωvτoU πρoθλnloroζ ραζ' oloπoiεζ εiνo οl

0ο.122)

(10.1r6), (10.117) (d (10.113)

γlo τov lnoλoγσμδ των επτa

Ξ

δι, δΙ δ!ι .] τΙ



10.40

Mε τoνiponο oUτδ δiνετo] κo]noλ aμφaση ση δπopομπρlκδτηrd τοU nρoBΜμdτoζ τηζ

μowελono]ησηζ τηζ οξaλξηζ roυ οραkoυ στρr]μαtοζ, οφοa ορRεio nροσδloρσμΘζ δao
ono]ωνδliπoτε αΠοτ]ζ Ποραrdνω μεioβλη'θζ σε μσ Θdση κolοlUnoλo nεζ ndwε pε'αθλητaζ

Θo nρoKaψοUν σno nζ naηε προαaφeρθεiσεζ εξoωσεlζ 1oπκoυ χoρακτilρο'. olδι]o
oνeξδρτηiεc !εταβλnτaζ πoU so κοΘoρiσουv τη λ]on τoυ πρoβλilμoτοζ σε xoΘε Θaon

μf,oρonν νo n ρo κιψoυν 
'πλι] 

owο ζ κoτσλληλo δ lo! oρφωμ dνο o υσ ημ o δι o εξoωo εων no!
dUνηθωζ βoσiζowαl σnζ oλoKληρωnxdζ εξlσaroεrζ γE τo ορακa σtρnμa. ol εξEnoεiζ
oυτξζΘo εξετoσθουv σε επoμεvn ενδτητo.

H κoταο!η 
'opτnτoζ 

nou nρΘEνε o οο es καlτηvonοid εξπoσoμε δlεξoδ κa πο
nΦω δΙ€ τη δUνατδτnτα vα εnεκτοΘεi κa γlα oπoκorfμavα oρloκo σrΦματa. Σiηv
nεpinτωoη tηζ oπoκδλ.λησnζ η roxι'τnτo τρlβilζ oρiζετol ωζ

(r0 r23)

oπouηouνopτnoηsgn1) atε ρονoδ σio μ,τρο
nαρdνθDση. Σiην nερinτωση o!τη' η καiΦoμil

. ,' lrμ: ] ', l,';-;,l " Γ.';"1;j

κα nρooημo οUτo τηζ noσδτητoζ μaσo στnv
ταYaτηταζ nοiρνε τη loρΦil

(10.124)

iδn δoθεi ση oFση {10.1ο3).oπou w(ν/δ) εiνol n συνapτηση τoU oμoρρo! πoU ηε

Aπo την nρoφαvη oU!€ηκη on u=u. στnv σoσoση y=δ' n ol ση (1ο.124) δivεl

,. ι,"r!jirl.".,'

κor, oε σUνδUασμδ μετην (10.124)' κατολaγεloτην ελλε μμonΧil γpoφil

.

1o1ο:o ιi.o @οδL'o-. Jr ' ! r, φpoοi ο. o7]. ο'oJ -o -l' rooοJi.ε.Θεlιο

).(i).t,,,

Γlο τζ oΠoλολ-λημεvLζ ροεζ, ορζoU!ε τn vdo nooοτητo



Φ;=Ι

σε owσo]Ιjα !ε rov oρlσμo
Φiσol\€ζ σxdσεξ rE rq noxη

(1ο'111) γπ τlζ πρoσκoλλημενεζ ρoiζ κο nρoκιπto!ν
τo! oρ|οκoυ σrριjl,]oτoζ

*-i.;
δ",

";=Ψ

= ]ο:-!1]9 '!l?.!

1ο.11 τιo8ωδn oοoοonnudvo oοοκα Στoωuοro

H ενδ1ητα o! τη oπ oτελεi o Uσloστ κδ επaRτoσ n τ nζ ovαλU ση ζ τωv λυσεων ο μolaτητoζ

γo στρωto oρloκo στpΦμoIα η onoio nοροUσloσθηxe σην εvarητo 1ο.3, γlo τUρBnδη

oρQκδ στρΦ]αro. lιΙε oφετnρio τηv ορΙη δ]αμρσμoι Xo€ε opoκoυ σριΙ]droζ σrην

εoωEp κ'i κΦ τnν θξωmρκη n.p]oχη καl τnν πopοδοxη δ1 o νdμoζ τoU τoilou ixεl
πογκoσμo Ydρoκτilρo, ενδ@φερδμoσε ουoLoσnκo γo τζ δδτητεζ oμo|oτnταζ πoU

μπoρoι]ν νο xaρακηρiσo!ν τnν εξωτερΧa neροIη.

Στην εξωrρ Xri nεροχ]i, aπoι n καroνoμilτoΙ!τητoζ μπoρai nαwo νd δoτUnωΘεiσε

ελλo μμanκa ρoρφa, oνoζnτoιμετlζ σU!€ilκεζ ειεivεζ γ oτ]ζ oπoiεζ η σ!νaρτηση (Uθ_U)/uΙ

εξoρτσo poνo οnδ τnv ονηγμaνη oπδστaσnη=y/δ κolδx xωρ oτα οno τ ζ σlmoτoνldνεζ

, n={ (10.125)

πoρavωVo τnζ σ!νoρτησηζ
nαρoκoτω. Aζ λnφθεi Uπδψη

ρε σιτa τωνλισεων Faιkneι

oπou Υρησμorolεi'o o oυμβολσρδq F'γloνo συμ8ολiσεl τηv

Γ' ζ lρoq r l ΓτoB\']-i 1 - ο.vορlηοΓ' Θo \,ε' "o-Φo--'
on n σΙ€ση (10.]25) απoτελεi μlo υnδΘεσnoμolδτητσζ ovαλoγη

skan γo τα otρωτa ορloκo oτρnματo.

ΓWρiζouμc on στην εξωEρκη nερoΙ1lol ouνcκnκ'ζ τσoεζ oμελoιWo σε oΙεση

,Jε , ζ lJρB-δ" ζ loo" c .o, 
'.\ "o _rooo:L. vο γρoqo η-- a1



ΧpηoμonoΦwoζ tn σxaση (10'125), γo,vo rυρ8nδeζ oρldκo diριj,ρo σε κατασoση
.oορροrioζ, δ1λob1 Y@ ιvo oρ,dιo oiΦμo nοJ διπL'οl oπo 1ovoνεζ o|-olo-1-oζ

JnoρoUJε vo oρooι με -ζ 1ooo-1τεζ

oε ovαλoγio με nζ σtθσειζ (10.111) (d (10.113)' Mε στoΘερdζ τζ παρoπ6vω δUo

πoσoτητεζ, o noραγofαζ μoρφiζ τoU ο aus€r πdρoμavεloτoΘεροζ

(lο'l,η

H δaτiρnση.νδq σioθερoι' noραvoηα μoρφliζ του clause r oπoτελεi μ d βοσ κli δoτηΙα
τωv ooρρoπημavων rUρβωδωv oρlσκ(ilv στρωμδ1ων.

η τε'νε' στο μnδiv, η ouναρτηoη F'πpεnεl

. ";t

Συγlρδνωζ, εrεδi oταv n Φηγμliνη πoσ6τητο
νo πoipνε] τη λογαρlΘμ κli μορφi

(r0 r 26)

δLrωζ rηζ o\€onζ (10.125)' δΙ η

κoτσλiγουμε σο σUμrdpοσμo oτ η

(βλ;πε κd εξiσωoη (10.104)' Αnδ τον περoρloμδ
oυνoρτnoη F', aξαρτoτol !δνo σno τnv oπδστσση η'
noooτnτo B nρand vα ενolστοΘερα.

ΦηolJono ιfοζ l, ! L- !οοo'l,'0 '0ξ),noo.UIπlc'λo.oooLrε\εΦiζ'ο Θiζ.πo 
'

l=.L-rh:.e,.,s (Ι0123)

onωζ σoδεiξo!ε πρoηrοaμενo, στα lσoρρonnμaνo σρΦμoτα| η πopaμετροζ B

noραp,νε oτoθερo καlαUτoπρdno νo λομBαπο Unoψη nλεον kαl3ατστη xρηoLμoπoiηoη

[ι
ι2



10,1ι3

ol συΦixη κδtω ono nζ oπoiεζ μπoρεi νo Uπoρξεl ομoloτητα ση λιlση fuν
τUρΘωδΦv oρioxnv σβ!ρδtυν nρoκl]πow εΦ ol σUνΘiκεζ (10.125) κdl (10.126) Ιpησlμo_
norηΘol]v σlζ ξβ{nσolζ ρoitζ Φoζ ασυμniεσou τUρβιjJδoUζ oρloκon σΦμσoζ. EΙoυμε

δ, δι &, alτ]
δ Φ 'd Φιρ]

v κσn-y σUνισΦoo τηζ τoxUτητoζ nρoκ!πd σo την ξiσΦση τηq

δι.t1-γ,.)*oΙ.γ/,. {1ο,129)

(10,130)

(10.13υ

"= 
ρ;τ

(10.1Φ)

-' d6 ' d!' ' ι!1'=i'';=r' ' Υ';
H σUν6ρtηση F Φoτr€i io dοκληρωμo rηζ πoσδτητoζ F, oπδτε εivol

r=!r'aη μ€ ηΦ=o

H ξioωοη rηg oρμilζ πoiρνεl τη μορφil

a [']-zρr,-ρ'ro-ρL!ψ'-rr''rr"ι ρ|, 
!' 6 lιηF, γFF1λιr"J ι ". ",l

(1ο.132)

'-at



(10.134)

ΓE τηv lκΦonoiηση των σ!ι€ηinv oμoloτητoζ, ωσε δηλoδi ο noσoτηDζ 

'τΨ 
κol F' νo

εoρτδwol μoνο oπδ τnν onδσoσn η| πρjπσ o oUWε\εστ,ζ τnζ εξioωoηζ (10']33), nou

εκ τωv nροτ'ρων εiνd oυvoρτilσεlζ τoU x, νo εivσl σoΘερaζ noooτηrεζ. nρanε] δηλoδ1

1044

κσ !ε β σUμρoλiζετolη πoρoμετρoζ κλσηζ niεσηζ rηζ εξωrερlΧηζ ρoηζ

(1ο'135Θ)

(10.]35δ)

(]0.123) γo τo σlwελεστil τριΘηζ κor τη σΧ'σn (1ο.130) γρoφoUμε

L!

ι

η oπoio με tην ειλoγη UnδΘεση Φ o ορθμoζ Reynolds no! Eoσ ζετol σo πaχoζ τoυ

i.Δ=Ξ

εiνo noρo noλo pεγαλoζ (Feδr) δiνa δn

Στnν nραξη β,Edlα' η τlμη τoU ν
δx μηδεvκη' xρησ]μoπo6wαζ

(1ο.I36)

(Ιο.I3η

σo lσορροπημiνa oρqκα σrρωμσd εivΦ noλι μlκρil καl
κor πnλ την aκφρooη (10'123) κατoλilνou!ε εniσηζ oτη



-ι
r!/=,anli!_{.rI
Ι.,γ 1+J'ιΙ.'δ ]

Αν oυωq σxlouv ol σΙtdεlζ (1ο.135o) κΦ (10,135o'
Feδ κσαΜγoυμε Φo ouΦaρoσμα orl

t!{-o (r0.r39)

AμεΜwoζ tην περloxη

δr-"ε

(10.141)

(10.142)

'ξ

olτελoησiεζ σχaoεξ εiνol αuioτolΙεζ iων σxεσεων (10.110), (10.112) xα (10.115) nοU

rαρouσlασαμo nρoηγουι]ενα.

Σε πoλ! Uψ Φυζ oρlΘμoυζ RΘynoldε ,ΙoUμε

"=",!s=,.jg=o.ig-o6Σγ

rα onoio oμωζ εivοlnραrlκd oρo rou δoν ouvσwΦWαι oiην nρdξη.

β0.1Φ)

τoυ oρldκon σρjjpoτοζ
nαρoκατω σ\€σεlζ γ@ τα

v,α πoλU υψ;Μnζ oρiΘμoι,ζ FΘyno d9

nολιl κoηο σo oτερε6 τoiμμo,
γαρdnηρEnκd nαn τοU oρlαRoι

(rο.14ο)



1ο.46

τo πoρaκσω ββλo μπoρol]ν νo Boησloow 
'oν 

ΦdγMioτη νo onοrησα μlσ
βoΘΦερη γνωση τΦν θεμnτων πoU doλιowol στo κεφσλoΦ 10:

H. schlichnnο,'Boundary ι2yel τheory', MοGraw HillBook company,IΝο' 19ι,4.

A.D. Younο,'Boundary LayΘ6', BsP PοlΘssional Θooks, 1 9a9,

J- οoEtΘi( 'couchΘ UmitΘ Lamlnaι€', cΘpaduθs Ediιions' l9a3.

J. οousιolx, τυδυIenΦ e1οοuche umιΘ'' οθpaduΦ Ediiions,1939.

Α' ννalz,'Boundary Layθ6 ol Flow and τempeΙa1ul€', τh€ M.l.τ. PBss, 1969.

H Φopενη εργoσio/δ@λεξη δlσρaγμoτεnετol μlo oλoκMρωικli τεΙalrl γra ορ o(d
σΦμσd με dμΦoση onζ ΣτρoβrΦμηΙαiζ:

(D. Papai iou, Lθ Fo]l',s lνle1hod and 1hΘ οalcuιation ol Αtlach.d and seρalaled τΦ
Dimensional Boundary LayeΒ', νκLιs 19Θ].1.



Στo επiπεδoanε κδvoηζ nou bρ σεo Le Fo μπoρoJμενoαnεrκovdoUμDτηνεξ'λξη
Σ!δζoJ4. l.. oJ ο ρ; Jο'ο' lο ο-oioo.οΓ''oοε'ο ιο|o' η.oζε.δ\o-oρΣoU oη J|-ο ο\

Στo πρoηγoaμενo κDφολο o σUζητησαμD το δ ζωνiκo μowaλo poitζ με a!φoση oτη
σUν]στιiσο τοU εκεivn πoU ονdλαμEονε την επλUon τηζ ρoηζ στη oυνεκτκa rερoxn' Ero'
ονοφDρθaΧαι]e λ.πτoμερnζ oτξ oλoκλnρωiκaζ tεwlκaζ nορouσοζofαζ 

'o 
μoΘημon(i

τoυζ υroβoΘρo' oρiζoντoζ nζ αnoρonnrεζ oλoRληρωnκaζ ποσδτητeζ oι oπoiεζ
loροκτnρiζo!ν dνo ορoXδ στρωμo κo] πρoτεiνofσζ oρoμaνεζ δoκ μοσμaνεζ κoταvoμaζ
'ο{J'1'οζ Σ' !λρδ.qζ. o_1. rρooΓo€ε o-oξlδJrοτ τ-o, rο'o.o|-uv.ol'οlo!ρορ,lζ
a. Γoρα|-i._ρι. -o' n!.oθoρζol..-oρo oαoΘ' lι ' Σ 4oο lo' 

'ooρρoΓ l]-. οLορoλο
oτρωμoτoζ, μαζi με τo σxετ κδ ιπδβοθρo lγnσηζ, τaσo για oτρωτn oσo κo γlo τυpβωδn

Σro lαρoν Kεφdλαlo θο πορouoldoouμε μo oUγκ.κρlμiνη μdθoδο γE τον
Uπoλoγομδδδαστοτωνnρoσκολλn!dνωνηαποκολλημενωνoρEκωvστρωμdrων.llμεΘoδoζ
α!τη ΘεμελnΘηκε οno το Le Fo], nορπου τo 1s65 kd φaρεl io ovoμo τoU. H oUνεoφoρα
τo! Le Fοi εγκε τo oτην δaα τnvoποiα ouτoζΘεμελiωoε καlμε βooη την οnoiα dνo ορ oXδ
στρωμο μnoρεiνo onε Xoνσ€ε oε ενd δoγρομμo, ωζ σUVaρτηση δaο μcτoBλητiν' H lδao
τoU Lθ Fο lθuμiζε aνoλoγεζ περπtωσε ζ onou καno εζ φ!σ]K,ζ δ]δrηiεq aγNε δUvοτo νo
οπotυnωΘoινσε ενlοio δEγραμμo τo γνωoiδδjaγραρμd rou MoΙielγατoν οτμoonoτελe
οωζ τo nD γνωστo Ποραδεγμο. o Ιopτnζ πoU δημoιργησe o Le Folπαρσταve
ouo dor κo,vo aΠiΠεδo {θo ovoμαζaτο εΠiπεδo οπε κδνσnζ a imaqe plane) με aξονεζ τ]ζ
πooδ 1 tc 

" 
.o γ l( oΓo c. Θo c.r,ioοJ. . -ooo_o'L.

Eδω εσαγωγlκα Θα ovoφερθoaμε o!η φισκη oημodio nou rΙoιV ol δaο vdεζ

μεIαβλnτdζ τ q oπoiεζ χρησlμοΠoiησε o Lο Fo] γo vo oρiσεl το εn πεδo απεiκoν]σnζ. H

l οοδ"'ο Y ε .ο' ι.oζ oρ€μoζ ceJ-olo' o ono oζ 3oo'ζlio o-o l ο^o' ζ o,oρ\Σ'o λo
συv'πnζεkφροζε nοσoτ (ο to επ nεδo οnωλεοvnou σUμβo νoUν o1o ορ oκo στρnμο κoτσ
tην εξdλξη τo!q. H πoooητο Lk εiνσ] dνoζ nαρoγowoζ loρφaq o oπo oζ μπoρεivο δωσε
_ιrοοφoρil 

'ο ο. lοlolορlο.onolρjιο'οξ ι 
^ 

\ ο 'o o. 'o oρolo o-ρLJο J!ο
πρo(oλλnμενo η οΠoκoλ\ημ'νo. κο ο δno οUτaqπoσdτητεζ θο αvο λUΘoιν λεnιoμ ε ρωζ σε
εnομεvn ενoτnτο τoU πορδroζ K€φαλοοU

Aξiζε νο σημεiωΘ. oτι η Ιρaση διο εξoρτημdνων με'oB\nt6ν φ,ρε τnv δεo τo!
Le'ol o'-ιΓο'l δ'οοα|- ο,' .σο.οJ:ξ'ο.'1'οζ llζ oΓο.ζ
lρl ο Jo ο'loοL oo,Φο'οnlο\'ο'1 'rρο o l oρlοιoι οlρ;μα-oζ



11.2

μD llo σUνεxn (ομπnλη' ο tρδnoζ με τov oπoio γivετσlouto Θσ ovαπτU}€Dj oΙζ εlo!ενεζ
.νoτητεζ roυ παρofoζ κεφαλo οU lιη. γνωoτη τη γεωμετρ α τoυ σteρeon το xilμoτoζ καl

ayowαζ }ρησlμoπο]aσε ορxκα aνοv κιiδLκo Uπoλoγσμoa τηζ ατρβonζ ρoηζ γlo τοv

Uπoλoγlσμo τηζ κατονoμaζ rων Yoρoκτnρσnκnν (π]εσn, πLκνδτη1o, τα$J'ηro) τηζ
εξωτερκηζ ρoηζ, αρkεi n σUνδυασμενη εniλUoη των oλodnρωτκων εξ σΦσεων μe τq
onαρoiτητεζ nαρoδο}€ζ (οl εμnσρκα δεδoμdνo' ωοτε νd ιnoλoγrσθε η εξaλξη τoU

oρio(oι] oτρd]μoτoζ τo πρoΘλημα τo onoo μoλζ nεργρaψaμε ονoμnζετο 'oρθo
nρo8,l Jο. oφo' 'a Φlοl ιl]o ' οllo'J1.ρlΦooΘloιoooιοJolρ:Loο,ε,j.ιo

'o 
σ-o 

^τio 
-1ζ ιξL lιρ' iζ ρo 

'ζ.

Mε',εργαλεio τo εn πεδo arεκδνσnζ τo! Le Fo lμnoρoιμε να αw μεtωπiσοUρε κdi

τo ννωστδ ωζ owiστρoφo nρaβλημο . Στo προBλημο oUτδ nρoδoγρaφoυμε μα εn€υμητη

σUμnερφoρo γo τo oροκδ oτρnμd' δnλαδil oρζοUμe τnν επ€Uμητa πoρεio τηζ εξθλξiζ
-οJ 1oJL o-o ε1-. δο οl η,o'lol .loζrοU..!oollι 1ρ-'
στερεoa σσrατoξ noU θα μπoρoι]oε νο προκαλεσεl ρlo rdτoE σUμπερlφopο ορα(οι]
o_ριJoloζ Γ6 lσροδ.η.o. roo'' .o o.ο11t ol

οτρoβlλoμηxονηζ, το σΙημο Ιων τo Ι!μοτων ενaζ δlοxιrτn il n μoρφa μ oζ nτ,ρUγοζ. Γlo iην
εniλUσητoU αwiσΙρoφoU nρoβλημaτoζ' xρnσψοΠoloawα o εμπε]ρκaζ nληρoφoρiεζ κor o

JonιΦ-ol1με.εζo o- \1ο. l r .ξlo Φ " }o |.εlo. lρol οο''orοo, i l οol oLrnΦoo

now στo xn κατΦoμη eξωτερ κaζτοxaτnτοζ, ωζ σuνaρτηση τoU μηκo!ζτoξoι. Σε δειτερη

φασn, !πoρεiνo tρnolμonoηΘe] μd oτρβηq σvriστροφn μ,θoδoζ Χαl' με δεδoμdνn τηv

κoτovομη τnζ εξωτερκηζ τοxι]τητοζ πoυ μbλζ Uπoλoγοθnkε' μnoρεi vο εxτlμηΘεi n

αfiσroryη μoρΦi] τηζ vεωμετρiοζ

oπωζ liτoν φUσrκδ o Le Fol nρωτoπαρo!σοσD τη μdΘoδo oUIη γα ασUμnεσεζ
στρωτaζ προσKολλημaνεζ ρoεζ' Στnv εξ,λζa τnζ με το Ιρδv α η μiΘoδoζ eπDκτ6θηKε σrα
σUL]ηεσta qλλα καl στο τUρβaδn oρlοκo στρΦ!oτα ενω οrjμετωniζε με επruΙ]o κo]

οnoκoλ.λnμaνεζ ρο,ζ' E αvaλUση που θο α(oλouΘnoε θα περoρlσθε] οUσlσστlxα dnζ

Εστω κo μρζ νo axouv oρlσθεi ακδ!]α olπoσoτnτεζ Χ xαl Lk' oτo ΣΙημσ ]1.]

nορo' o οζrlο 1.oρφ1 |..ol-1 i. oio ι1l rδο ο l. l o. o'lζ }E ir n.ρ 1i,o1 οΙρΦ' ]\
, v, -o ο11lo α' |o o οιo1(o'ls o οΛ-δ Lo Γρ-"l εΓο9η μζ lo

εnπεδo onεκδvσηζ καl με τη δ!νoroτητα ωνησnζ σοUτδ. Στo iδο oxη|]α φαlvowο οι
. o' ! rι\ξl l\Γoρ'loζl.oζoρo-oιο'ρiJο'οζ

H διo τοU Le Fol iερηροφετο oτην npωτbτυrn εργooio:

J' Le Fol' 'Α τheoly of ReplΘsentaton oi ιhe Ploρerties ο1 Bolndary Layers on a plane 
'

Pιoc' sem nΦoη Advanced Prob ers nτurbοmaοhineΙy' νon KaΙman nsiitute 29 3ο ΙMarοh



1l3

κo dνσλn.τσ δεξoδκα σο κεiμενo:

κ'D. Papaiioι' ω Fo',s Meihοd and 1he οa]culaiiοn oJ Anached and sθpalated τwo

dimens onal Boundaly LayΘls', VKιLS ]9ε] 1

B.K MπoιJρoζ''Xρadn τηζ Θεωρaζ τοU ΣUνεκτκoι Σtριμοτoζ γσ την Αρlστoπoiηση

ΠτερUγωσεωv ΣτρoBλoμnYoMiν ' Δδdκτoρki Δoτρβη EMΠ, ]993'

{
I

ι
w

-_9.lL ";Φ

.'ζ"9''

1-./ ΔοJooΦ'oη ro' ),o]ηJοlo l ". ο.oι,roJ-. jJ Γιο jo,LJ

H αvαλυση πoU Θo α(oλoιΘησεl αφoρδ oσUpΠiεoτα oρακα στρnμοτo το oπoio

oναnτισσowαl κοτο μnκοζ μloζ επnεδηζ.πφαεlοζ. Eτσ n nικνδτητα Θo €εωρηΘεi

σaΘερa κσ η απbοroσn θo μετρaτo με την (oρτεσloνη συfεταγμ,νη l' H εn,κτoσn των

εξ6δσeων πoU θα πρo(ι]ψoUV' ωoτε νο καλnψε rην περnτωση iαιrπιλou τo ltilμoτoζ {με

!ετοβληiη ro μnκoζ τ6ξoU s owiτoU t) μπoρε]να ηρoκυψer μe κaταλληλη oνoδατ0πωση

rωνεξ@ωσεων. xρησlμoπordMoζ τo oτ γαασυμπ]εοτοορoιndrριi!ατo σwε oτ δr =δ1k



1J.4

κo δ2 = δ2k γρaφouμ ε ξoνδ την oλο κλη ρωτlκil εξiσωo η tηζ

+μ.'δ'{.δ,lf . j

a δμold

1 d ' '- 
iLdι. τ"

?a|\a 'τ d' = 
ρ.e

(11.υ

H oλoκληρω1lκη εξiσωση νo τnv Kνηn(a ενaργε o δδΘηκε ση σΙ€ση (10'42) κdl σε

ouνδUαoμo με roν oρσμo γ]σ roν noρoγowα κoτoσpοφliζ cD rηζ σx,σηζ (1ο'91),

μ1.2)

xρησlμoπolaσoUμε τo ooδovoμo πoxη δj1 κo] 6;ι πoU γlo τo δδlσoτaτo πρoβλημo

(1r.3)

Στ ζ εξσΦoa]ζ (11.1)κo (11.2) Θεωρliσoμε δ1η ρoli εivαlστρωτn, η Φη ροil oiνol

τUρβδδηζ dxouν oμεληθo] d€r ol oρol no! omιoτoηoιν σrζ δldoρox,ζ τηq rαxl]τητoζ. or
rr€!τoiο δρo ομωζ εlναloημowκoi, κUρiωζ Φη ρoη αnoκολλΦαl, κol γld τo λογο oυ'δ

χρε@ζεrolνα )ηφΘoυv Uπoψn' ενoζ τρoπoζ nou επrρaπε]νo ληφΘoιν Unaψη αUτoioloρo
εiναl μ ε τη Ιρilση τρonοnoη μ dvωV Χ νη μoτxων πot!ν o ρμ aζ κd Φaργεloζ. Mε roν ,ρoπo
αUio' η μoρφli των βoσκων oξ]σδσ.ωνnoραμ,νεloνoλλoiωτη' Eτσ γaτυρβωδn ρoli' ο aρο
αUτoi μnoρo!ν vσ ληφΘonν υnδψn oν owi των.γνωdτ{iν ι vημoτ κd,v πoFJv δrk κοΙ δ3k'

6;ι=6y [+\uι4ι41'Φ

τoτε olεξlσΦσεζ (11.η κσ (11.2) ξdνdγρoφowol ωζ

Ι d ' '-. 
6νd!. τ-

--\ιιdω+_ -=_u:α u,α ρ'ι:

δ|oι]ηkoUc oρ!liζ, με αφετηρiσ

(1r 4)

(r15)



i,ι"\'1""Γ''

11.5

aκoλoUΘεi Θo βoσlσΘεi σnζ
(11.1) (Φ (1].2) Φ η ροil εiνο

νd dνoλUΘεi an π)€ov κo

(rr 6)

(11.5) (σl (1].6), oφoο αUτiζ oυrδμoτo
orβJτη.

lδi 1Σδ; δ'ι]d..
d' \τ τ)τ

Ψ'9o-o;*

=jι

=:ι

UρBωδεξ ρoliζ, σε oνoλoνio

(1.71

oρiζouμε oτη σUνεxao την

ενaργεQζ, onδ τη σπση

(1r.3)

κoταoτρoφη τηζ (νητlκiΙζ

(11.9)

t a |τ.)-'

nοoοrητο E, n oπoiα εiνo η

noσoτnτο Eπρθπε νo ουξαν. Rdαiζ oυξoνε η

oραXδ στρωμo. Mε τη βoilΘaα τnζ πoσδτητoζ

(1Ι.1ο)



ε δ;'

Χoloρiζowoζ τoν noρσγowσ μορφηζ

,;='i
6;

η (11.11α) ξoνoγρnφaτol ση μορφn

4Ξ=Ξ4LΕ E;.'6;'

λrπoρoιμεακ6μσνo δ@φoρiσouμετηνεξioωσn (11.9) κol αφoι oνoδ ατaξouμετo!ζ
δροUζ κο δοlρaσoυρε rο αnoτdλεoμo κoτα μaλη μετηv (11.9), προkιrd on

(1r.13)

o τr€Uτo]oζ ορoζ τηζ (11.r3) dnoτo1Ι€i στoν πρ6τo ορo tηζ (11.5), oα o!τoζ δοlρεΘεi

με δa'. lιΙε την dnoλε φiΙ των iδlων αUτωv δρωv οπδ τ ζ (11'13) (σ (11 5), noiρνo!με orl

dΕ - du, - dJtλ t- d' 6tda,

" 
,' ιλ ρ"": 6; 6λ ".

4ρ-olμoΓollφοζ'1ν ('1.3i - l ooοloιq σπο. oJιouiζεio, o'1-oρφ|

4Ξ ' '":.''''d!= !! = le :'^
Ε '' L, H;" δ; ρ,":

:oνoγρoφowdζ την (11.11α) στη μoρφ]i

(1r 14)

μπoρoιμε nλaov vα σπoλeiψοUμo τo δ oφoρlKδ dx onδ την (1 ] .14) κo] μετo ,ην εrελoση των

σΙ€τrκωv πρoξεων νo xoτoληξoυμε στην πoρσκoτω εξσωση, η οπoio nρo,κUψε
oJνδ'οζorοζ1ζcξouσεlζδloiilo']oηζoρμiζιo ιlνηlFa\.νaοa oζ

(11.12)

(] 1.] 1β)

dΕ dι!λ dι, d\8:pb

" aλ ", 6,μ:



a'. ι |' ai" '"lιε
u, \Ι]iι 1l | ΛD 9.":) L

μ Ι.r5)

H Φσλυση ΠoλλΦν nεlραμαrων il€l δεiξε δn γry κn

εν6 o ρδλoζ rων oρΘΦν δlσdρομν τoxιrτητas orην oλoκληρωτlΧil εξiσωdη

μπoρεiνo σUνoψ dΘεiστoν noρaγοro K' o οπoioζ opiζΦοι ωζ

(1r.r7)

dδe]ξoν oτ μπoρoιμε να δQτηρoaμε σroΘερil 
'lμil' 

iση

(r1.13)

σρωτη' τo πoρoπαvω σΙ!oυν αρκεi νo δωσouμc

ko o oρ σμoζτoU σlfελεoτil rρβilζ clnον δοθn(ε

(11 Ι9)

(11-16)

Γo 
'ην 

πoσoτητο οUτη, nεlρoμαtσ

γlα τq τυρβωδεζ ροεζ. Aν η poil ε]vαl

K=1' H σx'ση (11.]5), oν ληφθe]ιΠδψη
oτo KεφoλΦo 10, γρδφεταlιαlωζ

- Ld!:μ=9'r Φ
\E'! |) E1' u, Ε

oποU, o σUWελeστηq lι1 δiνoτo] σlo τη οxdση

M=L!ι !:!,) (1r 20)

Στo σηuεio olro μπoρo0με νo oρiσo!με Xo vα σxoλoσoUμε τη μio oπo τ ζ δnο

ouwετoγμΦεq nou Ιρηoμoπoιonνrοl στον κoΘoρdμb τo! επLπaδoυ Φε(aνlσηζ. H

noσoτnτα !* ε]vΦ 6νοζ nορoγowαζ μopφηζ ΠoU εitε oρiσε πoλalδτDρο oτruοkendrοdl kol

(1r.21)

o '.δρr.ο1iJ. Ποοο,orζJLoοJ1ζl r i{o HΦνorooro:o
10 πeρi των jσoρρolημaνων oραkων στρωμσωv oδηγεi σo

ndpoτηροιμεδiτo Lk eivαl

η σUζiτηση rοι KεφοΙαioU
noραkατω oUμηερoσμoτo:

(ο) ΣτoστρωτασoρρoπημενdoραΧoστρωμοroEχιolvolσraσεξ(]0.96d)κol(10'96β)



11,3

ο oπoiεζ εκφροζοUv τo Nl2k κο H3rk σUναρτi]oεj p.νο
A.oλeiφowoζ io m' εiναl πρoφoν,ζ δn Uπαρxo n απεUΘεiαζ

πoρoγδηων μορφaζ η onoio σUμBoλκο γρaφεταl

(β) Στατ!ρEωδη σορρoπημ,νo oρ αko στρnμoro η ovoλUση πoλ,\δvπε ρoμoτων aδεξε
δ1 oτοv η ndραρετροζ Π(χ)εiναl σταθερη κο ονεξαρτητn τnζ€,σηζ t' τδτε η Kατo

coes κατονoμη ταtυτηταζ (rο.rο9) δαtηρδfαζ τo nl στoθερo σε xαθε θ,oη'

μπορε να πaρoστησεr με noλι κονοπolnIm α(ρBεα τn μoρφη τoU oρσ{oa
σrριjjμoτoζ Σημεlωνετοl oτ μnoρε να πρoκaψε σt,ση ι]eταξι των Π (α' nl kα] δτl

προφονοζ rα cl κα Η12! δενΠορομεvo!ν σταθερο κοτo τnv dvοπτuξη τoU oρα(ου
oτρa]]ατοq' Σro κεφαλα o 1ο, o or,oεζ {1ο'116) ωζ 1]0.]1€) otον δσρDθoι]v

ιοτoλλnλo ι]ετοξι] τoUq οδηvoJv κoι πoλ oτo σUμnaρασμα δτ σΙUε επ σηζ μlο
o^'orrζJoρρ !l .2.Δ.ε1θ.Lo μ ο'μοoπ-ιοoοolΣοoo,!'ιaρl-ι.ol.
o πσpoγοπoζ μoρφiζ H3'k εξoρ1ατo ox μovo οΠδ τo Hr2k ολλo κο onο μ'o

δeιτερηnoρδμετρo,ιnευθU!iζorοζτηνnoροδoxilμαζδποραμε1ρ'Kilζκατονo!ηζ.
Η δει]τερη οUτη nοραμετρoζ εivo σιviΘωζ aνοζ ορΘμoζ Βeyno]ds 9οσ σμavoζ στo

Kvnμοnκb noYoζ τnζ oρμaζ (nρδKd τo γlο τηvποσdτηro X rou ορiζεroi πoροκoJω

στη oxooη (11 33)) οf,ωζ ομωζ φο νeτol io σro Σtημo 11'3' η noρoμετρoζ οUτn

ελotoid εnηρεοζd τη σUox,τσn των H3)r κo H],ι κΦ dτσ μπορoι]!ε γενlκα νο

Uπoθdσouμε inΦxισ,iστωκο πρooεγγlστκο, μlαoxdoητnζμoρφaζ (11.22).Σ'o

nοραndνω σU!περοoμd KστολiνoUμe ov ληφθεi uπoψn δτ oUμφωνd με tn (1ο.]19)

β122)

H σtaση το! ννalz' βλ' εξioωση (1ο.97), ε ναl μlο πoσonκη dxφρdoη τηζ naρonaνω

σx,σηζ H σ}€σn σnνδεσηζ των H1'ι H32k γ]α oτρωτdζ ρo,ζ onεπoνiζεταl στo

εvι ro τoν nοραγorα loρφnζ τoι clausel G σΙUε η (]0'120)' εινa δηλαδη

Αρd,η μεν σΙaσn (1o.117) δνε δτ Hrrk=Frrrι(Π1) nδoσYaση(10r13) δiνεl aτl

H",k=H1,k(n]) κo ευκoλα κοταληγοUμε' μ. τnv οΠoλεrφn τoU Πr' στn γραφη (]1'22)

o ovoλυσεζ {ο) Xo (β) δε]\ryοιV

μπoροnμa Una nρounoΘεσεlζ vο dxouμε

περnτωση αUτη Θo εivo απλα

on. ετε νlο στρωτη εnε vld τ!ρΘΦδn ροη,
uα oYioη τnζ μoρφi]ζ {11'22), onirε oτην

(rr 231



11.9

κdl o oρσμoζ {11.21) γivεταl π)€ov rr€'o δ]αφoρΧδ Η o}€ση (11'23) σxeδ oζετo dro
Σxnμo 11'4 γ α σrρωτaζ ρoiζ κo στo ΣYημο 1] 5 γ d rυρβωδεlζ ρoεζ, xρnσμonoΦwαζ tην
oπoλUτη τ μil toU Lk. Ko] στo δ]ο οUτσ οxnραto, n ελoY]στn nμη τoU Lk σ σolΙ€i στnv
οπo(δλλnση. AUτδ oπoτελε δKi μoζ επlλoγ'i' oφon το Lkπρoκnπτa onδ την oλοκλilρωση
τηζ (11'21) κσ Dπoμavωζ UnoρΙ€l n δυvαro,ητo νo oρoΘεi ελeιθερο η στoΘερα τηζ

Mε τη σΥaσn oρσμoa (]1.21) γσ τo dη' μnoρoυμε vσ ξΦοvρδψοU!ε τη σlddη
(11.l9)' η onοiσ π)coν δ]ατUπδvD1αlωζ

Γn τη σUνaxε α θα oρiooυμε ακoμη δι,o
λoνορ Θμoζτηζ εξωτερ κηζ τοxιτηiαζ (δlοlρoμaνnζ

(1r.2s)

κΦ ro δUναμlκo τηζ τα$τηταζ στn μoρφη εvoζ ορΘρoa Feyno ds

(tl.24)

βoηθητκ,ζ πoσoτητεζ, ποU εivo o

με μlo τUχo α ταlιτητα aνoφοραζ Urci

,-'ι*)

Ι"
0r.26)

lt127l

(Ιr ,θ)

H αδ oσατη noσδτητα q θa μloρεiση oUν,Ι€ d νo lρηolμonoεrd oW
-α,Urηioζ lΘ εJ!1oδαoτorη1ooo-']-oΦ ιοοαλ'1οzη .,Jo1δo'oon. .l

Aμεdn oUνεnε d τoU oρ σμoι (] 1.25) εiνo Xo η σx,ση

H τελεUτσio σx,ση en τρaπq τn γρaφa rnζ (11.24) ωζ

rdL|"Φ' 'ξ
ε{i n εξioωσn (11.1]β)ν@ tnν κ νητlκil εv,ργo o δivDl

ι+)Φ=

"(*-J
(1r 2e)
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11'14

6πoU oρiστηκε ο σρΘμoζ'Beynolds RΘ*ωζ

δ;μ. (r131)

Στo σημεio σUτ6 μnoροaρε vo ορiσo!με avo Φo oρΘμδ Reyno]ds, roν Be4k, Φo τη

(1r.30)

(11.32)

oρiζdτnδε!τερησυrεrαγμavηXηoπoioχρησlμoπolεiτo

(11.33)

(11.34)

o λoγoρlΘμοζ τοU αρlΘμoι, dυτon

σo επiπoδo onεlκδνlσηζ τoU Le

Χ=b(R.l-k(R.')+zK]a

Yπoλoνiζofαζ τo δoΦoρlκo τηζ

ενd, τo δ oφoρlκo tηζ {1 1 .32) δivεl δτl

aPaa =.&'dR.!' R.a.2l'2χlL|

H τε\εUταio σxεση oiαν δE ρεθεi κσo μaλη

ξEdjσεωv (11.34) Ro (11.35) εiνσ iδσ

(r 1-3s)

oπoτε (σo-λiγoυ!ε στη σI,dη

(r 136o)

il, ι]o τη βoirΘεlo τηζ (1 1 .32)' σην σoδnνoμη σΙεση

dΙ?.4 = ι'*.e\aΧ {11'36β)

Mε τη βoliΘεlo τoU oρlσμon (11'31) γE τovoρrΘμ6 ΒΘ3k' η σrση oρlσμon (11.9)rηζ

κoτασρoφiζ rηζ Χ νητlκilζ ενcργε οζ γρσφετol κol ωζ



(r Ι 37)

Δlαφoρiζowoζ την τελeιldid ol€oη

xαl με iη dχaoη (1 1 27) γivετo

oτελεUrαioζoρoζooπoioζnερatqτoδ σφoριδ dq oπΦ€iφετolμεtη θοiΘo oτηζ ol€oηζ

κσ δlolρΦraξ τo onοτ,λεσ|]o !a tηv iδlo σΙtση

(1r.33)

γvωσrδξ dnο τo δε0τερo

(r 1 3e)

9

lι!ε 
'η 

σεlρd τoU, o οροζ dεlE μπoρoi νo onαλε]φΘεi Ιρnσμonodwσζ τη σxdση (1].23) κol

Φ = κnηlρβΧ (11.4ο)

P''-ffi (1r.4r)

μnoρεi επiσηζ να oπαλε φΘεi μετaξι] ,ων σxaσoων (1 1 .30) (ol (1 1 .39)

xρnσl|ronolωwoζ τn σr.ση (11.36β), η rελειτo o σΙ€σnπaiρνεlτη μoρφa



H (11.42) γρoφετοlσυνonτ κο καl ωζ

dt = 
d!!\

11 3 τo EUΘι κo io AfiσrooΦo Γ]ooΘλnμ'q

F'ιu,'a'L|'x)=0
\(u''''Lι.Χ)=ο

H oναλUoη την οπo]ο ovοnrιξoμε πρonγo!μevσ κατdληξε, με to ouνδυαoμo τωv

ολoκληρωτlκ{i]ν εξ oωσεων τnζ δEμaκουζ oρρaζ κo1 τnζ κ vnτ κηζ ενaργε oζ ψa dνο oρlοκo

στρnμa κοlτην εlσoγωγa κoroλ.ληλων οδιαστaτωv πoραμaτρων dτ ζ δι'o σχεσεξ (11.4o) κσl
(]1.43),οonoiεζσt€τζouvτολεγδμενoφUσ]κδεηπεδo(q'Φ)μετο'εniπεδoonε(ονlσηζ'
(Li,x). ol δι]o ouτaζ εξσΦσεζ σUνηθζετo να ovoμαζowo xονovκaζ εξdωσεlζ'. τo

φUσlκoεπiηεδoτωv(q'Φ)'οnδτoνορoμoτωνδ!οo!τωvπoσoτaIωνεκφρoζετnντoΙιτητo
ll !.ξU-ερ ar> ρo;ζ ιo lο ι1_o'oιo'. J.-ooιμε.o 1δ\L ο o o ι ο.o'οi{lJo.

Σaμφωvo ]rε την lδaα τηζ nαρoμ.τριnζ κoταvoμηζ ταtυτητoζ noU UοΘετaΘηκε' oλ.ζ
ol δδτητεζ πoυ xαρoκτηρiζοUντo oρ αKδ oτρωμο σo μ αοπoοδnπoiε Θaoη kατα μaκοζτoU
oτερεoυ τoxnμοτoζ aro! oναπτaοσετd μnoρoιν vo Unoλoγlσθοnv, oρκεiδυo οno ouτaζ
va εiνο γvωστ'ζ' Aξ UEΘετησoUμε δτ ol δι]o noσδτnτεζ οl onoiεζ Θo καθορioοUv τlζ
τοπαaζ δoτητεζ io! oραkoυ oτρiηrατοζ. νσ olLι ιΦ X κo oζ γρoψouμε τζ (αvoνΧaζ

{r1 42)

(11.43)

(-Ιo ot ol εξσnσe ζ αUτεq γρoφowo]ωζ σUναρtησn τωv Ue,x αWirωv q' Φ ενo aπλo γο
λovοUζ (oλιτερnζ επoητε aζ)

o τUn κoζ τρoπoζ νο xρησ μοno ηΘoUν olεξEωσε ζ (11.45) εiνο νο wωρiζoupε τη

συvαρτηση UΘ=UΘω κo vα Uroλoγiσoυμe oπo τηv εn]λUoη τoUζ tlζ κατaνoμdζ ιk(x) κo

Xα). Α!τδ ενolτo λεγoμενο εUΘU πρδβληl]o. ι] λυoη τoU nαραπαvω nρoBλημοτoζ lnoρεi
nοντοrε να δoΘεikal oτηνπeπλεγμ,vη μoρφa Lι(X). Πατo εUΘυ nρδβληpα n κοτoσταoη στο

επinεδo (q,Φ)εiνo! δεδομdνη, αφoι η γεωμετρio εiνo δεδoμ'νη κσl τα σroryεoτηζ εξωτε

ρκηq ρoaζ εYοUv πρoηνoιμενα UroλoψσΘεi' με τη βoaΘε o ενoζ κωδκo dτρβoιζ ροaζ'



Evαλλακτlκα θο μπορoι]odμε νo κoθoρiσouρε τn σUvορτηon Lkω, δηλoδn την

εnΘ!ι]nτil σU!περ φopo τo! oρlοκoυ στρnματoζ κα' λονofοζ Ιζ ι 1.45)νo UΠoλoγiooυμε

τη σιvaρiησn υ9=Us(t). Δηλoδa' νo Unoλoγ]σouμε Dxeivn rnν eξωτερκir ροa πoU' γo lo
δeδoμ,νo !ortωμα' θa δημoUργoaoε τo εηlΘυμητδ ορoKο oτρωμo l_] εναλ.λor κη ouτil

Φμετωπ]ση σUvστo το αfiστρoφο πρoβλημo.

τδσoτο εU€a, oooΧσlτο σfiστροφo nρδ9λnμo n στoπoοι'v τηv ανσγκη τo εΠinDδo

oπeκδνσnζ \'X νo εμηερ,xα κατa τo δUνατδ περσσδτDρεζ δlorητεζ iων ορα(ων
orρωρατων. Α!τo oWωζ 

'Ιε 
εΠtrε!Ι€ε xα αρκεi vo noροτηρilσolle τo Σxnμo 1] 1 στo

oΠο ο ο\o'ρoρ.ro -..ΘJρο l, ο .o.,, ro oφoρo" o'o, ο oρ'o.o o-o!j Jοlo.

Στo κεφoλο o ]o κo στ ζ μaγρ τωρo oνoτητεζ τoυ κ.φολo]oU 11 δErUπωΘηκον ol

oΓoρο''r'.ζ lξο! oΣl\ J| - o-oιζ |- oρr α Γρo/JoiοΓo'1θ' o .|o'o,ο.oζ iηc
εξaλξnζ τo! oρloκoυ στρaμοτoq κατn μilκoζ ενoζ στDρεoU ioltωρατoζ' ΓQ ,νov τdroβ
Uπoλoψσρδ, γνωρiζouμε τd στolΙoiατηq εξωτερkiζ ροiζ (λ Ι τηνταFrηio rηζ εξωτερκaζ

ρoηζ υΘ η τηv πUκνdτητδ τηζ nou εvδ.xδμεvo εiνo oτα€ερl] ov η ρoη Divαl οo!μπiεστη)'

Συvilθωζ αUτδaxοUνπρoκUψε oπo μ α γρnγορn μ,€oδο oρ Θμηifiaζεπiλ!σnζτηζdrρ!βoυζ

ρoηq, εvδεtδμεvo φτωxaζ oκρ Be oζ, dnωζ λ'x' uποθdτorοζ δτ η ρoη ε νo οσtρδβλn καl

λινoWαζ τnvαπλn εξ σωσnτιnοU ιap aοe πoι δεnσnζδUvaμrκiζ ρo,ζ. Σiην αvoλUσηπoU

Θο dκoλoυΘησεl θο Uπoτεθεi oτ τo orερeδ τοixbμo εiνo εUθι] ωσrε tο μi1κoξ τδξoι vο

owκατσoταθe] μa την κορτεσ αvl] ouwετoνμdνn x

1] 4 EιΘι] ιηοδBλnUο - Aλνoo|Θuoc YπολoνrσLoa

nρoτεivετο γo την DπλUon των εξΦωσεων (11.4ο) (οl (1r 43)' ol

εδn ψα λoγοuζ Πληρoτnταζ

(1r 40)

εiνοματDΙ!κηlι!ρoπρoaλασηζ(spaοe.march]ng)'Σ0μφωνoμεοUτn,αρ(εivογνωρζoυμe
δλoroσtol€ioεκκ νησηζioUoρ ακoU oτρωι]aΙoζ. oπρoτεiνoμεvoζολγaρθμoζσrηρiζεrα!
στην oλoκληρωσn των (1110) κo (]1.43) με'oξa δno δ!οδox(ων Θaoεων' ιστe vα

lnoλoγσθουντo Lι κσ x στηv εroμεvη Θaση oτα οUτα ε νol γνωστα στηv προnγoι]μενη.

Επογωψιn (oλυnτετο μ' τovτρδπo ouτi oλδkλnρo τo μaκοζ τoU στερεoι' τollωμαtoζ' H

δ αφoρα τηζ απδοτοσnζ D(φρoζετol aδoοτoτα σ1ο δαφoρκ6 dΦ κοι η δαφoρo otην
ταΙυτητo τnζ εξωrερ(nζ ρonζ oτo δοφορκδ dq' Πο λδγουζ οριθμητκηζ α(ρ Bεrαζ

οlοLlο lροdoλ'.o'οl'.o'o.1'lο!οr.ζ-ρο_ lρ'οJo-oi.o.lJJ
σUfελεoτων βr (oπο τη σx'ση (1] 4]) nou εμΠλεκεl τo M τo ono o δνετα απδ τn ox,oη
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(11.2ο), πεπλεγρενα μaσω τωv nγνωστωv noσoτnτων H1,ι Hpk c|οJκd q (tοοπoio
δiνετo onoτη σtaση 111'44)) o toρoKτnραζ iιρo.πρoaλooηζ rηζ μεΘoδou σημoiνd δτ

σUveriζoUμε τον ιΠoλoγ σμo oε μlσ επδμeνη θ,oη 6τoν oλa τd στο xoiα εiνo πλaoν γνωoτδ

Σημοwκδ εival εnσηζ νο κoταvoηΘεiη διoδκοσiο μD την onoa Unoλoγ]ζowο τα

λoρo_ ρlο lοll Joθ.or-o_oροιο.
,xouν ηδη BρεΘεi ol πooorη'εζ Lι kο x o Unoλοroμoζ οUroζ oπoπei εμnερ(il
nληρoφορ o n ono o λαμβoνeτσl ρε ξεxωρ στotροπo γo τ ζ στρωr,ζ Χo τζτUρBnδoζροdζ
καl θα σUζητnθε] oμaoωζ παρακστω'

Σaμφωνo με tα οσa,xouv ηδη πoρoUσlοσθο στo κεφαλo o ]0.9,,vα στρωτδ (ooι

μni.στo)oρ oKo στρnμa σeΧατοστοση looρροn]αζlτo οπoioαvοΠτaooεro μεμ αεξωτερκa
ροη noυ κοΘoρiζετo οπo ενoνoμo τηζ μoρφηζ (10.76) γo δεδoμavn τμη τoU εrc,τn m,

ηαρouσοζe ομoiδτητo στην κατονoμil τοxιτητoζ (ord το ιψoζ τoU σε καθε Θaoη' H

oρooτητo α!'η δlaΠετo ono μ]ο εξoωσn η oπoio σUμβoλκa γραφετo orη μορφa (1o32)

Mε υnoλoγσμdvεζ τζ τμaζ tωv Lk καΙ x σε μio onoEσδηπoτo Θaσn ενδζ oρiαXoι]

στρω!ατoζ μπoροnv vο UΠoλογoΘoιν ολeζ ol τoπ (aζ δoτnτεζ α!τoι κδνowoζ την

or στoixσn ιoι με dνa ooρροnημdνo ορloKo στρωμo Γο τo οWiστo xo lσoρρoπημiνo
ορ ακδ στρσ]α ]]noρoυvvο Unoλογ σΘoιν το tαρoKτηρ otlκα τou' Υρησ μoπolωWoζ το 6σσ

nαρoUσooθnκoν προηγou!]εvα με βoσn τoν αλγoρlθμο πoU δiνετo στn σUνdxΘσ. Aζ
σημD!ωΘεiδτ 1αrοπκα xορokτηρ στ κa τoU oρloκου στριj]ι]στoζ, μeταξn αλ.λων, χρεEζοrοΙ
κo γ α τoν ιπoλoγrσμδ τωv σUrελεσrιiv τoU oUσηματοζ τωv εξ σωσεωv (1]'40)ΧΦ {11'43)

nστe νo σUνεxioε o αλγδρθμoζ Ιωρo.προ,λdσnζ. o αλγoρjθμoζ, oλλa xσ o παραδoχεζ
σiζ οπojεζ στnρζετοΙ' nαpouσαζorΦ στη σUVrΙεo'

11'5 Aλνδο|Θuoc Ynoλoν σUοι Στοωτoa oo σκoι Στon!ατoc

(α) H σ}€σn (]1.23) κo η γραφrκη τηζ αnεlKδνoη oto Σlημa 1].4 olπρ,ποUν vσ

lnoλoγlσθε] n noσoτητa Hφk μoνoσηlofα απδ τnντρdxοUοα rμn τoU Lr'

(β) H oχ:oη (1122) κο η γρoφfi τηζ απelkδνση στo ΣΙημο 1] 2 εΠrρdπouν να

!πολονσθe o πoρoγoνioζ μoρφηζ H32k ωζ σUναρτηση τηζ tμaζ τοU ι]rrk ηoU

Uπoλoν σθnκe πρonγoι!ενα

(γ) |-o. o'l 'JjcΓiρι|. lo. lο'o!ο-ο_o ooΘ|-οJec,τd'PPf q(

xρnσμoπodMοζ το γ!ωoτδ ζεονoζ τμων Lι κΦ x κο την τ μn κ=1 γlo στρωτεζ ροdζ'
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(δ) H ννιioη των H9ι, HΦι' FΘak εnτρδπε τov Unoλoγ]d!δ Χo των Uπδλoπων oρΘμων

(ε) τo τρio κlνηματlκα Πσxη τoυ ορoκοa oτρiiμorοζ δjk'δrk'δ3k κοdoρiζowo nλaρωζ
o1oτoLζoρΘ|-ojζcey1olo9Γoι δl Γo.oγoΘrio' \ρηo'Jono;rαζnζoroεξoρlο|.ou

(oτ) Mα σno τζ oxaσε ζ (1ο.96α) κo (10.96β) μnορεi νo lρηoμoπolηΘεi γlo τoν

lnoλoγ σμ6 τo! εκΘaτn m' Λoγω rηξaμεonζ σUσ}ετlσηζ τoι H'2kμετo m κolτoU l]r2k μ'
tο Lk, oUσασlκδ μπoρεi vα Yρησ μoπο ηΘεi μE αnευΘεioζ oυσxatoη tοU ημε τo m. E1dl

γlσ στρωτo oπo(ολλη!,νd a προσκoλλnμενo oρloκo σρωμoto πoρaΙ€τol η γρoφ κil
nαρoστοσn τoυ ΣΙilμαtoζ ]1.6 γα τoν oπεUΘεioζ Uπoλoγlσμδ τo! m' ΣUγxρoνωζ

ιnoλoν Zετolη noσoτπo β onΘ τη σΙdση (10.74).
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(ζ) Ynoλoγ ζεταlo αρlθμoζ RθγnοldsΘ,σnζ (ReJ o onoloζ Φιoτolt€i σην xoτo μilκοζ
Θaoη x εκεiνou τoU lσoρρoπημ]'o! oρloκoa orΦμaroζ rou δiδπeτσ oπo την iδlo (oδEστo'
τn) κoταola to\ιτηroζ δnωζ κΦ ro Uπδ μελ,1η oρEκδσ'Φμo σo σlvκεκρ]μavo σημεio'

ΓE τονUπoλoψσρδτoU Bei xρno μοπoιεiτo] η σ!,ση 0ο.a3α)' η onοiαγραφετo ωζ

(Ιr 46)

(r14η

α o δ ro 1 ε_φροoΘοJν οr oδ'οοlo_ μooJi, ξΦo\oοφεlο -_

(r1.43)

ΓE rην επiλUση τηζ 01.47) ωζ nρoζ RΘx oπσπεnal η γνι]rση rηζ πooδτητoζ 1](m) γo τn

σ!γκεκρlμΦη τ μil rηζ nαρoμrτρou m. H rooδτηταi](m) oρiσθηxεσtn σ$;ση (10.39o)κo

aβ πκoνoπolηΘεi στo noρdρτnμo rc, ωζ σUνoρτηση τωv noσοτητων m η β. ol πiνoκεζ
auτoi|]πoρonννd yρnσ1]onolnθoι]νστηφaσn αυτη με κoταλληλεζ σρlθμητ κεζπορ.!βd€ζ.

(η) H οδ doτoiη noσδtητo η] η oπoio εμπλ, κετol σrην κoτονoμil εa knΘFskan axε δoθεi

lο jl J 1ιo1τJo'] 1oU η οΓoσoor } o_ο -ο oτ.oεo roidμο γνε iοη

μετo παxoζ δ τoU op ακοn στρnμοroζ, oρiζε]η ow]σo!Υη oδEστolη nodδrηro ηδ ωζ

!:1 t

2,

ι] πoooτητo ηδ aiναl oUνdρτnoη μδνo τηζ πoρομ,iρo! m' δηλoδil nδ=ηδ(m) κο 
' 
σφoι τo

m εξορrorσ μoνoaπoτo Lk' η πoσoiητo ηδπρand επio ηζ νo εκφρδ ζ.τdi ωζ σUνo ρτηση ΙoU

η. τη σUσxaτ σn των nδ Χο Lι nαρoυotζσ γρoφKα ro Σxnρα ] 1'7' Συνiπε o τηζ πoρoπoω
oναλUσηζ εiναl νo μroρεinλdoν νo Unoλoγσθεiκοl o Reδ onδ τη σΥaon (1149)'

(Θ) Γα τo σUwελεσtil τρι9ηζ cllσxaε|η σlaση (1090)' εiνol δηλοδa

,8,
δπoυ η ouot,τon τoU ο2 με τo m i κoλι]τερd η συoΙ€τσn τoU o2 μo τo LkndρolooζετoL
σo Σxnμα ] 1.3. Συvεnωζ, με γνωστo τo ReΧ (o m η Lι υno-\oγ ζεtσl κσlο σUwεkσ'ηζοι

() o nαρoγowoζ κaτoστρoφnζ δiνετolαnδ τη σΙ€ση (1ο.92)κd μnoρε]νo UπoλoγσθDj

οno τn σxdση αUτη αρκεiνo εivo γνωσi η πoσοτητα

Ι-:1
2
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H τελεUτoiα oυrη ποσδΙηro πlvσKoηoroiταl σιo noραρτημα m νE σUγκεκρrμaνεζ τμaζ iων

τσ Bilμoτo (σ) ωζ {) !πoλoγlσoν o)€ζ nζ ολoκληρωnκaζ roσoτητoζ πoU

χaρσRτηρiζουv τo oρoκδ στρωμo oτη σUγκεκρ μavn Θaoη oπo! γνωρiζουμε io η κd X. Η

lδ o δ@δxoσio εnΦoλσμBnvoτσl σε RnΘε δEδolπil Θdoη roυ !πoλoγ σμoοpεtη δEδκοσia
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11.6 AλνoorΘloc YπoλoMσuoυ τUoθδδοUc ooEκoι Σtοauoτoc

ΓE ενα τυρBnδεζ oρlσKo σpΦμai με γνυoτd τo Lk κol X γ@ καΘε θaση x,

orcλouΘoιwol τo πoρακoτω βiμαro:
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(o) Anδ την UroλoνEΘεiσo τμilτoU Lk υπdΦνiζowol ol nμaζ τσ πaρσγowων μoρφilζ
H12i kσl Hgk ΙρηoψonolωWoζ ro ΣΙnμorα (11,3) κol (11,5)' τo oπoiα lσxυοUν γlo τηv

ruρEωδn nερinτωση πoU ΦoλιDUμε εδdl.

(θ) Απ6 την UndΦγoΘεiσο τlι]il τηζ πaραμfρoυ x (oldπδ τη ol oη (11.33) μπoρεiνα
Uπoλoγ@θd o αρlθμoζ RΘynolds R€3k, ωζ

l4ι=eΦιx-2κL) (1].49)

καl με γνυστil την τoΙliηro Ua νo UndΘγ σΘεi 6μεσσ κσl Ιo κ νημσlκo r6xoζ εΦργaοζ δ3k.
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(γ) Απo το UπολoγloΘΦrα Hrrk' H32k (o δ3k, με σn)€ζ nρoξε]ζ καταληγoUμε στo τρid
κlvημoτκδ πd}η τoU oρloκoι στριμoτοζ δrk, δ2k, δ3k γlo τη Θ,ση oυτil'

{δ) Αroμ,νoUν νo lno)Φγστoovol Ποσδτητεζ δ,Uτ,n1 kolG οlonοiεζ δaπowo σδilζ

(rΙ 5ο)

(εiνa! η σΥεdn (10.121) γραμμaνη γlστην οηooτoοη y=δ κd με γvωστdζ nζ σroΘερaζ ο κal

δ-' - ' δ, ιll.5')

(εiνo η σΙ€σn ι0.116), nπou o σUrελεστaζ τρlβilζ axε] αη κaτoσταΘεi αnδ τo λoγo

εξωτεαιaζ τοYιLτnτoζ καl ταwτητoζ τρBaζ)

η= ιlt δ.) =1ιl rlι. ο\ 6|) G\ Hν)

(εiνo η σ\€σn (10.117), με κοτoλ.ληλη oνoδ στoξn των oρωv)

G(ι) t. / r _ Ι,\ 2",

t L r \] 
1τ'

(εivσlη oΙ€ση (10'120)γo τονπdρnγοντo μoρφiζ τoU causeη.

ι] oWκατοσταση των (11'51)'{11'52) κo (1] 53) oτην (1] 50) δ]νε μ@ εξiσωση τηζ

(1r 52)

(11 53)

(r Ι 54)

n onoid επlλυδμενη με μlo τεxνlka τnπou Nevι4on'Raρhson Unoλoγlζεl την 
'oσδτητο 

π1,

Aξiζε νo τoviσoUμε oτl μnoρoι]με η}€oν νa υπoλoγiσοUμε κo την πoo0rητo δ3k ono τη

oΙεoη (10'] 1Θ), μετη βoηΘε o επioηζτηζ σΙaoηζ (1ο'119), η οnοiα oρiζdτnvπoσδτηto Gr,
ιro.-ΘεLorοζ /ι lo\ lρolοοJ ο lηνcJnJοar-\.ooJοο,αroJ /ρηouο1οlioo|-ι.

(ε) Mε rγωστdζ τζ πoρΦovω ποσδτητεg εivα| εnκoλo nλεoν να σxεδrασouμε iην



καταvoμη toYιrτηtaζ μdσο στo oρ oκδ στρnμo olo τn oxaση 
'oU 

οoLes (10'109)

11.7 το Eπiπεδo Anε(aνEn. νQ Στοωτεc Poac Σνδλα

τo εnπεδo oπεκovσnζ γα σrρωτaζ aouμniεoiεζ ρo,ζ noρoUσαoΘηκε ilδη στο

Σχημo 11.1 φοiνowol ο xομnιλεζ στοΘεροο M κοlotoΘερo0 οo.

Σrη στρωτη ρoil oΙ!ε 6Ι τα M

M=M(L,) , cD=cD\L')

κa cn εivσ μδνo oUνoρτηoη τo! Lι' δηλoδi

(r 1.52)

κα, ενδεπnκd ξoνoγρσφouμε τlζ

Φ = ΙΚ ' 2β(Κ'υ'] dLι l βaΧ

ΔΦ-:dRe'' :_!dL'

o= w

κονovκ,ζ εξE6oε1ζ oτn μορφll

(r 1.s3)

(11.s4)

(r1 ss)

c = cD(1 t 7M)e1L\ (11.56)

oloUνoρrησεlζ M κo]c noι εμπλdtowα oτlζσxdσειζ (11.55)κa (11'56)γ o σ'ρωτ,q

ρoεζ, ηρoσkoλλημ,νεζ i] aπoκoλ,\ημdveζ, κo οσUμniεστο ρεUorb, δ]νοwo dro η?. o
' 
oJ1 'Aξ Γoι nορol ο δζorοl oro oληJo οU'o ι νo 1 \ραφιa οΓεPδΙο' lJ\ o^οεUν

(11.52).

Aφoι] γq στρωτaζ ροaζ κ=1, δαβσζονrοζ oπ0 το &? τζ τμ,ζ τoU λ,1 κΦ ο ηo!
αWσ'o xoιν oτo Lk' Uπoλoγiζεtσ το B οπo τnv aξ]oωση (]1.55) (o ro cD αno rην εξ σωση
(11.56).

ol γρομlaq M=dτoθ. τoU Σl_ι no! λογω τηζ (11.52) εivσl καlγρομ]raζ ιk=oτoΘ.
oρiζouν στρωτo ooρροπημavo oρlοκo στρaμοτα το βoρροπημiνo oρlαRo στρωμα Lk=0

oiνor σε κσοσταση iτoμηζ'oπoκoλλησηζ καlΙ!ρiζεlτo επrεδo αrε]κoνσnζ oe δuo

(B)

παW τμnμo (Lι>0)με oλo τo nρoσκολλημdνo ορiοκο στρaμσο
κoτω τμημo {Lk<ο)μe δλο τo οπo(oλ.λημavo oρloκd oτρωμoτd.



Γo ro στρωτο σορρonηlaνo oρloκo σtρ(iμoτo| σε κδθe θaση υnολογLoμoιl' ol

ιατoνop,ζ τotaτηταζ ενΦ δμolεζ. o σUrελεorηq τρβnζ ci κol olσ!wελ.oτaζ μoρφηζ
H12i' Η3ri κol Lk εiνo στoΘεροi ενω οUξονoUν ol dρΘρoi Beynolds πoU owσ.o Ιoov σο

i?Ι = &(δl) ' Ι.] = Ιdδ, iq - iz(6r)

ΣUνεπΦζ, oε δλσ τo σoρρonημ,νo oτρωτo oρloκα στρdjμσo' το XοUξδνεl δdo'nρoxωρo'
τo ορloκo στΦμα' δηλoδi] εiναl

dx > a o 1'57)

H ρoν6τoνn μoρφη πoU oπopρ,ε απδ τηv {]1.57)δκσoλoγε την επlλoγi]τoU X ωζ
ονεεoρτnτnζ ι]εtαΘλητηζ

11.25

Σrηντελευταio πeρroxη τo Lι αUξΦσ ξoνα μετo H1rk κaΘωζ η τελεUrαio noσ6τnτατεiνε

0, η Lξlolon (11 39) επΘδυ€l

01.53)

1τo iδΦ, a)"\α με K:1' μnοροrρε
στρaμοτο, oφon Χo εκεi σ\ιε n (1

N (αμnaλη M=_1/2 δπoU παnouννo !φ στoηοlτo oρloκα oτρωμαiα, πoρouσσζετor

ΣτoiδEol.loπαρoUσοζεταl κo η καμπυληo!δaτερηqεUσταοεEξ (neutrals1abilty)

τoUsοhlchlingLnα)'Kατωαπδτηνκσμrnληo!τli'toστρωτδoρokοoτρωμooiνoοσταΘaζ.
ΑUril n (oμπιλn τaμνd τnν κoμπ!λη M=.1/2 σio X=10.2.

Δρo \ ο .'ο 2 δ., J loοo'.r νo, .o |-ε ιLο-oΘ' oiρωro οοlo'o o'ο:-οlo

ιι' !

vo noaμε καl γα τα τUρ9nδη
1.5η).



Π1'1 ΙΞ!!Eq!]9ΣEΞ!Ξpoq!!\4!!4!!φΦψ

Σιonδξio! nαρoρτημoτoζouτoιεiνο νo δi]σε μ o σι]wο]rη, qλλο οπαρxaεooγωγn
otn Mε6οδoλογiαiωvnεnεραoμavωνΔloφoρων (n.Δ'' FinilΘ DifΘrence)' Αnοτeλeiμ απρωτη

γνωρlμio γiα oσouζ δεv aΙouν ΠaρακολoιΘησεl σiστoxn σaρα ραΘnloτων στo
noλUiε}γεio, εvi εiνοl μlo γενlκil εηονaΜψη Rα davοψη dt,dεωv γ α oυτoι]ζ noυ ηδη

lνωρiζoUν τo οr]κεiμεvo.

τα nρoBλilμαrα ρo'iζ noυ θα μαζ Φοσxoλησoιν δ 
'πowol 

απb μη.γραρμκaζ
δiαφoρlκ,ζ εξσωσεlζ' o oποiεζ nρaηd να επλUΘουν στopρlo πoU μοζ εvδ σφaρε|ko τo

oποiο καθoρiζετσl aπo τo φUσκo oρlο των duvσrωσnν iηζ oτρoβlλoρηΙoνηζ πoU

oJo'o'']. F roρoao_ι o.αrLo ν \ε'ol 1 o ζ.ο δδοοlo ο υο o ρoΓ(. fuplζ o|-ι. ol ro
vο π. o oρ,ζ. lη \n. o' ο'l.. l- or l ο!oo-oo. rou ιΓ.) Jo_ε.oL oJ.ι'o:ζ {,ρ ο. μ. ;ιo
oλλο δ ακρτδ, οπoτελεiτη φασn τηζ Δ α(orοnoinσnc (discletiza1]on), n ono ο πρoηγεiτol
τnζ ΦaλUσηζ τωv εξσωoεων μe σΥημσο πεπεραoμdfuν δ dφoρων. H Δ oκρ τoπoiησn μoζ
εφoδaζe με dvσ π.περασμavo σavoλo oημεiων' πoυ (oλaπτo!ν τo lωρio ρoηζ καl στo
onοiα n γνωσn τωv εξoρτημavωv καl αvεξαρrnτων μeτα9λητnν θεωρeiτol oτ εiνo πληρωζ
oWπρoσωπεUτκη των φo]νoμdfuν ρonζ πoU λαμβoνouν laρα σro nεδio. H δ oταξη των

κoμβκωv onμεiων μaσο oτo πεδo γνετΦ με δoμημavo τρaπο κo οUτδ αnoτελεi

ldρonηρoτκδτnζ μεΘoδo! των n.Δ. (σε αqiΘεση με 'o μη δομημaνoτρaπo μετoνοπoio
γivετοl η δα(ρτoπonoη στη μaθoδo των Π.]rcρασμεων Στoη€iωv). To σavoλo των

δoρημeo τoποθεIημ,νωv (oμβων ονopαζεταl YnoλογoτΧδ nλ,γμα nεπερoσμdνων
Δοφορων' ol μερκθζnαραγωγo] ποU nep]dχowαlστ ζ μDρκaζδ oφορ κaζ εξοnσ. ζ (μ'δ.ε.)

noυ λnνo!με, πρoσεγγiζofol, γo ΧoΘε κoμBRδ σημεio, oπo tζ δ]αφoρaζ nμδv τηζ
επlλUoμrνηζ συνδρτησηζ oε γεπoMxoaζ κδμβoιq (σ το πρδβλημα επiλισnζ τnζ μ.δ.ε.

μεtαoxnμoτiζεtΦ σεaνo αλγε0ρΧa πpoβλημo' Boσiο xαρoκτηρ στlκo Xαθε ονοnτUξηζ σε

nAPΑPτHMA n1

MFΘrrΔοΛa1ΓιA nEΠEΡAΣMEΝoΝ ΔιAΦoPoΝ

τo oφσλμα oπoκonaζ (irunοaiion ero.)
ηoUμΡβοoIδτηio (coisisieic,
κΦ n ευσταθε|ο (stabi lV)

H awolατωvγεlτoν'Χδνx6μβων: Θεωρoaμεioδ δoσταro oρθoγωMo nλεγμoτo!
ΣΙημΦοζ Π1'1 τoυ οπoioυ ol κUψ,λεζ εiνο opθoγωνinζ !ορφηζ με rλευρaζ (Δx) ιΦ (Δy).

o|γεlrovκoi (bμβο ενoζko!βo! (i,j) ouμβoλζowαi με (+1'),(i 1j)'('j+1)'(ij 1) κΦ Φ(Φ)
a]νσ n εξoρτημ,νη μετoβλ!τη η οπoio oroν κδμβo (i,j) εΙq τnνnμi Φ ]=Φ(x€,yd τδD



),.t.J

'i,i ,i

H i(φpσση μ|σζ πoρoγΦYoυ σo oημεio (}b,yJ μnορεi νo γiνεl' Φ ΘUμηΘoι,με τo

βασκ6 ορLσμ6 τηζ nσρoν6νou' ωζ

aΦ dΦ'. ' .. Φ(:ο+Δrnd_Φι4,rο)
& Φ & "'^.{

dΦ dΦ- - .. Φ(ΙiJJΔr)-Φ(ξ.yJ
Φ Φd Φ "'Δ'j Δ}

H xpilση τηζ ΦdnτUξηζ σε σε ρ6 τaylol δiEl, γlo πoρ6δaγμα, orΙ

Φξ+ΔΙω=Φll.J,J+# |lJΔr:+ |i/? t...

on6τo πρoφotiζ πρoκ!πεl 6τl

aΦ-'_ ΦΘ+ΔιJ,J Φσ",J) dΦ, Δt
a'''' ΔJ &:|ν2l

noυ ι]αζ επlτρ,πol να αναγ!ι,)ρiσoυι]ο τo σφΦμα σoκοπηζ (σ.o.) ωζ



Ιl1.3

Φ,,,1=9ψ 9]l-." "r

," " '= 
ic 4Ξ. =α^,,
aι1 q 2l

τo σφωμα αnoκοπiζ εjνoi ονaλoγo τoιJ ΔΙ
εiνaι aκρiBaoζ nρiτηζ ταξηζ.

Ra γα τo λoνo o!τo 
'ο 

σYaμα (Π].1)

(Πr.1)

(Π1.2)

(n1.4)

ο(Δ t] (nr.s)

(πl.l)

ΣyημΦσ π.δ- γlσ τηv πρ.;'τη πσρaνωYo:

sι,l-9;},ιoo

$ιυ=p.αoo

$<"r=9;p.0,o,,, (n13)

Απλo Θo onμεΦσοUμεoτ ro σ.o., εXφpoζδμενo ωζ ο(Δx) ηo(η2, δεν κoθορiζε τo
σκρB,ζ σφoηoηoU εμηερεxεlη πρooaγγlση' oλλσ δεiΙνεl τη σ!μπερlφoρo τoU σφaλμoτoζ
oτdv ΔΙ.ο. oiα Δx-ο, ΦομΦolrμε Φ 

'νa 
σ.σ. δεΦερηζ τnξηq o(Δx)2 Θq εiνοl μ Rρoτoρo

Φδζ o.a. nρΦtηζ τoξηζ 0(ΔΙ)'

ΣlιiμΦo π.δ. γισ τη δεnτερη παρdγωγo:

#"o=

4,ω- Φι 2Φ Ιι!+Φ Ι.,! +

*,r= (Πr.6)



n1.4

Σxiματσπ.δ. γ'o τηνπρδτη πσρdγωγo στo 6ρlα:

Φu,1= -]Φι'4Φ"ν-Φ,-ν.o,o,,'
&-

aΦ, ' lΦir 4Φ] lJ-Φ, 
' ^., ].

τα nαρonoΦ σΙημσo loΙlouν oτσν η αnooτoση (oΘε κaμβou oπο τoUζ δUο

εκΦaρωΘεv εivαl σoΘερil, δηλoδi oτΦ ΔΙ=σoΘερδ.

(rΙr.η

n1'2 Aνdλιowd. σ. π.δ. uE Meolκn Δ dΦoolκil Eεiσωσn au.δ'ε')

τo σφ6λμo οπo(oπηζ μπoρεiεικoλo vαoρ στεi αno τo nαρ6δaγμα 
'ηζ 

μ.δ'o' πoU

σLnpoσωnajε ην εξioωση τηζ Θερμδτητσζ

(πΙ.η

(ΠΙ.0)

Φl'1-Φi ΦΙ.l-2ΦJ'Φii

Γlα avo μovοδ doτoτo nρoβλημo η oναλUση με πρoσω δaφορaζ σo tρδνo κdl
κawρl(εζ δ dΦoρaζ στο yiρo δiΦl

(Π1.1ο)

Χpεβζετol ΦαλUση opωv oε σaρaζ τay ol' γLo νd πρoRιψεl io σφαλμo αnoκoπiq

ΞΦ dΦ Φi''-Φl Φi.Ι-2ΦirΦlΙ
a a12 Δ, Δ:i

I JΦ.Δl JΦlιΔn, l
l δ, i2 &'] ]2

δnou οι oρol σl]μΒoλiorηκdv με

(πl Ιl)

(μ.δ.".) μερκη δ dΦoρlκil εξioωσn

{ε'n.δ') εξiσωσηnεnερoσμ,νωνδοφορnν
(σ.α.) σφoλlo onοxoniζ



Πα nοραδε1γρo oναφaρoU!ε

Φi" Φ:' ΦL, Φi'' Φi'.ΦΙ_'

(nr.12)

(Π1'15)

(Πr 16)

Π1.5

onoκonilζ εivol to(Δυ+ο(Δrl n Φλo o(Δi'Δl)

(ε.π.δ')

ι] oνoλloη (n1'11) oποτελe] iνo ποραδεlγρo ρη-nεΦ€γρ,νoU η

σ}ημσoζ εiνα ro oxnμo εκεiνo no! μoνo 6νaζ oγνωσoζ, oδδ o (Φin+r)

μπoρε i νo εκΦρo στ ε i σUνo ρτilσε L vνuσ6v πο σοτητων.

τo σUμβιβασ6 τoυ σxiμoτoζ π.δ- ξαdφαλζεl or η ε-π.δ. nρooεγγiζd την nρoξ
επiλUση μ.δ..., Kαθωζ n onoσoσn !εταξι] των κδμBων rεiΦ| σo μηδdν. ΣUμβoλκa

ιiDιμ.δ.ε) (ε.n.δ)] = tin(σ.r.) = 0 (nr r3)

τη λυση rηζ fi1.9) μετo oΥημo Dllon-FlankΘ, δnλdδn

(n' r4)

Α.oλJoη oε oερεζ τayol l.l {n1 '4, ο1οδε 4 .ι' oa

,".".,.g{9jιι., .Ξ9l 1ag]' lΞ91,Δ,),.
12δi j ;ιl;\ΔJ/ 6ar]

εiνo] nροφαvn τα πρoβλη!ατo τnζ Π]'15) oταv Δ1-0 καl Δx.ο'
ρUΘμο. τoτ (Δ1Δr.ο ; Δ'lΔ. 0 o-δjε lo oΛ1 Jο (Γ1.'4) Φ,o'ο',ε Φ-

noUnpoφoνωζδΞνενo ouμβ|Bαoτli μεtηνπροζεπiλισndidωdη (Π1.9).

EυστdΘειo oνoζ σxiμΦοζ π.δ. εiνol io νo μnv επrρ,πετol η εvioluoη (κoτα τη

δ6ρκεo rnζ επoνoληπτ κliζ επ]λUoηζ η τηξ δoδlκooidζ nρoaλdσηζ-malchino) ενoζ
oπoοUδaπoΙo σφαλμσoζ nου ρnoρεi vo εμφoνlσεi σε onoΦδiπoτε σημεio. H μdΘoδoζ
ο);γχoU κοτδ νon NeUmann c]vσ n nερdσoτερo lρησμonοonμενη μΦoδoζ εUστσΘεloζ'
κolαUni γiνετo η αvολUση

(n1r7)



n1.6

ο.oυ λΞμrydδΧη στoΘερo, owκαθστoιμε oiην εξiσωση n.δ. κσl Uπoλoγiζo!με τo

σΜr€σli 
'νio'i!oηc 

(ampLiliΦtiοn fa.toD απo tη σxdση

(Π1.13)

εφdρμoγη: H μεΘoδoζ ελεγΙoU τηζ ευoτoΘε oζ κoτα νon Νeumann Θσ oφdρμοoτεi

ενδεΙπlκα νlo iην nερir!ωση no! η pοinιJacob μ,ΘoδoζYρηoμοπolεiταlγoτηνεniλυση

(Π1.19)

(nr.20)

(n1.21)

τo σφ6λμσ στρoγγUλoπoiησηζ (Ιound.ofi eιol) oφεiλετo σ]ζ στρovγUλε'oεζ
πρoγμonκΦνσρlθμιiνσaμφωνα με την αΧρ βε]ατoU Uπoλoγ στa. Σε μερl3oι]ζ Uπoλoψσμουζ

n nμi] to! σ.σ. εiνa aνδλογη τo! nλnθoυζ τωv κoμ9ων τoυ πλ,γμσoζ (ol o'ouτ,ζ τ ζ
περ nrd]dεlζ, ιdowoζ τo πλaγμo nuwoτερo, kερδiζouμε σε με ωση τoU σ.o αλλa xδνoUμε

Aν G l1τoσxiμoεiνο εUσταΘaζ. Aν G >1τoσxημoεiνσl
Uπo oρoL]c μnoρoι]l]ε νo ayoυ|rε δτΦη oνLσδτητd G <1nληρεito

!lo;,,,+ο1'.οJ.,,r. |ro1, 2Φ;'tΦ:,,1-o

ιd oν (Δx = Δy) oπoδε wυετa o1o σUrελεστnζ ενiσ}!σnζ ε νo]j

c=r. Lι*.a,-ll..!r*gl' rl

καl τo oxl]ι]α εiνο auσoΘ,ζ oφoι]

τo σφdλμσ δlοκεκρlμενonoiησηζ (disσeιzalion θΙiοr) γεWοτσ ono τnν

oflιατoσrαoη ενδc σUνεYoιξ nροβλlμοτoζ ρε,νo δ oΧρτδ πρδβλημσ. Γεν(o aΙouμε oτ:

(p δ ε) (!πολονοθ.σo λ!on) = (σ.δ) + (o ο )

τo σ.δ. περ,lεl τo o.o. κo σφoλματσπoυ oφεiλofοl

(n1.22)

στoν τρano noU \εlp]ζaμοστ,



Π1.3 Συ\4ΦnΙ!xΙuooΦn!s

H μ.δ.ε. γραμμ'νη σε συwηρητlκΙ] μoρφi (conseΝative lοrm) χoρoΩηpiζπdi αno
ro on ol σUwελεστiζ των πoρογ.iγων €iνol oτoΘερoi oρθμoi a, oν δεv εiνΦ, τδτε οl
roρoνUγol'oJζ δεν εJφo,iζodo' ro.θενo |-ioο στ εξoJoη.

Πoρoδclγμα: F εξlοLoη lηζ ο! }λεoζ oε οLf'lρ]l.η |-oρφj

Φ*31*μj1o9.o (Γr1.23)

(n]24)

oδηγεioUΙlo σε oρLΘμητκσ πρo8λημσtd εκεi

oυνεYη nρoβλilμoτo (κι]μα κρoUoηζ).

H εξioωσn σε μn σUrηρητrκa μορφir

Φ.. rΦ-el.,Φ''Φ=oa'ιδ Φ] δ Φ

MLo p.δ'ε' σe μη_σUWnρηnκη μορφil
anou ο σUwr€oτdζ εiνd oσUνεxε ζ li σε α

H duwηρητlκli lδιδτητα Dνδζ oxilμoτoζ n.δ. σημojνε την αnαλoφi oε κaθε

lnoλογEτ κ]i KUψaλη τωνορωνρoiζ θrσ nστε oε oλ kli αnoψη o μδνo ορol nou απομavοUν

νσ εivσl ouτoi nου onΦτoΙουν στo oρ]o.

Πd βαΘιτερη γνωση τηζ lιΙεθoδoλoγiσζ των Πεπερoσμaνων Δlαφoρων, ο φolτητηq

μηoρεiνo Φσρaξε στo ndρoκoτω ouγγραμμαro:

Γ.X Mπερνελa, 'o Γ]εnερσoμεvεζ Δοφoρ,ζ στη lMηxovκη των Pευσrδν', ΑΘilνo 1933.

D.Α. Αndelson, J.κ. τannehi] and R.N' Plelοher, coΦρUtalon εlυid Mechanοs and Heaι

τlanslea, Nemisphere Pιbιishina co., 1934.



πAPAPτΗMA π2

ol MoΝoΔlAΣτΑτEΣ EΞΙΣoΣE,Σ EULEn

Στo noρoρτημo αUrl] Θa ovστυβol]ν )€πτομoρωζ ol μovoδl.ασοDξ εξol;,σεlζ ρoliζ
μdσo σε avαv .rγωγo' oΦ ouτoν τoU ΣΙημoτoζ n2.1 noU ,λσ δlσoμη s=s(x),
μ6rαroλλδμενη με τηv onoσrσση x. ol εξβωσaζ ρoiζ, nou εκφρoζoUν τη δlσηρηoη iηξ
παρoχηζ μoζαζ, τηζ oρμiζ καltηζ wεργεlαζ μiσo σoν αγι)γo, μπoρol]ν νσ

Γl2.1 ΔoΦοοεrιKξ. ΓοdΦεc τσ EEιiσεων Polic

α!Φ-q!ΦΦ

αρr9 aιρ!:-p)s -z9a1 a, -e

oπou E εivΦ η oλκη εΦργε o aνα μοναδo μσζσζ κo H εiνol n ολκη *€oλf,iσ γlα nζ onoiεζ

(Π2.1)



2 | 2 '' 2 2 'ι-1 2

(Πr.r)

' "irρ Y-1ρ γ γ-1

onou c oiνal η τoΙ!τηto τoU ilxou.

ME εvoλλorlκli γραΦ1 των ξlσΦoεων
των noραμγiσΦ κol αUτi εiνα η

J' &'& slτ

aι aD 'aι orc1ds

(Π2'3)

(Π2.4)

(Π2.5)

(Π2.3)

(Π2.1) μπορεi να npoκιlψεl με τηv εrε\εσn

(Π2.6)

lΓ'2'ι

ΣWoψiζowαζ nζ εξEιiΦlg (Π2.6), σε μ]α μoρφil 6nou το δ@νUoμo των ξoρτημaΦν
μnαβλητG,ν εivαl oυτo των λ0γ6!ενΦν !L.q!]ΖΙ!ρjΙl!!i!y μετoBληrnν, το οπoio γlα τη σιM'trτlα

μπoρoιlμε νσ γρ6ψo Uμ ε σε δoνUσμσlkη μopφη ng.ξlσΦσaζ ρoirζ ωζ

6πoU τo δεξlδ μaλoζ τηζ (Π2.8) εiναl τo



Π2'3

0= 1Φ (Π2 9)

(Π2.11)

ιΙ12'12\

(n2.13)

λ- (Π2.10)

Eνoζ εναλ)οκΙff6ζ τρoπoζ γραφilζ γlα τηv εξiσωση (Π2.θ) εiναl αUτoζ πo!
)(ρησlμoπolεi ns }€γoμενεζ σUwnοnnκi< μετoβληrεζ τoU πεδiou ρoiζ, τo δΦUσμσ rωv
σMηρητι{nν ρετoβλητdv oρiζ-ol ωζ

ol εξlσΦoεlζ (ΓΙ2'1) μπoρow να ξαvoγραφoιlv σlη

Ει

οUrηρηnκll μορφil, ωg .ξηg

a\ρu' a\ρu1.Dι \ ds 1a&

aoδ alοΙrn l ds
&&sa'

κol νo σwoψlσ9ouν Φη δ@UσμΦiκi γραφil

!!@,,t)

(,"8r+(+)

i['ι"'",ξ]
(Π2.14)



t12.4

oui' to a περaxε] to δεξlα μaΜ τωv εξ oωoεωv (n2.12).

Γoαγof,oζ lnv lo\Jβ'Φr οοζo oο A. σιuφJvο uc rr oλ€ο1

02.15)λ=a=

η εξiσωσn ο2.13)μπoρεiνo γραφεi, εφαρμδζofσζΙoνkoνovoτηζαλUσωτηζπoραγnγioηζ
κo τα ΙMnστa oπδ iη θεωρio των σινoρτaσoωv πoλλiv μετoβλητων, ωζ

ψ''Φ-^* "; ν ιΓ216\

n2'2 Eπεεεoνασio rnc loκωσoνlt oοizo!σοc A

Στn συν,}€Q Uπολογiζowol ol lδbτ μaζ kαl to δloδ Φυσμoτo rnζ loκωβlΦiζ
oρiζoUoσζ Α, n οπoiα ηpoκυπD oπo τnν oναλUση τωV εξiσωorων poilζ με τη χρaση μη
σUuηρητ κων μετσβλητωv. ΓE rηνop]ζoUσα ξ oι Ιδonμjζ nροκonτouνonoτηνεniλUση Ιηζ

det lr-j|=o |n2lι

{Π2.Ι3)

To ιrnερβoλ(o σ]στημo των εξ@ιi,oεωv ρoiζ δ]σΘετε ιρaζnρoψαnκaζ δonμ,t Rσlτρiσ
γρoμplΧα aνεξoρτηrα δ]oδoνιoμοτo. H εniλ!ση iηζ (Π2.]3) δiw τlζ τρεlζ npσγμoτXεζ

H ει]ρεσn fuν σρlστεαj,v δ@δQvUσμσΦ τηζ lακωβ]Φηζ ορiζoUooζ πρoκυnτεl onο την

(Π2 r9)



I

τα aρoτερα δloδ@noμοτo τα oπoiα ηρoκ0nτouν εiναlτα εξηζ

Ι\=ι. ο -ξl

t"1.

aποU o δεiκτηζ () δεν oθρoiζετο

112.5

(r12.2A)

H τr€Uταiα μπoρεivο vραφε ονoλUτκδrερσ kοl ωζ

(r2'2ι

ιI12'22)

δ εiνo αUΘojρετεζ σταΘερεζ' o oπoiεζ !πoρoUν vα oρ oΘoι]ν
οδ οΦo'1' dιφρooη γlo -o δrcδ αιoJolo ιr2 2Ζ,' noρ' Jο

Χο oυρφωνα με rον τpoπο με τov οnoio Uπoλoγiστηκον
αρloτερn δ@δονυσμοro, πρoκnπτd δτl

'-a)
l'=/" ε !]

oποU o πoσdτητεζ σ' β Xo
κaτo Bo!λnση. Mlo τυn kη

τ'λοζ' nρanε]νo παρoτnρησoιμε δτ γ'α GoηΙητlκi1ρoη τo onστημσ δQθaτε] διo
θεnκdζ δoτμdζ (λl κo λr) ko μ]α αρνηnκll (\) ΓE τnv υnερηΥητlκη ρoil Uπσρxo!ν μ6vo
τρεlζ Θετ κaq δloτμdζ H αVoλUon α!τη npoφαvωζ σxυo με τnν υnδΘεση ρoηζ ποU
ΧorεUΘnνετοl πρoζ το Θεilκα X Kαlaλε ωζ φ!σ κil σUνaπεiατov (οΘoρσμ0 τo! ηλnθouζτων
ορoκωv συvθηκδvπo! εn BΦ'\owoloτην εiσoδo κoi την dξoδo τoU nεδiou ρoηζ.

n2.3 Δoνωνonοinσn inc lοκωΘQνnc ooizouoαc i
Απδ τn Θ.ωρiα πνokων

nρoηγonμeνo o δΦτμεζ ιol τo

L ιλ=Δl 
' ln2Δ'

Ιl12'24)

με oτoλεlατζlnoλoγoΘε οεζ lδ oτ μiζ τοu n voλσΑ lolδnoU on νoιoζ^ ε νo δoγωνoq



n2.6

on,o1oζ L rιρ./r io δ oδ.o\ JoJolαiou Α l-νο δ oδEνUoμο ο]o o.lpo rou π !o.o) ιοl

Eκλdγowoζ dυΘqiρετo 6Ι o=β=δ= 1, oπiνοκσζ rrγραφετσ εnioηζ ωζ

to-1

κol o ofiσρoφοζ του δ vε]

"β a
.ε !

Ιn2 25)

(ι12 26)

ιl12'27)

Π2.4 ιMετoτooπn ΣUrnonnκιiνσε lιΙn_ΣUwnonτκic MεroΘλnτac

H μoτotροπη onο avoν τροno γpοφnζ των εξ@ωoεων ροaζ μo τη xρilση των
oUWηρηnκων ρfa9λητων U, σε aνΦ oλλo τρoπo γρoφηζ με τη χρησn των pη-σUwηρηt Φv
Uεrοβ\Ι nν V. δirε-o| o1o rrv loι! Bov oρ,ζo_oο rou Jπoσx1Lo oJοJ

M - Ψ \Γ2'2B]

N σκωBEνi oρiζo!σα lι! oρiζε'αl' κατo τα vνωστd, ωc

.L -L
1ι
2: !Ξ

Αζσnμε6σoUμε on oτΦ γΦρ]ζoUμεrα δεξ α 6bδloνισ!Φo τoυ Α, αUτo θα onoτdGσouν
τζ στηλεζ τo|r niνoκo L' ενω, oτoν γνωρiζοUμε τα αρlσερα δoδrαvnoμoτο τoU iδo!
πivακσ' oυτo Θo οπorελiσouv τζ νpoμμdζτoU πiνd(a L'r.



4ι)

_α!Ι)

L[ι-1",,l

2 1-1

_ζ!)

atη l J ,l , Ι J
aιiΔ 2' ) ΦΙ1-1 2' ]

τΦv oρ Θμηnkοv nρδξΦζ παiρνεl

Fl2,7

-qρ

_αΦ ιn28')

(n23ο)

(Π2.31)

ο2.32)

Ξε(Miwoζ αno ην εξ]σωση ρoaζ' onωζ oυτi) γραφεro
μετo9λητiν U, nρoκnπτd δ]oδoxκα nτl

- M!'λ]r!!-o

- !'1yι4a1Φ=y"6

κol τελ κα η γραφli τΦ ξβΦoεσ

aι-λ9L=δ

A=M 'a

ρoaζ dτη !η-σUwηρητlκil μoρφi roυζ, ωζ

(Π2.33)

o oρσμοζτωνμη-συrηρητlKi' lokωβloMiν δεvoπolτεiτονσ'εUΘεiqζ oρσμoκoIooτoτlκliν
σχ'σεων γla τo ρει]oτ6 κo κoτo σUνεπao εiνα nερdσoτερo γενlκδζ. Eπσδli, 

'a)Φζ, 
η

σUwηρητlκil A κol η μη.σΦηρηnκη oρiζouσo λ σ!νδεoηαl oπo τoυζ μπoσtημΦlσpoι,ζ
'των δno nριj)των εξEd,σεων τηζ F2'33), olδUo oρiζoυoaζ aXoUν n9 iδ εζ lδrcnμaζ, A!τo
εεiλlou πρoκωτεloπ6τn δEγωνoΠoiηoη iηζ oρiζouσoζi, aπωζ φαiνεtolσrζ πoρo(ατω



I'
_ λ=(ML)^(L'\Ma=PlJ'j

(n234)

(Π2.35)

(n2.36)

n2.5 Εε6ωσ6lc ΣUυ38oστδrnτoc νlσnc lδοnldc λι)

Aπo rην ovαλlon πoU aνlνε γlα την oκωB ovil opiζoυσo A τηζ μη.σUrηρητiilζ
γρoφaζ τηζ μovoδιoσrσrηζ εξioωonζ ρoη9, μπορonν νo πρoκ]]ψo!ν τρεlζ εξlσΦooζ, or

onoiεζ oνopoζowol εξσωσεξ σUμβ βoσoτητoζ τoU σloτilμoτoζ, λογω τηζ lδloπερηζ

φUσκηζ σημoσioζ πoυ oυriζ,IbUν. ο εξ o.ισε ζ σUμββαστδτητoζ nρoκ!πτοUν qnο iov
noDοn)οo oσμδ των εξ]σωσεων ρoilζ μo το σρ στερn ΙδDδ@nσ!o1στoυ olon]μαroζ Iι),

Νψ'EΦλψ=ΙΦo 
'=\2]arAr_

L lψ'L lλψ=LΔo

- L'Ξ!'L'λL L !=L ο

- L 'elΜ ' 
aa=L 

'a

H εκaλ.ση των oρlθ μη n κιiν πρoεΦν δiνε οτl

|Γ2'3ι



--ι

1
_a

I
I
L

:l
_1

!_

1

,n
"l,l

_1

.L

_l
li'1,.

(ΓΙ2ja)

(Π2.39)

(n2.4οE)

μη1ρnων oτo σlwr€σi τηζ ΙΙnρκnζ

l:':

xρησLμoπoΦWdζ nζ oβσaζ (n238) κol (n239) nρoκιπo!ν ol

εκφραoεlζ γjo nζ Ιρcζ εξοUoΓc σLμB'βoοrarηroζ ΓoL ενol

Ιλ 1δ1 !. a\
a pca ιar ρ.δl sdr

Στo oημεio ouτo ε σΦοUμε τlζ xαραΧτnρστκaζ
onojεζ oρiζofd on6 τ ζ πoρoκσω σxaσεΙζ

(Π2.4ογ)

μεtoβλητaζ τοιJ συσaμdroζ, ol

(n2.41)



ftl

1

-L

1

"']*f;} 
β}+**ιl 

t;

1

li:Ι
Iorl

1r2.42)

δηλαδiΙ

Π2.6 XoοdΧτnο onκh Γοαoh των ιMoνoδδσorων EεEιi,oεων Pohc

xρησlμoπodwσζ τηv τελκli aκφρoση tηζ σχ'σηζ (Π2.37) (ol

αρloτερd με τo μητΦo L πρoκιlπd 6τl

- {'ι*=τ"a

H f,αραπα\Λ,) γραΦη εivo aα μn_πoπλεν!aνο σινoΜ €oωσΦν ωζ nροζ τΙζ Ιgρorηρlστlκaζ
μετoβλητξ πoU πoρouσEσoμε πρoηγouμe!ωq, αφoι ΦoλUnκoτερα γρ6φεrΦ ωq

(Π2.43)

|n2'44Ι

(n2.4s)



ol ξ@ωσε ζ (Π2.46) εκφρnζo!ν τoν rρ6πo με τoν onοio o] xoραrηρσlκaζ
noooτrrεq wl. w2, s5 τoU σ lσiμoτoζ -.ταφ. οof αl lΦ ο ζ οM lσ σ rζ koρoi-']ρ onλdζ

n2.7 ol Mε'oΘλnτεc Xolol Α!,τσΒλnτεc FiΘmann

ol εξlαiσεlζ (π2.46) μαζ εntρdπouν να oρiσoυμε nq )€γoμενεζ μεταEλnτaζ καl
σμεroBλη'oζ πoσδτητεζ lΦτσ RiΘmann. o oρoμoζ τo!ζ πρoκιπd Φo τη φUσlκil oημooid
nou αnοδiδετo σnζ εξσωσεξ αUτ6ζ κo oivσl

Θ η f,oσdιnro δ.,=δρ +δ? δorηρεiΙol, μΦσφερoμryη με τσψrηiα U πoνω στn

xαρocηρlσ κli πolJ aΙ€ι εξiσωon

κo γιαUτo λ6γετol αμετoβληΙn Πoσoiηrα Riemann.

βJ 1rooo-1-α ε,--ει, l ιz.οι.lΦ Lε-oφdρfo μενoJoIoUε"φρoζαηδεJ'Lρη

εξ σωση (Π2.46), noνω σ'η Yoρoκτηprσlκη nοU aλq εξiσωση

dι*"

κol γlαUτδ oνoμoζεro μroβλητil πoσ0rηrσ RiΘΓ.ann.

ιΦ 1 nooo-1rο ι*'-ε, 1 ε, ιu 'δo L.-oφrρfo με νoμο nοU .λφρoζε 1 lρilr

(Π2 46)



112.12

ξioωoη (Π2-Φ), naΛΦ σlη χαρoκrηρστlκli πoU aχε εξiσωσn

ψ="-"

Χol γaoUτo oνoμαζεταl επiσηζ μηoBλη1η Riemann.

n2.a ΠoooτnoiσεE πdΦ onc EEbδσεr ΣιUθ Bdσornroc

olεξloωσεζ σUμβ]βoσoτntoζ μπoρoav εναλλα(ilισ να γρoφoιν oτη μoρφil

dΘυ*!ΞdC'D=-!:!!

aC'υ)Ξde'b-"ΥΦ

δno! olτr€σaζ d(ο), dl+), d1)ow@τolχol]ν σlζ τρaζ Φ onμ,ζ rou dυσημoτoζ (u,u+c,υ c)

da=!,"!

aη=!ιuιl!

a'=!ι'-l!

\n2 4η

(Π2.43)

Πo εσΦδευnκol]ζ Μγoυζ θα nαρoUσloσΘεi η φυσlκi] onμασiα τηζ πρωτηζ εξiσωoηζ
σUμB|9aσoτηrαζ. Γωρiζoυμε oτ η Mpon]σ, σε κnΘε σημεiο rου n.δioυ δiνεrolωζ

"-" - 
υ!!!_

- S Sλ=cJ'? cJ'pλ.'Υ.J'ρΔ-.!cJaρ (n2'49)

- asu'Φ 
",'Φ

οπolJ rα μεγa6η με δεirη (Α) αφoρow 6νo ουΘαiρετo σημεio oνoφoρoζ τoU πεδiou' H

τελlkil σΥεση τnζ (r]2.49)6iνo ouσlσστ Rn μ d βoλ Χη γρoΦη γ]ατoδβφoρκ6τηζεWρoπioζ.



*= !t(r"-+) (n2.5ο)

H oχaoη (n2'50) δεixνεl Φ η πΦτη xαρorηρσlκil εξiσωdη τoU ouστilμoτoζ
(Γ12.47) 6oδWαμεi oπλa !o τη δlΦηρηση τηζ Μρoπioζ

4-u .rρoφoαq"o- -ε'οorο,εlνo σl ε oνLroρp.voouνεlιlεζ

τθλoζ, ο xσραιτηρ onιaζ εξ σnσεlζ μnoρonν ακδμo να vρoφουν σrη μoρφn

(Π2.51)al b \ al 2.\ ιdJ
a'ι γ ι/ a:\ 1-r/ saτ

Jl 2.\- .a/ 2.\ ΙaJ
d,ι γ-l] ,Ιι γ ι, sdr

oπou νEtnδaΙερη kαiρπnεξiσωση aγNΦκoτσλλη)€ζΦoδ oταξεlζoρωνoΦalriaqπoU

xpnσμoπolηΘη(αν nρoηγoι]μενα vlo την πρiirn ξiσωση.

Παπεραlτiρω εμβdΘUνon oτην ιlλn πoU πoρoldlooΘηκε oτο παρopτημo αUτo σUvldτorolτo

ο' HiEch, NumeliοalοoΦpuia1]on οl lnlernaιand Εnerna Flο6',volume 2, John\,νl€y and



Π3.1 H AoΘlnn(ir Λ'jσn τoU Hanlee

Γiρω στo 1937' o Ha]1ree laρoUdοoε oρΘμηnκdζ λισεξ τnζ εξiσωσηζ FlakneFskan. ol
oρΘμn'κaζ αlraζ λισe]ζ οφοροι]vτn δnφορkη εξioωση (10.72) πoU πoρouσ6σ€ηκε oτo
λrφo\ο.o 10 ιο l oι r.ovο)o.ooιnΦ cδj \n \δ\ο 'ζ l \-ρolΓ'o.

Ι"."n'',9o-Jo)=o (a'72)

|]o ορ oxaζ σUν€ηκεζ nζ

nAPAPτl.]MA n3

ΑΡlΘMHτlκH ΛYΣΗ τΗΣ ΕΞ|ΣoΣHΣ FALκNER_sκΑN

(10.71)

H εε σωσn των Faknerskan δiνεl rην οδoσaτη ρo κη σUvσρτηση f(n) πoU, oν

λρrομo1orΘci\ol'ν._Dοοo -o':---οζoloοlρJδoρο.δoο;Jο
εn τρaπd την anαρξη ouo oτηταζ. H αδδστoτη σUfεrαγρ,νη n εxεl oρ oΘεiωζ

00.31)

κo η ομo6τητo lσlaε γo εξωτoρlkil τοxιτητο τoU τιπoU

δno! εππλ,oν ορiζεταl καl η ποραρεIρoq β ωζ

-= L , Δ-fa2β

τrλοζ, n nnoρξn oμo6τnταζ nρoκ!πtel στn μoρφa

! -α1)

ol λnoεζ nου Uπoλ6γlσε o Nanιee oφοροιvτo δoστnμo 01933<β<2ο0 il @oδ:]νaμo -

ο.0904<m<Φ,]]εβoσnτnμεrαξιτωνmκoβσx'σηπoUoναφερΘηκεrρonγoιrμενoΣημεΙι]].
νοUμε δn, σιμφωvσ με την εξiσωοη (10.76) nou κoθορiζεi τn μoρφa τηζ εξωτερκηζ
iαtnτητoζ' Θεnκdζ τ μrζ τoU β a τoU m ow]στoΙoUν σε εn τοΙ!νδμ.νη εξωEρlκη ρoη' ενιir

oρνηικεζ τμaζ τoUζ awστolΙοavσε επβραδUνομεvn εξω'ερ ni ρo]i H τ μa B=.ο.1s33 (η

. .ο.οο04,οfσ'ο.λ.ocrι.',rir,_a.ο.o|,.lο,.lο.\o'.lroΓoοorooΙιοεοloifu|,ο
σ)arε oτ l (η=ο)=ο, εγσ δε σημoσiα γlο την nερinτωσn τnζ αnoκο),λημ,vηζ ρoηq'

!:! !!



n3.2

Π3.2 Ιllyq!εE

Στην Eνδτητo αUτil δiνowαl Φ πiνα(εζ ol oρlΘμηnκεζ λιlσεlζ rου HairΘ.. Eδω

Φoδημoσιειowαl αnδ τo E1Eλio τoU Α' ννalz με τiτλo 'Boundary LayΘ6 ol trow and

τΘmpΘΘluΦ' σhΘ Mlτ Prθss, 1969)- Tlo καΘε rμη τηζ πσρομarρoυ E dm πoρouσ<ετol
εniσηξ η nμil rηζ nooo-1-dζ

i,"ι'"4P =δ.

i""ι'*9"
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Γ]3.6

H noσl5τη'd η(m) η oπoio axεlορσΘεi σtn σΙaσn (10'39o)ωζ

(10.39o)

μπoρεi νo nρokιψo Φo την oλoκΜρΦση των Roτdvομliv nοU.δiνouν ol πρoηγoιμΦol
πiνoκεζ, νE xnΘε nμη τηζ nαρoμ6τρou m. H dΦκληρωση oUτη rραγμσonoΙiΘηκε
oρlΘμητlκα κol τα Φorελεσμσn rηζ πνoκoπoDl]Wol στη σUνd\εld. H oκρiβεlo με την onoio

δiνowαιτα αnoτελiσμoτα τηζ oλoκλiρωσηζ κρiνfo] επoρκilζ γlo Uπoλoγβμoaq oτφτnν
oραxων σρωμδων. Πα τζ αδEμεσεζ nμδζ τoU m Φo dUτaζ nou δi6 o πivακdζ

σUMσΦαl κατδλ.ληλη αρlθμηtlκil πoρεuβολη.

_Ι

τdλοζ, oπo δi γ a τoν Unoλoγlσμo τoU πoρaγowd κddoτρoφηζ Θα ΙρεloσΘεi η πoσδτητd

]Ξ4l!el r ,'η

n τελεUτoio aΙq επioηζ υnολογ σΘε i Χol πlνoκonο ηΘεi. ΓQ την oκρiβεlo 
'ηζ 

αλλn κoιτoν
τρoηo xρaoηζτηζ oΙιouν ooα Φαφa ρΘηkaν n ρo nγoομ ενo'



1.5



ΣγΝEκτlκEΣ PoΕΣ ΣτlΣ ΣτPoBl^oMHXΑNEΣ

AΣKHΣElΣ

ΑΣκl]ΣH 1

Στο nαραxατω σYi]μd δivετο|avο o(oρiφημα ioυ !f,oλoγlστκoι pρioυ κo] του

πλaγμaτoζ τUΠoU N, πoU xρnσψoπolaσαρ. γlo να επλnσo!μe τζ δlδdστorεζ εξβΦoε]ζ
Nav]el slokes στnvοnδ.nrερaγ]o σε nτεριψο εn φoνε α μloζ στρoβlλομηxαvnζ. H επLφoνε o

αUiη toρoκτnρiζετα oπδ μετο9λητη oκτivα R-R(m) κσ μεrαβλnτo παloζ σωλiνa ρoηζ
h=h(m). Mε oκoηδ ενo xονδρ κo r€γxo των απoτελeσμστων nοU dδωσε o κirδκoξ
UnoλoγlσμoJ, απoφσoiζoυμ. να oUKρiνoUμε τηv nαρoxη μoζοζ roU nερνo αΠο nζ διo
δοτoμ,ζ (AΒ) oτην ε σoδo καl (Bη σ1ην aξoδo. Aν γo την εniλUση lρησμoπolliΘηκε o

rlnκoζμoτασxnματσμδζ(m,€),(ξ'η),δeξτeδττooλoκληρωnι6Θεωρημαδοτilρησηζτηζ
ποροxηζ μaζoζ Vρdφετo:

=ΙΙ

xol δΦστε τnv dκφροσn τnζ noooτηταζ ο(η)



ΛγΣH

Aν σ!μβoλidοUμε με o την πoρor1 μοζoq η

που oνa oτolΙτi onζ €νμσlK6ζ γραμμε9ξ=σταΘ'
τo oλoκMρωμα

o'lou

onoiα πoρνa oπ6 oπoEδinoτε δσoμi
(π.χ. ΑB η ΓΔ), 16r αUni Θo δiwσlαπo

δπoU A κol B oζ εiνol τα αXpo τηζ πλaγμonκiζ vρoμμliζ πoU μελετdμε. H oτolxε6δηζ
roρoΧf μαζoζ onο.vα oτolxε ιiδεζ Lil{oζ loξoJ dsΘo σνdl

6nou Ν εiνΦ ro RαΘfo στo ds μoναδoiο δnνυoμα κdl h τo noxoq τoU σωMvσ ρoiζ oτη

Θaoη τoυ ds, τo ds Uπoλoγiζετol (Φo μliκoζ μσζ n)€νμoτ xliζ γρσμμηζ μfoβλητon η κσl

=lL
lvζ l

δ@υσμo N Φiσtolxd Uπoλoγiζετοl

t

.E:
ao = av'Ν h ds = ρh v'iιΕ dη = ρhR]v'dn

γ]oτi,6nωζ εικολα oπoδε pυετol,

'ls; = Rrk"



ολοκληρωνofαζ πρoκιrnτo] n nαροxn onδ ολoκληρn τη δlατoμi AΒ ωζ

aΔ= [na = ΙρJRhv|dη - Ια|fivΙdΛ

Ι"Φv'Φ = Ι ι.\)vιdn

F δΦΙrρηo, l,ζ loρolη .oΖo\ νlo Λoθε δΦoLη. oJ\tπoγεlol δτl

ΑΣκHΣH 2

Αv κoτσ την πρoηvoaμενη εniλ!σn oτην enφavoo s1 η εφoρμoγil των op ακ(i)ν

oJνθl l JvσοΦrρεo o rJolo'ν i με -1JιΘoδo l J! oJlορll ooUv οι\o,, στo/oτ6rοζ
l οloτo /(σ-δ-']νιr \_o1oτoι 1oμΘoo ξl o f'ι-η\Jοn.τνoα|-JiζJεlolοΦερεb
τοi}0!o, oπoδεiξτε oτ η δErμnτ κ]i τoση τψ σtον ιδμβo P no! Φηκd ση λoγαρlΘμ xi
Γ.ρlofi ro, oJιε_ lFoJ o'ρL.o ο |-l oρΣ, !o Γo oγ o-ε οΩo -1 oλioΓ

δnou ο πoσdiηiεζ ρ Kdlk οντστοxoυν στoν κδμβo P. Πoo εiνo η noσδτnτo ε;

Αν P o πρΦτoζ πλεγμanκοζ κδμβoq μετo τo στερεo τo]Ιωμα| o oπoiοζ oνaκ. σIn
λoγορΘμlκiΙnερotil'axσαπoδεη€εi(σxdση(567)τωνonμoωoεων)oτητUρ8iδηζXlvητκη
ενaργεlo στον κoμΘo ουτδ δiνεrd ono τn σxdσn



k=+- '. = β.:Ι'

H κoτoνομn rαta'ηroζ ση

,(Ψ] '. .","-..'

πoU σοδιναμα vρoφετοl κοl ωξ

,ι.Ψ]

δπoU η ν,ο σrαΘeρα E nρoκιnτε εaκoλα

" = !ιnε = ε =.'= s's'!

Aντ koΘloτωWoζ τηv (1) σtη (2)' πρoxaπτo dn

"t.Ψ

H αναλ!σnnoU αxολouθεi
c, δnωζ φdivoτοloro noρακoτω

(1)

τoυ ορqκon στρωμoτoζ δivετΦ αnδ τη

(r)

Δδστε με oιρiβεo τζ oρακaζ oUνΘηκοζ πo! θo εφoρμooronν oτην ξoδo μ]oζ
εninεδηζ n'ερ0γωσηζ oUμπεoτη, πoU δdΧρfοno]εiταl μe ava πλ6γμο ranoι ο.
Xρησlμoπo εiσrετη Θεωρ ατωvYαρaπηρlστ fuV, δπωζ o!τaζ εφαρμoζowα μoνoπoνωστ ζ
nλεvρατκdζγραμμdζnouσUνoWoιντoδρo.HεξoδoζθεωρεroUπoηxηΙLκaκοlηaνdλυoη
vο nαρo!σ doτεi oτn μ α απΘ rlζ δUo πλεUρ'q εξδδoυ (n.x. τnν nλειρo ξ=1) μe oxaμoIo
nεnερoσμ,νωv δαφoρΦν 2ηζ tοξnζ. H οΠowησi] σoζ πρdπε νo oνol )€πτoμερηζ,

φθnνowαζ'aνo βnμo πρv τον nρoγρoμ!ατσμo dε H/Y τoU oλrδρEμoυ nou nρoτεiνσε.

'[.,,i*'

οφoραrηvnλεγμαrιkilγραμμ'i ξ=1 oνδζπΜγμαrοζτanoυ



H τoχ0τητo εiνa UπoηΧητlκη κοΙ (oτα τα γνωστo UπoτiΘετaι oτ] εκεi .nιβαλ.λετo η

καταvoμi τηζ πieσηζ p ενn iσ lnoλolπα τρio μeγaθη ρoaζ Uπoλoγ ζowo αnΘ τζ
καταλληλεζ τρεζ xαροκτηρστliiζ εζΦnσelζ Aηo τlζ σxdσε ζ (7.3ο) ωζ o33) rωv

σημεnσεων, oμελ(iηαζ kαΘε πoρογωγο KoIα iην η (οiεaθυνσn γρoφoυ!ε τζ 3

Yοραxτηρ σnκ,ζ εε onσαξ ωζ

.,Φ =
(Ι)

ι,''ι; (2)

(r)

,l,'Φ Φ],ξ ,]ξ l

,,β# .et''iξ]

Εσtω δτ ol τρεζ κδμβo (1), Θ Kdl ι3) τo! naραxnτω σΙημσοζ πovω oτo
nλdνμαπεπεροσμaνωv διοφορΦv nou Θo ΧρησμoπoηΘoiγα την εn]λUση' με τoν κaμBo 1])

va ανilκ. στnv oρlοκη nλεγμoτ (η γρομμη ξ= 1. Eστω εniσηζ on' στο nλαiσ d μ αζ ρnτilζ
εloναλnnτκi]ζ δαδlκασioζ, dxοUμε oνovειi]σα τζ nμaζ των μεταβλητnν ρ,p'u,ν oτo

εσωτερ κo τοu ΙωρioU (ορο γνωρiζοUμε τ ζ noσδτητεζ uzn|1' U."'' ρ.n''' ρ.n" *,ιn ) *o,

ι-*"ζ'*'.ξ,*|
Φ.



οnoμενεηε!ρeσητωνnοσoτητωνρ1"+1,uln'1,vrn'r,pjn'1'xρησμοπolδwoζσΙημoτo
naπoρασμavωvδrcφoρnν α(ρ βε σζ δειiερηζτοξηζ oναλnouμε τ ζ (1), (2), (3)ν]ατoν κι:'μβo

ι').ol .ημ ρo \ε.r'cιo.ι.ιζroοδ'1'.\μL,οo l.1δoφoρorγρoΦo,o

lΨ] = ρl' ρl - oρ

o κατα ξ nοραγωγol γρaφοντa ωζ

/,ro] ]"_','Ι'.j3^
\i = Ξρl |zΦ -'iρJ "-;ρ rΖρr ;ρr ;oρ'

Kdlbμolα γlo τo ! v' ενω τo δτ η σταnκη niεση εναl γνωσrη σημοivεlοnλo oτl

τo σjστημo αUτδ επλaεtο εa{oλο orη θaon 1 kοl πρoκιnτouν ol δoρΘd]σεlζ δρ1'

δ!]' δvr κοlαno ou'aζ σvονεινoντal ol nοσδτnτeζ ρoηζ στn θaση (]) ωζ

kΦ δμolο γlo τlζ Uπoλoπeζ nοσoτητεξ.

Ar κοθ στnfαζ τζ δdKρτoπoημaVεζ Παρογ6γoUζ στζ oxεσe ζ (i), (2) (σ (3)

πρoκnnτε] avo αλγεβρK6 σιrστημο τρdlv εξ@Φσεων με oγνωστouq nζ δoρθωnκεζ
ποσorητεζ δρ], δu], δν1' οι συWελeστεζ των αγvωοτων κo τo δεξi μaλoζ αnoτελεiταloπo
εRφροσεlζ ννωστnν noσoτilτων' δηλσδη:

τoU αvaνεωμavο! (n+ 1) πεδ oυ ρoηζ στoUζ κoμβo!ζ 2 κol3
iωv πoσoτilτων ρtn' Urn, νti
κo τηζνvωd1aζn]εonζεξoδou ρrnrl=pe!'



oτovλινovrσ o εξoωσεjζ Νaviorstokes orην επlφονε o sl μ oζ σrρoβlλoμηΙονliζi
c|-oσ.ζεοll'οo1 nnorL. φoιε_οlιο οlο l\o'l I lo"oαζ Ξε_ι,οconorrν.'ιi
axφρασn τηζ τnσηζ οUτiζ, δωoτε π'ρ σσδτερο onλonolnμενεζ εκφροσεlζγoτηντnn Χo ,lζ
Unoθiσεξ κaτω onδ nζ oro εζ σUτiζ σΙUoUV. Γloτε μηδεviζeτοl η τοσn οUΙη;

Απo τn ox,ση (3'24) τωv σημεωσεωv εiνo

Aν η ρoη εiνo αouμnεoτη τoτε δ=o κο

nρoφαvωζοντo noφζ των σωλiνων ρoηζ h δεν μετοEoλλεταl η ταση τin, γlο αoUμπiεστεζ

η d(φροσn τoU τnn aπλonoεiτa σnμowκo

Eστω di,Ιoιμε υπoλoγ σε τη σUνεκnκη ροa μaσα σε μα τριδlαoτotn rτερnγωdn

σUμnlεoiη, tρησμononντσζ,vο oUνKεKρμavo Uπoλoγσn(o πλdγμσ Xσ κωδι(α Νaνie!
stokes με τo μoνrελo rιρoηζ k_ε, γα ορθt]o Reyno]ds τnζ ρo'iζ iσo μo R€=los. o
υnoλoγoμδζ αUτoζ aδωσe μ α μadn αδnστατn oloστaση y- τοU πρωτoU koρβo! απδ τo

σEρεo το|tdjμοτo iση μe y'=1a. Χωρζ vo αλλαξoUμε το υπoλoψστRo πλaγμo

επαvολαμΘoνoυμετoνiδοUnoλoγσμoδoKoπλοσσζorαζτηντοxuτητα(dδldηρωWoζδo
lo .Πo\ol ο /. !Σσ. -. - J'lor io o' ο|-ειoJε]o. o |- οo,



ΔYΣa

Γlo την oδooroτn onδσrdon

η αλ)Φγη τoU oρΘμol] RΘynοΙds τηζ ροηζ, μadω oλ.λaγηζ τηζ τσχυτητoζ σημαiΦl
τρonοπoiηση τηζ τlμηζτoUζ oφoι] μεroξn δι]o !πoλογoμωv (ατovα κolτoνonμενα μεγaΘη)'
γo την iδ]α onoσoση y Ko την iδo σUνεκτκδτnta ν σxιrε

a\' = "!

Δεkonλoolοζowαζ iην ταxatητa ρoaζ, δε(σπλdodζo!με τoν αρ€μδ Reynoldsτηζ ρoηζ

'i=

t" = y'\m " 4s

Eoτω αξονooυμμεrριη on φαvεlα ρoilζ οo nτεΦrωση orρo9Ιoμηχoνηζ noυ i}€l
στσΘερo πηoζ σωλiνα po]iζ. H σΙ€ση ηoU δiνε την σκτiνo σ!νoρτliσεl tηζ oξoνlκliζ

R=Ro+a.2, o<z<L

onδoτoση (y+)'ovαμ'πσ (noλn πρooεγγlστ κα !) νo εiνo περinοU

oΠοUz η αξoν xi onoσoση καlaouΘoiρετη σrαΘερα. H oφεrηρiαρarρησηζz=ο owEroη€i
σηv εiσoδο του pρio! τo onoio εnεrεiνεiαl ρ,Yρl τη Θdση z_L. τo πtεριγE εiνο
εrincδεζ.Ilφoνεlεc,1-ρc nοΙoζ 1αl ol lλLγ|-o11.ζ Yoομ-ε' η

σε μεσημBρνα εniπεδα σlζ γωMoκaζ Θaσε ζ €i κolθ2 owioτolχo. xρησlμoπolεiτol nΜγμo
(ir+1):(Ν+1) σημεiωv στην ξ κΦ την η κοτειrΘ!νση ΦiστolΙ!. oλεζ ol πλεγματ κaζ
γρoμp,ζ στdΘερoν η αndχouν ioη γωVlα(η σnooταoη (σl oλεζ ol nλoγμοτlκ,ζ γραμμ6ζ
στaΘopoυ ξ αnaΙoυν iση μεσnμβρνil on6σoση.

(σ) Yπoλoviσε τηv aκφpoση τoU m σUνoρriσεlτοU z.



(β) Πo ro ρεroσMμonσμo (m,θ)-G'η), !πoλoγiσD τlζ oΧφραoεζ των πoρd(ατω

των σUvστωσωv τηζ συvολλo ωInq δ αvuoμon(nζ βoσηζ
των σUv σΙωσd]v τηζ otαλλoiωτηζ διoνυσμΦlKnζ βoσnζ

,oυolΦlou. fοιo τoι 
'o--

των στο|lεωντoU οwΦ'λo]ωτo! μετρκoa ταυστa
_την οκω9αvη oρiζoυσσ τoU μεiooxnραnσμοa

-\o,looπ lo. 'ρο-o Γoι ο 1οοo l Fζ ro βο, l ο't οlο nοo'l\ο ' '.o .ρJ-']. o

J'-oβoνο!-olo-oJ , Joι Joo-. Γo.- o_o Γ\ε/Lο ι o'a ξ ιο ι οlo ']

(γ)

Ιlii;Θσ =Ι

m μπoρεivο nροιaψfl οno τηv nοραλσU ολo|ληρωoη

δiνowoζ, pετovτρoπο ouτoτn μεσnμβρ vη θaon mεvδζσημεiouεπiτηζσξovoσUμμετρ κηξ
επ φoνεloζ ρoilζ τo οπoio βρ]oκπol σε oξοvκη οπooταoη z=loπo τnν σφεrηρid Kαlσε
οr-ιo c. o Γορo\δ' | Σλi'o δ_Δr ιJδε.''o lr μoρφa lrζ \εva|εlροζ 'lζ
σξoνoσUμμ*ρlκiζ εn φovεlσζ κo]βoηΘa στηv κoτονoηση τωvnσρonΦω' Eπεδη σXτεlδrj

,*;ai



(β) Θα Unoλoγiooυμε

Η ,oρonoΦ σΙ€oη nρokanro ευ(ολα αφoι o M nλεrμonκaζ γρoμμεζ oτoΘερon
κoro)€μβΦow σ!νoλKo μilκοζ m(L) εΦ αn,χouν iση μεoημEρlνi αnδσταση. Eniσηζ

.-=Φ=o '

aφoυ d€ζ ol πλεγμσlKiζ γρoμμdζ σiαΘερoι η
πτερυγlo εiνσl επiπoδεζ επφnνε oζ \tJρiζ no}Φζ.

Πα τοUζ iδοUζ λoγουζ εiνol qnλo να δaΙ€εi dτl

Θ,=#

Στo o η μεio oυτo Uπoλoγiζo! με lηv loκωEloνli oρiζo Uσα !o! μ ετασxnμ onσμo ιl, πoU ]oo υτol

με

,-gΞla -..θ -. θ- =4Θ . φ'ψ

H συνΦJΦiωτη δσνlJσμαnka θσdn εiνdlεξ oρloμoι

,-. -,...*,'=fst!."l

/ θ θ\
,,-lπl-Rθη)=ι0,3;]]

Mε rouζ ν\Λ!oτol]ζ τanουζ με'ασlΦor oμou nρoknnτεl kαl η dwoDΦiωτη δ ovuσμoτlκil

κoioρΙnν τ ζ σUναλ.\oiωτεζ μoτρ κ6ζ. E]νol

αndxoυv iση γωνloκi] onnσroση καl τα

o=(,-**)-(+

,=(,,.*.,)-(+

+i)1,,-9

*?)=β*,*-)



1"=i=

ξ"' j =o

,.= l -ο

Ακoμη o σUνoλ.λοiωτoζ μετρκoζ τovuστηζ εiναl

s,,=.;'fτi= ri4l

' _" R:13_ Θ.l,
sΙ -πη+R€; - ji'

ιαl σEiστolχo o owoλλο Uτοζ

τoU Φαλλoiωτou ]rετρfion τovuστil σoιrσ με

'l , ],: oη Ιδ.
" * Ι,' ,-R,7

a -ηi'_ηi=-r--

s''-ξ,η,t-Lξ"η, -

(γ) ολεζolμnoρθagμετρlκεζ(mη,Θξ,η.'ξΘ,gρ,o12)παραμiνoUνμηδενlκεζdεoλoκληpo
τo Ιtρiο' oφou τo πλεγμσ μoζ εiνο παWoa oρΘoγωνΦ. ΣrαΘερi παρoμdνa πoroι, εξ
oρσμoι, ισ η ]oκωβloνη J τoU μετoσtηloτσμoυ' olμετρκaζ gjr (μη(οζ κ!ψdληζ κοτa τη
m_κoτειθυνση, oπou oΙ κopβol οoΠ.xouv) Χo grl πoρoμdνolrν σrαθεpaζ. AriσoΙσ
μerαBαλλowο olg22 oτaν κνoιμoστε κoτσ m oφon μετaβαλ}ετo n σκτiνo F.

ΑΣKHΣl! 7

+){+1.
_.%.θ,' 1

Αηoδεlξr., με τη βonθεQ τηζ παρoδoxaq Boussinesq, τηv,κφρdoη (5's4)των dηrεΙωσεων
σoζ, nou δi%i iην παρoγωγn τUp9nδouζ κlvητ κηζ εvaργε αζ G. ΞεΧνηστε oπo τo δτ o
δρoζ G μοwελoπolεi τηV noσornτο
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κorα rnν oπoδε ξη oμελiστε roUζ oρoUζ ποU Περ,touντην τUρ9nδη κ]νητlκη eνdργεα'

ΔYΣa

Θα lρησ]μοπolησouμε rηνnσραδoχi aoussinesq η oπoiα επlrρ,πo ναεκφρdσouμε
,( roσ,ξ Re}τ dζ Jε oμο o lρoΓo |-. ζ oυιεη-l, .αoε,l. ο |o|ε
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Toτε, με oπλil οw Xοτaστοση' προκυπτε rο ζητol]μoνo oφoι] noρσλoiπoνταζτlζ - των μaσωv
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ΔΣEsΣE-ε

Πdrnν oνoλUoη των oσ!μπiεdων lσoρρoπημliωv
δι:ro xpησlμoζ noρσμ,ιρouζ !oρφilζ, τζ G (αl L.

noρoμΦρouζ με ΦiσolYo τρ6nο, ωζ

oρloκ6ν σrρωμσων' o ο]θUsθl εlσliγoν6
Mnoρo!με νo oρiσoυμε tζ δοo αUτaζ

(σ) No ΦoδεlFεi, x!ρiζ νσ xρησlμonοrηΘουν Unoρxoυσθζ σt,σεlζ on6 nq σημorΦσεlζ

(

Aπldτolχo νo oηοδεlλ€εi η oxεoη

ι=

!)

σWαρτηση 
'=i(η) 

σUμβoλiζε την ελ,\ε μμorιRη Rσoνoμη ταxιτητoζ

=r!'t=lι"l

=y/δ κσ δ εiναιτo nηoζ τοU oρlαRoι dτρaμσoζ.

(8)

(γ) EηγεiσE σawoμo, oλ.λ6 με σσφnνorα. ψoτi γlo τo oσUμπiεστo lσoρρoπημΦo oρoκa
σrρdjμσo σUνΦ{iwd στn E|βλDνρoφiο εμn.lρLΧaζ σΙ,σεlζ nou δivolv rd G ΧΦ l

σwσρτioεl μΣlo τηζ παρoμaτρou ldoρρonioζ Π' Mβ τaτoQ σxaση 6ivol νlα τo G η

γνωσal κolωζ σΙεdη 1oι Nash, oπo!

G = 6'1 (π+1'3ηE- 1.7

η oπoio Θo χρησiμoπolηΘεioτηv εnaμενη oσRηoη.

ΔYΣB

(α) ΓE αouμπiεση ρoa, τo nnχοq μετατonLσnζ δj κΦ io noΧοζ oρμilζ δ, τoU oρlακoι
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Φiστροφo τoU πopoγorα

\?Υ:'\:,Γl:^

o-1,-ll

L-1-
.[:]F,

(d εrελιiwoζ τζ πρδξεlζ nρoιoπτε

l t i4]', _ ι-16 1)
H', \\) [Ιaη

σltr€σi τρβηζ c, γνυρiζoυμε δτl

(1)

rη (2)

o=2

δ1

δ

δ,=

δ

(β) Eiνo Bδofl τωv σχ.oε!ν no!

=;JJd'1 -

t

9 2

oποδaiΙ€ηκoν npoηvoιμΦo,



(α ετoι Προκιπd η ζητoUμεvn oΥεoη

Yποθ,roUuε oτ n κατaνoι]a ταYaτηταζ μoντελoπolεiτa κοτο οοes.

κo τn oτoθερn nuΧνoτητo

H κνημοnκη συvειτlιoτnτα 
'oU 

αaρα eργοζoμεvου μdσoυ εlναlστoθeρη κoiidη

Xρηd μonoβιrμε την oλoκληρωnκa μdΘoδo Le Fol ναvα Unoλογiσouμε τo nρoσκoλλημavo

oρoιδ οτρωμο ποU Φοπτι]σσετo κoτn μilιoζ evδζ nτερUγoU orρoθλou, στην πλεUρa

Unoriεσηζ. Η ροn Θεωρεiτo oσUμn eσ'η κoj τUρθωδnζ. Στo σημεioA τοU σ}ημoτoζ εxouμε

υnoλoγiσεl t]ζ τ μ'ζ τωνnoρομaτρων Lι κσ X μ. ro γνωσro αλγδρΘμo xωρoπρoaλoσηζ πoU

ο,ο,'€η., o-ο.εΦΘιolo' 1, λρηo Jo lο,roζ'ο ηδ1 ΔLο ο o ο'λ α rζ -ρor\οnJΛ'
Θaσηζ B Ετσl, rlo 

'o 
σn]rεio Α UπολογζoUμε τζ πoo6τητεζ

δ1

δ

(γ) H UπδΘεσnτηq βoρρoπ οζτωνορ oκaνσ1ρω!ατωνσημοiνε τnνnπορξη oμo δτnτσζ (oε

Kατολλnλn αδoστατn μoρφa) των Rοtoνoμωv τaxatηroζ, onωζ ουrεζ εξελiσσorσ στζ
δoδoλP ζ θ.o'ζ nδ.J oζ .,ο ο.ρΣ1raΦο'.o Γ.ο .ooοοoΓl|-\o ooo_o ο dJο
οw oτolΙ€i σ. μo nμη τnζ nαρoμ,τρou σoρρoπiαζ Π ΓQ σοθερa τμn τoυ Π, τα

σoρρoπημavα oρlοκo orρωματσ δoτηροav την ομo orηrα

δπoι f o οWioτoltoζ oτοΘεροζ vδμoζ τηζ oμο|oτnτοζ ol πdρομετρο G κo τo! οausel
ενor σUνορτaσεlζ ioι f, εξ'ορoμοι δρο γο δεδoμdvo n' σ!νεπωζ δεδoμdvn xoroνoμl]

1(η),,Υo!με σUγκεκρμ,vεζ τμaζ γαrζ παραμdτρouζ G κσ H ol ση τoυ Νagh εκφραζε

oκρβωq τn μovoσημοwη εεδρtηση τoU G απb τo n

o) Yπoλογiστε πλaρωζ την κoroνoμil 
'ol!τητοζ 

σΙη θ,oη Α' Δnλoδil, Bρε]τε oλεζ τζ
εμπλεxo!ενεζ noσoτητεζ οτηv a(φρoση τoυ co]es κol σxτδlαorε' την oδ ooτoτη

κατανoι]ir lι1εταξn aλλJν Unoλoνlσtε το πoχoq roυ oρloxo0 στρωματοζ' τnv

rotuτηro τρι9ilζ κdr το σUf.λεoτη rρBi]ζ Γατην εξωτερl(n ρoη γνωρζoυμε τnv

τoΙ!τητo στη θdοη A



ν=Ι2:1ο6π%

XρησμοπoLεiσiε XoΘε oλλη εμnεlρκη πλnρoφoρlο nou μnoρεirε vo owλilσετε Φο
τ ζ σημεdlσDlζ σoζ ωoτε νo κλε σετε τoπρoβλημo.

Γοτη βoηΘεlo oαζ κα επεδητo μη γραμμlκo σισtημo πoU σUvaΘωζπρoκιnτo δεν

eivαl σοφ,ζ bn μnoρεi vο επλUθεi με αλγoρΘμo σtαθερoιj σημεo! (δoxψdζ),

σUνστδτοl vα xρnoψonolnΘεi n μdΘoδoζ τnζ δxorομnσηζ, γ!ωρ]ζowoζ oτ η

rooorητo πl πρδκεπσ vσ noρεlτηraζ loταξn 2.0 Χo 5'0.

Θ) \Γo.o! o o -ηt ιl o. 1.ο' ζ lo' rιδ'oL εξJ'ιρι1c
looρρoπnμaνοU oρlσκο! σtρnμοτoζ' στηvπeρ oxn τοU dnρε oU Α, Φ σΙ!ε n σx,oη
τoι Nash' rou δlvετσl σην nρonνon!εvn ασκηση.

(o) Γo 
'η 

λιση A ννωρiζouμε τ ζ πoσoτnτeζ

YπολoγiζoUμε τoν σρ]Θμ6 Feynods. Ro3ko oπoioζ σoιτοl μo

i.}=αp(x 2rtr-eψ(3'2' ο 35' ο.η =25Ι5

δπoU γlo rην πoσoτητο Kxρηolμonoiθnκe ητ!πlκη il]]η τηζ γα τυρβ6δεζ ροdζ

r-ο'35

Aπδ τoν ορlσμoτo! noραπονω αρrΘμoυ Reynolds' Unoλoγ ζετσl τo πoxοζ δ3k ωζ

Δ i..u. :5l5 ι2lο' ' ο2515,'-

Αnο τo Σti]μa 11'5 των σημεωoεων κo με δεδoμdvη την noσδτnτα Lι εκτμoaμε τov

παρογοWo μoρφi]ζ NPkωζ iσo μο

λ4ε τo δεδoμiνo αυτδ κο με τη βonΘεE τoU σΧημοτoζ 11.3τωνσημαι!σεωνεfrμοaμε καl

τov rdρoγοWο μoρφaζ H3e ωζ ido μ0

Στo σxaμo r1.5 εργοζoμoστε πρoφovdlζ με τo 
'μnμo 

τηζ κα|nιληζ ποU οr σro'χεi στα

πρoσκολημμ,να oρlοXo σtρωμαta, dxοWοζ Unoψη oτl η κατoνoμa δevεnηρεoζετoloπoτην
τμη τoU ορlθμon Reynolds Reδ.



γ1oλov|(ouμε ση oJΦ\€ o Ιο (λlνηΙko) roλη μrΦon'o1ζ λoj oρμiζ Jζ

δ -.. - j!ι =:j]Ση - ι5?.ιο-.' ' ιt,'' 16

ι*)

6Ι = δΙι = 1.91.57'lo]r = 3.otorn

Πο τoν υπoλov@μa τΦν oνΦσωV noσoτil'ων δ| U. πl, G. drη Θiση Θ, oπou |σΙιε] n

δπoρoJfρl{η "orΦoJr loχιlrlοζ-oJcoles,Ιρε oζθo vo ε l λLΘεlτonaρo1oΦ ouσrμα

(r)

(2)

1 = .ι ," r!5]-.-:a

ι--ι (r)

(41

(5)

o ouνδιdoμoζ'ων nooαnor'J εξoiοΦv δrU Jb εισJoη νo -ο r,. nοd γοδφrτo'

i^ l - 2_J'?π''l'ν'?πi .l, . l'-.l ιl * ιu.1 . 21
ι ,.,] , ιΙ..']

Η εξiσωση (5)λινoτo] με τη μ'θοδo rηζδΙοτ6μnσηζ μετoξl] των δooμaων ακρoiων nμδv
π'=2.0 κolπ1=5.ο' l-] μdΘoδoζ rηζ δηoτoμησηζ κoτoλilγ.j στη λnση

κo xpnσμoπolirαζ την τ μil αυτil προxl]πo!ν Rd o υnολoLnεζ πoσ6τητεζ γlσ τη Θ,ση B.

ο σl€δEσμoζ τηζ κΦσνoμηζ τoΙ\nπoζ εiναl μlα τυnRa δoδκαoio πoU γiqΦ με
αρlΘμητRaζ σlRoτoστoσεlζ ση σΙεσηηoυ δivd τnν κoτΦoμli τo! οoles.

*η ""



(9) EnlλnoUμε τn oΙ€ση 
'oU 

Nash ωζ πρoζ την noραμετρο

Π-19j!t ΙsΙ

oπoτε γlo την nερinτωσa !dζ εiναi

H κλiση niεoηζ τηζ σοδavoμnζ σoρρoπημdνηζ
πρoκanτε dπδ τoνoρσμo τoυ Π, ωζ

Φ =πΞι.π!5

Ιrε αρΘμnτ κil αWκdtnστoση nαiρvouρε

Φ = 7n5. r2.]]]οi -\39€i4!!=3'4μ!&iinn

ooρρonlοζ n λo nρoιnπEl

Roτσvομηq τoyι]τητoζ τnζ Θ6σηζ B

στριμaro δεiWoUν δ1 o
tnv eξωmρ κη πεαοxr τoU

Γνωρiζεtε την dwοo ro! μn(oιζ oναμlξηζ L κο την iorαvo
σUfεΜoτηζ tιρβωδouζ σUνεr!κδτηioζ,,χo!ν μaσο στο oρloκ
.o 52 rJ\ Σ'μεlιoε!. οo\ δε Λo 

'/ 
riorζ lul.ιι\ ιοlo\oJ'

Γ, ροJolo οr ooJ,Jn "oro. nρ8Jδr 60ρρolΓμ.,o oρlο.o
o. Ιrιo.'\ Ι ρoJδoιζοι.ιl'lo l ο( Yo_ J.oLποriιο
οrlοκoU στρωμοτoζ VρoΦowol ωζ

v -Ι'Ξι

ν| " d u,6tr εξωτερHa nερioYil

orou, Ι!ρlζ oημorlκo λdθoζ, Θεωρo0με δΙ o=0'016=στοΘερα'

YnοΘεσrε δn τo τUρΘΦδεζ οoρρoπημavo oρoιδ στρnμa μowελonοεiτo με rn γνωσ'il

Δ.lξ-c or. ο-1ν εξJ_εpιr n.ρnλ1 
'oU 

oρ'οloι o-oυ-o'oζ 1οaοl lηc λοlονoμiζτoι
co es ΦoδL.oJιl uι r'ο Jo,"\ο iUρβη Lε oιf r)Σο'a οLlrl λo'l oζ ioo J.

2.{ .?Ι



ΓνωρiζoUμε oτlγlστην κσονoμa του coles σΨεlδτl

δ5--Lδ',
Λnνοwσζ tη σtdση ouτa.ρoζ Uθδri κolowκaσσΦWaζ στn σ!ν6rnμεvn aκφρoση γlo τo

νι,1oυ lΦ]εl σru εξb|rρkη ιρο(r ro' oρlo-oj σoιJoloζ. l ρo\ι πιl

,:

yρηοrμoπolnf oζ εnπλaον δτl

1," llll ,

]π| ιl
"11ιιl

(1)

ταxltητσζ roU coes, εφoρ]rooμryη στo oκρoτου oρloκon στρnμoτoζ,

c)

(r)

i*:

\2)

t.{ Ι]

lι!ε rη μ,θοδo Le Fo lκolτε}νlκli xρoνoπροaλσoηζ υnoλoγiζoupε oτl, σε κano o σημεioτηζ
πΜUρoζ Uπoniεσηζ ηrερυγiou στρoEiλoU, τo ζειγoζ (Lk'η,χε τζ nμaζ

Lt=0.1 X=1.5

]l ρoi Θεωρεito l ασU μn iεση κο τUρB{i]δηζ κdlγloto σημε]o αUro η εξωπρκa τa}ιτητα εivo

Ua=1oom/sκo ηκNnμoτκηouvεfRbrηidτoUεργαζoμενouμ,oοUεiνσν=12!]06m2/s

?



(α)

(β)

Yπoλoγiσε τd δ1k, δ2k, δ3kσo σημεio αUτ6.

Αζ υroκσrddτnσouμετnvUπoρouτiνaπoU Uroλoγiζg τo toπκ6 πσxoζ δ rοU oρloκol]

oτρωματoζ κdl την τοπ(a τ μn τoU σUwr€ση τρ βηζ cι εκτεkiwαζ UπoλoγEμo με
τo Ι€ρ. Πα τo σkono oUτδ ακoλouΘoι]με την noραRoτω δoδπσσiσ. κddρΙτ],

γρoφε-ε τo oιorη/o lωv. εξ,dισ.Jv 1oU o$:ε σ_ θεor oσ'l, oJ|-φlrvο Lε lo

\Mldrd dπδ τo Kεφoλo o 11 των Σημεωσεων, oπou oμnλa(ofαl ol 4 otγωoτol
(δ,Uτ,n1'G). Σημοσio a\ε πΦζ Θo μπoρdσεινα λυθεi τo σιστημo με δoκlμiζ πoU Θo

oδηγiooυνσε oυγkλισn' Kovετε nραξη τον nσρoκσω roνdλnniπd oλνoρ]Θμo:

πρooaγγ ση τi-l oπδ rηντελε!τoiα εnoνoΜψη), Uπoλoγioτε τo G"=G(τi),μ'σωτηζ

EΦa1: Aρrl'ζσ η νjoΦη επoνoληψη. Mε το n1 γΦorδ (oρxκli εκ'iμηση ni

Yroλoγiσtε, απδ τηv κoταλληλη εξiσωση τo νlνδρενo (δ!)' ωζ

(δ!-)'=/(n) . (Bρεiτε εκεiνη την oξ]σωdη πoU εμφoνiζε τo nqρaπδvω γlνδμεvo ωqΦβio

Yπoλoνidiε τo ι: Yρηo μοπoιirfoζ τη oΙ€on

Θn]JoΞ|

Enuq-al

Bnlql:

Bηql:

(δι-)"

τoU σUdημΦoζ oαζ Uπoλoviζowoζ εκ νiou την

δε Υρ nσμ oπolηo αrε μaφrrωρo. H πoσnrητo auτilΘdnoσδtηto G Φo τη μovη dΙ€on πoU

σUμβoλiζεrΦ ρ. Gf κolΘo εiνo

Enεlδnγεvlκo c"rc" |επoνoλdμEoνowolτonαρoπovωBliμoτoμενddτμil

νldτo π1πoU oρiζεταl ωζ εξilζ

,'-",c.

ΞΦoγρσψro roν dλγoρΘρo o!τo με τlζ oκρBεiζ εξloωoε ζ nοU Θo χρη σ μοπoΦ ι,σoτo.



ni-'l ι <o.o2 . Ynoλoγiσε δ κo c,' Δiνofolc=5'5, κ=ο.41'

(δ) Eηγεiσετoν τρδπo Φoν6ωσηζ rηs nμnζ τoU nl nou nρoτεiνa τ9 Bημo 5. Αv oiνol

σωστοζ, nρ'Πσ να υndρ*lσUγκεκρμdνη πolonκη συoΙ€τ σn μεΙoξυ ni κolG. noE εiνol

αUτη; H εξiγnσil σoζ μπoρεiνo εivαlφ!σ xli, oρ]θρητlkη, μoΘημonκil il γρσ9κa.

(ν) EΦoρμoσε τoν aλγoρ]Θμo πoU δσ!πΦσσε dio

nαρdδεψμo πo! σoζ δδΘηkε. Ξεκlιηoτε με την τμa

ερd,τnμo (B) γlα τo dρlΘμηnκo

'i=3.2 
κoL σαμσησε oτΦ

(r)

R.* = e'p(x 2ΚL) - *p(7.5 2-ο'35'ο.υ = ]525

oπou K=0.35 γlσ τ!ρβιiδη ρoη. εξ ορoμo!

Λ νrι.n ' rz.loτ.l5r5 n

Aπo τo ΣΙτμα 11.5, γld ιι=0.1, δ oβοζouμε H12k=1,9. Anδ τo Σχημα 11 3' γlq ι]12k=1'9'

δloBnζouμo H32k=1.6. Yπoλoγiζouμε π)Goν εικoλα tα Uπ6λoπσ δ]o πnΙη ωζ

.. = 
δ* 

= 
lε'lο_'. - ]l25 Ιο sr = o.r13ππ

6 
'' = ,:'-δ 

'' = |'9'7|'25'lo 3 

'1 
- 

"r'n 
,o- 

^ ' ojιι..

(θ)

L=

a!

\=

.ι''ι9) '

-L f, l)

πoU δdΘ,rouμε σwoψiζowo πdρσkαrω:

"'""t

12)

(3)

ι+32τ \!ι'522n1' (4)



πoυ rρanε νo λUΘεi ωζ npoζ rξ πoσδτητεζ δ. Uτ, π1, G. Yλono ol]με rcν aλγopLΘμo rou
nερνραφεlol roρΦoΦ νQτn νΦση εξlσJo1, υζ εξηζ:

EσJ9-1: Mε γνΦτ6 τo τi'Ι 
' χρηdlμono]djrαζ την εξiσωση (4) βρiσruτo

Efurg2: τo γNoμryo (δυτ)' ωζ εv dio πoσoτnτα βρiσκπol μovο ono τη Φ\iση (2) idl

Efugl: Eφαρμ6ζΦΦ η oξiσωση (1), λινorαζ ωζ πρoζ τo dρroτεΦ τnζ μaλoζ. Eiναl

. J 1 lΦ".)" ,.i ι
''='. liωl ' ]"' " ]

Bnls a: H σχ,ση πoU δε Ιρnσμoπoli]Θηκε μdYρ τιj)ρα εiνol η (3)- AUτli δiΦl,

επλU6μavη ωζ npoζ G, μLo νaσ nμi

...="./,-,1

Eαgl: Aνoνεnνouμε την aoσoτnτα πj με toν υnοδo!Ιθawo τρδno, ιjJζ

"'-η c'

Θ€νxouμε τo σφnλμα L"iji ι| κol σν Uπερβo.νε] iνo Φitσo Φlτρε'ro oρlo

oπΦαλoμθαouμε ro Eημαrα 1 Φζ 5.



ιγ) rεllfu.o. Jι oρ\1ιi rμi τ11] ε-ε\ouu ol -o Γoooκoτω βil-oτα

κo! o τon κoc ouwελ.o1nζ τρlβηζ εiνo

Στnvτρnη επovαληψη' ο oλγδρΘμoζ ΘΦρεird δi σUνθκλνε, με Bασn τo κρl'ilρ o noυ axεl

τεΘεi. τoτonRo nσ)(οq δ Θρiσκεταlωζ

δ = 
qi 

= 9!921 r = o'71.lo''m - o'17rr

=11-7''22a9 = o 17ι'1'1o 2

":

(δ) τo Bημα5πρoτεiνεlτηνΦoλογκi δ oρΘωσητoυπj με tο G. Kδr r,roDπρolnoΘaτε

μo μoνoroνη (κo πlΘoνδν περiπo! γρoμμκη d}€σn)τoU G μεro π1. H γpαφlκi λυση εiνα

η πo Φλη. nαρdθ,rouμε no ρo κoτω τo δoγραμμo G=G(ηr)' με βnση τη dldoη (4).

(δUJ'

15.3266



oρiζo!με δao εn Φdvεlεζ s] oξovqζ ouμμετρioζ δυo δEφoρεnκιιv tυπων

στρoβλoμntoνων' N nρΦτη {n1) axε E=στoΘερδ κο h=σταΘερo (B=αfiνo' h=naxoζ

σωλaνo ρonζ). H δειτερη (n2) dxa μετoβλnτα n ΧΦ h σe rρono ωστε το γlvομeo
Rh=oτoθoρδ nοrοa. Av nρδκεrα γα ακνηtη πτερι]γωoη, πoU nροφoviiζ οvαλnεrolσ'o
o.Λnro oLolηJo αοroροζ. Arorηorε o_ο Γoρο, o'ι rρLrη/oro

(')

\21

Eivαl η ox n λιJoη των εξσndεωv EuΙel σrην πρ(ilτη περiπτωdη iδlο με oUτη πoU Θd

!ρo| { --.oι olδ6lδolα't. rξ ο J/Jο-1ζεΓlDσwlο

ΑντoπλiγμοτoσilζπερnτΦσεζ (Π1) κσ{n2)τoωζoWα σtoεπineδom'Θ,ηλυση
τωv εε σωσεων Euleιθο εivo iδlο] Γα εUκoλiα Uποθiστε μ o onλoισrερη nερiπωoη

innou (na' αUτη oποU R=ni+απ ' λ=+.

ol εξErJoε ζ ευlel (εξiσωση

δ|Φ]iρησne τηζ EV,ρνε@ζ)

\RλΦ + * 6λPv)

εξ σ6σεLζδσηρησηζ τnζ oρμηζ κo η εξiσωσn

e
?

a

.jo,,a="

' ! ιιov.v)

*,*,

\Rλρv) + + PJρt^! Pnρ'

1π,oη; . 19 ιr,ιol,.l,.l . *3 ιhρξ'hΛ = 'hρv-

'}ιιLuε''ρ'u^'*n^1

oπoυ χρησ loπolnθn(dν olαrδλUtεζ σ!ν6τωoεζ rηζ τοxωnτοζ Vm κοl VΘ, dφoιj μελετoμε

(ο) Στnν nερinτωση (n]), δποU R=o1o€ερδ, h=σοΘoρδ, o onλοf,olnoεζ σnζ
1oρo'o\U.ξo, ο,l\ ''olτ-oιζ roJ nρo.U Ll -o -oρo"oΙω oJο'1Lo

'o } ιol'l

v"#

$'jωr,l .jι.η-"
+' : \ρ| :'p) - : |ρv'v') = o



qρv)

(β) Σrηv

(ρv!) +
a
a,

,L

a

(E,'P1η'qJ

nαραμaΦw μη μηδεuκοi

,-i0 (oφon 
'ol 

oρiζfol τo Φdπυγμα τηq κιJλνδρriζ επΦΦEζ πoU

nαραnaw oξroιiσεξ εivol otΦζ ol δδ16στσεζ ξlσΦσεrζEulΦ oτo 6niπεδo

(n2)' σlζ oρΙ1κ€ζ εξlσΦσoζ rηζ oρμliζ, σo δξlδ μa\oζ

oρolοπωqol ιρd$ κd λρv.v.#, αφolr #-o .Αρα

σrlν tερiτΙπJoη συn1 ol ξlα;,σεlζ δa εκφUλζowαl σlζ ανriσoιχεζ τoU δ6]oσατou
rΦρrεσΦli σUσliμσoζ x_y.



Στo σημeio A πoνω orην πλευρa ryoζ πτoριγiou η εξωτερ κil τoΙιτηrd atε nμil !., .

Eπ€Uloaμενo εnβραδωoυμoτη ρoa μatρ τo oημεio B που ουτn θα onοκΦ}ηΘεi. H ρoη
εiνo στρωrn Χo oσιμniεστn' Aπoδεiξτε δil, ση Θεωρηnκa περiπτωση πoU Θo επ!τ!Ιοιμ.
τηv εnΘραδUνση oLτi nοic oπωλεεc' η εξωtερκη Ιαtl]rηrα oro σημεio B iνoρξnζ τηζ
oπoκoυηoηζ Θo σοaτσ με

onou .l, n l μa τοU Πoρoγofo

λoγ κεζ nμ,ζ tοU ιk ψo μ]α taτolο
εiνοι ι]@ raτo@ eπβpδδυνdn μρζ

]roρφiζ Lk στη Θεσn Α. noρτε, oτη ouνd}€d, ρo δUo

nερnτωσn κol δεiξτε αρ]Θμητκα πδσo μκρa ρnoρεiνα

ΓQ τη στροτη (o ooUμπiεση ροil σ}ι. δil

onοU M κoταλληλn πooδτητo (o ορσμoζ τηζ δεv εvδ oφaρε rnv noρoυσα σσκησn)' εvω

xρησlμono aΘηκε oτ K=1 Γα μo μeτσβoλη τηζτσx0τηταζ tΘρ!ζa!]iιε!εξ' n μεταEoλl]dE
tnc κoταστρoφηζ lηζ Kνnτκirζ ενiργ. oζ rou;ρoκoυ σρδμoτoζ εiνo μnδεν!κi] κdl η

ποραnΦω εξiσωση γρoφε1οl

(1)

Στnν nερiητωση επβραδUνoμεvnζ ρonζ' duθ<o κo κoτδ σινaηε@ τo Li ρεωvετo
lnoχρΦτlκo| av η εnlβραδUνσn γ νετol tωρiζ αnωλεEζ. κσθΦζ η ρoa συνεΙiζει
επβρoδUνδμεvn n σUνεxηζ μεiωdη τoU LkΘo oδηγaσε εvδεtδμεvo σε μηδεMσμδ τοU Lι
σε κonoLo θaση' δηλoδη εξ oρoμo0 σε aπoκδλ.ληon τηζ ρoηζ' H oλoκληρωση τηζ σYaσnζ

{]) ρεταξι tηζ ορxκiζ κoταστασnζ Α ko τnζ τελκηζ B δiνε

L|' Ι |. 1x '' 2\

Aν πρδκD|τorγ o εnroραδ!νση onο τo σημεio A oτo onμεio Β δπoι η ρoη oπoκoλλοτo, τδτε

ισ n oΥaση {2) rρoφεΙo ωζ



1oU εiνol λol 1 ζrroιμeη oΧaoη.

llo τoεlζ ενδε!cιεc lluεc lοU ι, . LroλoνiζouJε Ιc orlστolλ€ζ ε1lEροδινoεζ:

l-. =οοl - lΞ2Φι ο.99ο-Φ*

ι' = οσ2 - ! -.{α = oo3o = 93%

=.{ΦΞο.951 =95.t*

πoυ σoδεlα:,ouν 6i η εnlβρaδUνση lιρiζ Φωλε εζ εiνol ΦoνκασΧ6 πoλ] nερoρloμa\η-

H tελεUτoio nσρσiηρηoη σημoiνε 6i εiναl πραrιRn αδwσo vo εnEρoδινouμε Φα oρra(o
σρΦμo x!ρiζ Φn)€lεζ.

Γld σρωτil αouμπiεση ροil, η μdΘoδoζ Lefoll xρηo μoπolεi tηv εξiσΦση

laιL' - ! ' ιlλι;

1 { Ιt-. 1
λ4 = ' Ι1-:..\

η,-l | 4'D '1

Eξηγoiσrε roγlσ]μπoρoιμε' γlα lσορροπημa!α oρακd σρ:'μoτα' νo κσoσκεUnσouμε μlo
υovoδκn κoμnυλη M = M (ψ. Δδσε oιWoμo, Φ'\o !Ξ-grψμΞ]ra, τa Θilμdrd nou Θα κΦσε
ν α να iηv κoταoκευdσεrε {κΦowoζ ΦoΦoρα σε τιπoUζ i σxiσσζ η πivαXεζ τoU θ€λoU
σαζ, απδ oπou Θo Φλ1σπε nληρoφoρiεg). Δεiξτε 6i η παρoπoΦ kαμπ]λn .iνol
αεξ6ρτητη τηζ nοσoτηΙαζ RΘx. τaλog, Uπoλoγiσε την τlμη τoυ rv γ6 \=0.

(3)



N ιroρξn μ]dζ μoναδlKnζ κdμπιλng no!
Lknρoυno€iτεl τo να μnopεiη aRφροσn

"= ' !, +",1
Htll LD'l

va γρσφε ωζ μoνnnμη σUναρτnση τoU Lι. Γo ενo oτρωτo looρρonημaνo ορlοκo στΦμα

θο noρ στovεl τηv nοοoτητο M ωζσUνopτnoη ΙοU

(1)

uη;'

δπου ο πoσoτnτεζ o2 Xo oo εiνo ouναρτησεlζ τoυ m (βλ. Σxηρo 11.3 Ko niνoxα
Πaραρτnματoζ n3), καl dφoιl rο r εiνol μoνor μη σ!vδρτηση τoU Lk βλ. Σx]iμσ r 1'6), αρo
το ο2 κa σD εiνo] επ]σηζ μovoτlμεζ σUναρriσε ζ τοU Lι. ΔlolρωWoζ κorα ρaλη τΙζ δUo
τελεUταiεζ σΙεσεlζ nρo(ι'nrε dτl

t = !!!!

M=L
ι

ι1*
(2)

Ano τnvοναπτ!ξη ποU ΠρoηγηΘηκε, n σ}€σn Θ onοδelwιετol aνεξαpτητη τoυ ReΧ. τελoζ'
γνωρ]ζoUμε δτl τo H]2i εiνol σUναρτησn τοU ιι (Bλ, ΣΙημσ 11'4) αυo κΦ τo H32ι εiνo
σUvαρτησητoU Hl2k (θλ Σlilμo 11'2)' onoτε κατo μεiζονo λoγo τo Hak εivαl κο συvσρτηση
τoU Lk. ΣUνεn,]ζ, Kαθε noσδτηταπo! εμπλdκeτΦ ση σxdση (2) εivσl!oνδn!η ouνoρτnση
τoU ι, oρo xo ro iδο τo M aivοl εniσηζ μoνδnμη σUvqρτηon τoU Lk. N κoτoσκεUil ενοζ
τ,τoοU δoγρaμμοτοζ οπolτεiσuvδuασμ6 δεδoμaΦνοnoτoυζ nρooνoφερθawεq niνοxεζ

Elδlκo κατδ την οπo(δλ}ηση εiνo cf=o onaτε

M=L

ΓE κoταoroση onoκoλ.ληdηζ (Lk-o), τo Σlημο 11'4 δivεl την τlμli τoι nσρoγowo μoρφliζ

!:1



ΑΣKl.]Σl.] 15

Mε τn μΦoδo ιe Fol κo tεwlκη Υρoνoπρoaλoσηζ UndΦγiζοUμε σo xnπob oημεio
nrερUγioυ oτρoβ λoμnxΦiζ τo ζoυγoζ nμnν η=0.031 κol Χ=4.5' H ροll θεωpεiτoι
dσιμniεdτη κo στρωτil oτo σημεio oυτo. Aν η εξωτερκη ταlιτnτα ε]νolua=10ο m/s καl η

κημΦ Kli σUvεκnκδτητotoυ eργoζδμενoU μaσouν=12x1ojm2/s, !ηoλογioτo Eo non τoU

oαdκon σ'Φμοtoζ' ro ouwελεoτi rριβηζ kαlτovnαρoνowo κoταστρoφilζ στn θaση auτa.

onbτε τo owioτoryo M εiνo

M= L=o.33

Mε τη δεδoμaνη τ μll τoU Lι' Lk=0.ο31' Uπoλoγiζouμε τov noραγoηo ι]1rk αnδ rο Σπμα

Mε τnν τr€lroiα τlμη' ιπολογiζoUμε rονnoρoγοWo Hl2k αno το ΣΙημσ 11.2. Eiνo

Anδ τη σx,dη (11.33) Uπoλoγiζoυμε τov aρΦμo R€"k. Eiνo] (K=] γo σρωτη ρoil)

ζΙ = eψ (x'2rrJ - αρ (a.5 2'ο.ο3η - 34.6

* =yj! =yβ =''u

Rεt= E't k! = 2'37 ' 5xn = Ω5.3

ΞU.o\o.noto\ ζοπo ro rρio Ποn οJ oρlο/ou σ-οLJoτoι oro rοUζ oooJoιζ loLc, -ζ

ι - ::L - lz ιο' l:s: . 'r* 'o ' 
-

δ. uR"" ]2.lο{5237--6]4.ιο'.



=tft,=

'η;'

ηΦdΦγlζσol η nμη τoU m. Eνol

Παραρτliμσoζ rc ηΦογiζfo] η πoooτητo i1 (m)

κd dn6 rn σliση (1o'33o) o αρΘμoζ ΒΘynolds Θ6σηζ nΘx τoU dwiσolΙou lσoρρo.ημ,νoU

f. - Ιx.ι f 1π-Ι l = Ι!Ξ:l), . Ι!:9,1Ξ] = ιlllε's, ι,η,.)/ ιr/ l0.9ι/ l 2 /

Yπoλoγiζετal η πoσoτητo ηδ oπ6 τo ΣΙημo 1 1 .7 κoL εiνol

o αρΘμoζ Βeδ Uπoλoνiζπo ωζ

n'. = 'lι''ι,

κΦ o roπκoζ ourd€σiηs

\,ηrrπj 4.8

γηrrE3

Aπo τoν πiwκo rοU noρopτilμΦοζ Π3 Uπoλoγiζετol η noσotη'σ aD(m) ωζ

εMl ο oMελεσliζ κoτασρoφliζ

!:!
2



1j9,1Ξ

εΙΦυμo λυσd nζ εξbδσε]ζ Νaνi€rs1οk6s σ. ρlo τρδEστoτn nEpυγωση σρoθ oμηxΦliζ,
ΙρησlμonοΦwαζ nλεγμo 

'ιΠoU 
H, kΦδlκd nεπεραoμa!ων δloΦoρωv καl κΦolo μowε\o

inρ9nζ. το nρoγμαnκ6 xJρio (x'y'z) με σημolωμjΦξ τζ φoρ,ζ iων kσμnuλoγρdμμων

σUrroγμΦlv (ξiη'ο Χol μlo ενκoρσlα δ]σoμi (nλενμσrκir επφnνo o ξ=ξo, δ)(ι

oνovκασlκo επiπεδη) oπo xoνiζowol σo nαρoκnfu oΙηι]o. onωζ εiνol φΦρδ, €) εiναl η

δloμnκnζ (σεnΘUνση, (η) η κoτεοΘWση on6 nτεριγ@ σo πτεριγb kol {ζ) η κσειΘ!νση dn6

to π6δ σην κoφσλi τηζ πrερaγωoηζ.

ΠρoΦoθonμε νd dvαλnσoυμε τo πεδio των δεUDρεUoUσσ ρoων ση δ oτoμa ξ=ξo,
oΙ€δQζowσζ oε κnΘε (δμBo τηζ τo δ dvυoμo τnζ δεUτερεlouσoζ τoΙ!τητoζ' ΑUτo Θo γiΦl
onωζ εξnνεito σo ΣΙημα 7'3 των ΣημaιnσMν rου MαΘi]μσoζ, τo onoio σoνo}dμβoΦταl
κΦ εδ(j) γE λ6γοUζ rhρoτητoζ'

Ξ-=-

\J4ηnrΛ



EσΙω on olδεiκτεζ] (1<i<jmα) κol k (1<klkmJ πoU'ρ*ρoιν'τoυζ κδμBoUζ στη δoτoμil

ouτi]l κοτd n (o ζ ΜiστoLxα. Aφoι,ΥoUν λυθεi ol εξ odlσεlζ ροaζ γνωρiζouμετo δΦυdμo

tnζταxarnταζ , σε κaΘε σηl]εiο 0,k)' δnλ' !qip]ζouμ.τ ζ rρεlζ κoρτεσ Φ,ζσ!ν dliioεζ

!]ι ν]ι η k τnζ ταχ!τητoζ'

(o) Anοφooiζouμε νo tρησlμonoiσouμε ωζ KoτεoθUνση Ανaφoραζ'oυτn τnζ μaoηζ
ταγιτητoζ τηζ δoτoμηζ' δηλ. τηζ

δπoυ dA σο r€Φδηζ δloτo!η. Δωoτε τηv d(φρoon Uπoλoγlσμoυ κaΘε συvdiωooζ τoU

Vm6an' χρησ μoπolδwoζτlζ ρετρ κaζ κοl τ ζ owoλλoiωrεζ σUvlστωσεζτηζ τo$τητoζ onωζ

πρoκanτε δτoν εργαoΘoιμε oτo μeτασ}τμσlσμaνo επiπεδo (E).

(Θ) Δωoτετη δoνUσμoτ Χη aκφρασηπoU θoYρησ μoπolηΘεiγloνο Uπoλoγοθoι]volτρε ζ
oUνoτΦσoξ τηζ Σt€δoζδμενηζ Δε!τερaι]oUσoζ τox0τnταζ

(d) Αν (u,ν,w) o τρoζ κορrεσrΦaζ σUνloτωoeζ τoU δαvroμoτoζ rηζ tαxυτητaζ, o

Uπoλoγ]σμoζ roU δ oν']σμdtoζ τηζ μ,σηζ ταxιJτnτoζ ,-- οποtεiτoν υπολoγlσμo tων

nαρoκατω oλoκληρωμorων

Ι"aλ Ι'dΛ Ι",ιA ΙΔΛ

στn δoτoμll ξ=ξo' Πρdnεl, o!νεπωζ' νo μroρoaν νd UnoλογloΘoιν oλoκληρΦμaτo τηζ

δπo! Φσ!μβoλiζε (aΘε Koρrεσoνη σlMστaσo τηζ τοxι]τnτοζ

l E',oJ _oJBο (J."'τ δσoL1ζ ξ-ζo. -o -ρoο1|.αομ.vο o olδ.διζ.l-3oδo] dl' c

κUψεληζ πoU noρβdλλa τoν (nμβo οUrδ ooυταl !ε

aa=Ξ'"Ξ,-JΕ'

oΓo _ η lοι J0 o\'l ορ ζο oσ -o' με-oo), μοllομoJ. horo oJι'1_ o i\oLJε



δπoU τo σaμβoλo rηζ oΘρolσηζ Σ καλιπεl dΦ!ζ τoUζ κoμBοUζ τηζ δEτoμaζ ξ=ξo. H

εξoiρεση πo! oφορα rouc oρloκoυζ κδμBoυζ μnoρεivα ληΦεilnoψη με σUwελ.στaζ 1/2

n 1/4 (i]oτε να λnφθοιν υπoψη κUψaλoζ oμ9σδoι] dA πoU oνiΙκoUν μδνo μερκδ μaod στo

i!ρlo. Αf'o-o'lo vlo iη o vο'Uοo Φ -1ζτo^!rηlo, o^ιι' δll

Aρα η μεoη τoΧιτητo οτη δΦopi ouτll ixε] οUvοτndεξ

Σ*,fiτ Σ.JGn

ΣJy'3 ''

7τ

ιo. aoθε κo|-Eo,, ε ιο' lo μονoδσo δ'ΦJoμα.ord iηι αξov ii

)δενονnκouν oτo iδo εΠiπεδo EYοU!ε

= ?,,

ΣJG1|

(β) H'Foτ.UΘιvoη Avoφopoζ' oρ]ζσo ono rο μovoδlοio δ@νUομo Ε - ll...,.r_\ με

Ξαοσ}€δ16ζoυμε τo ΣΙτμα 73 με κοτδλληλoUζ σιμβoλσμo0ζ nou Θo βoηθηooUν τnν

oναητUξηπo! Θαα(oλo!Θiloεl. o κoμBoζ ι,k) τηζδoloμηζ ξ=ξo εδρoζετσlσο σημεioA

ιo. γΦ rov "oμ6o αLlo rΓΘU/oLμ. vo orδoοo.με io δo\JοLo i; -. δo,ιoJo

δεUτερεnoUσoζ ταxυ'ηΙαζ. Θo εiνa

iτ=Eτ-π

τo δoνUoporο ,aΔ.π rol π δεν ονliκouν γevκο σo iδo εninεδo, oφου τσ

τoδαιoJο ;Ι' .,ι, -']\ δαoξoνι. Γρο9ο\1 |-. την τo,Ι τ.τo vr.ενo'δη€δη



f.i=;τ.i

κd!, σUνεπωζ, γlo τo δΦUσμa π nou εiνolσ!γγρaμμl(δ !ε τo , Exoεl

τo-ε ro δΦJoμα rF lρoθofζ τoU σo λoΘLlo ι Ιl εδo o-'1ν oξoνιη Λo-εJΘJvοr Θo

Βf =λf 7Ξ

xo 1o ζnτoιμενo δΦυσμo

iτ =ττ - BΙ = λ^ ' λΒ Λ ,j5 =Ι[ -ιτ

--",,T,
-o ο-oio nρdnfl r'o o\εδlooo 

'|-" 
dL ioΘε o.μεio rrζ δoΙou;c ξ-ξο.

olερωτlioεlζ πo! ακoλoUΘoιν oφορο0ν τnvτεXν(η rων dUνdρτησfuv τoiΥo!' σε σΙ€ση με

(o] p-oδ.iξπ oΙ oν η ρoη δεv Σlvol o-oκoνrμd,1 -oΙε rοf ο olo Φερεδ τoi}υ|-o, τo

y vo|-ενo v L εlvo oΦξooiητο τrζ ταo1ζ'olBηζ olo σ.ρrο τoiΛμα

(β) Θd xρ no ψ ono ilσoU με tηv πoσoτητa (ylιl), με την lδlδτητo nou μoλζ oποδoiξαμε

γιo νo δoτUrωo ο U]r ε iνoν oλγoρ]Θμ o no! vd ιnoλoγiζσ τo Φ o πΦτοζ γelτoνi κoζ κο μβο ζ
P ioU τo Ιιiματoζ Φilκεl στo γρoμμικo Unδσrρωμo il στn λoγσρlθμlκli nερoΙη τoυ ορ dκοι
στΦματoζ' Θεωρol:]μe κσoρΙη δi ro δρo τωvδιo Περlο}ιv eivαl τo y+ =4'

Aπoδεiξτε oτ η oνlσoτnτσ

!'v' ' 16 !

(ν=κrνημ. σUvεκnκ6τητo) XoΘoρiζε 
'νoν 

κdμβo πoU Φilκεl σo γραμμκo !πδσρωμo.
)JJnλΦιorε-o oJυoν οJo, δ|o|υ'Uo|ε |ov oλνoρ|Θμo δoλρβrζ l, ζ nερo,rζ rou ov11r

o κδμβοζ P κοΙεξηγεioτε πι]rζ Θd UnoλoγrσΘεi η τψ oε κσΘε μ a οπo τ ζ δao περnτιiσεlζ.



nρoκιlπσ aμεσα δi τo γNδμενo τoUζ @oυτΦ μo

κo ouνεnοζ δεv εξoρτdτoloπο την τoΙ!τητo τρβηq iΙ rην τoση τρlβηζ στo στερεδ 6ρo.

(E) Eo-ω o lo σηJσo -o, n\dγLo-oζ 1oU Θρio".τo' nλ1oiorερα οro σερεo ro Ι!μo
ΓνωρiζοUμε τηv τUπlκil κoτΦoμli U+ - u}(yl) η oπoio,jνΦ dιEοUσoi Φ 

'oυλnt1στον 
η pοη

δoνεiνooπoκoλδμdνη.KoτδσUνiπεo,τoγνoμεvοy}U+εiνolεπiσηζσιξouσoσινoρrηση
τηζ nρσγμσlκiζ Φδσσσηζ y σo τo στθρεδ δρo καl γQ το Μγο oσδ !πoρεi νd

/ρao μol ol1θLiy o lη δ dιρ o'] |ηζnεροχηζ loU oρlο.oι ol μσoζonoJαrιU.ooηJιio
P AJτo νρομ,Jιδ U16oτρψμο τ.λειν. oτηr'τl,J.y' 1 -orε εnεlδi o'oJ-ο y' Jl aρo

Eτolo oλγ6ρΘμoζ δEκρlσηζ τηζ περ oxilζ τoU P κατoλilγεlσε διo περπrωσεlζ:

(8,) av

τoτε τo σημεio P oνiκε σo στρωra oρloκ6 UπoστρΦμα κσ n ταση tρβiζ Uπoλoγiζετo

πoU, με την εraλεoη των πρoεΦν δiΦl

τδτε τo oημεiο P Φiκd στn λoγαρlθμκη nερDlil τoU oρoκoι σ'Φματoζ κol γα 
'ovUπoλoνlσμo τnc τoσηζ τρ|βilζ απαtrεiτolη αρlΘμηtlκil εniλUσηζ τnζ εiσωσnζ



μiσω λ.Y. iηζ μεθoδou Νes4on' εvi

o ορΘμoζ Beγnolds πoU Φστo xεi στo μilΧoζ L πoU δEρNεi n μεtσBoση oπδ τn στρωτli
oτην rupβιi'δη κoτoσoση σldΙ€riζπar (κσa Dhawan) με τoν τoπκo dρΘμo RΘyηolds με

Rf' sPι:" ' fu'- '_ ' fu - '

H σl ση oυτa @xυa γ o μηδεν Ki κλion πiεσηζ

(o) AΠοδεiξτε on' γ@ od!μπiεστη ρoil με μηδενlκli δoμiκη Χλiση niεdnζ' μlσ oπλi
i<φρoon γE Ι1νo\oιλrρJn.η.ξloιο-.Γ. δoL'llouζoρ|-ηζιiνo r

!9=t
da2

onou qo ion κoζ ouwελεσliζ τρβl]ζ.
ιΦ Αv 1rσoνo|.i -αr.]-1-οc σ o ο σ lο οοΦο ο ο;Jo σναl

Ξ 
"" r.1]

', \7) δμ]

Rε'1=ο'6J3t-i"oj

Θεωρejσε oτ ro oρlακo σrρωρd ξεkνo oτη Θ6ση x-ο, onoι δ=δ2=ο.
(γ) ΔΦoτε την aκφρoση τoU ReL ouvoρiηdεlτoU Βe2, πoU εiναloUμθση μoτο ι]oraλo

(o) H dΦκλnρωnκη .ξiσωση τηζ δ@μilκouζ oρμhζ γlo oσ!μniεστη ρoli γρσφετol!
σι,μφωνo με τn σΙ€ση {10.35), ωζ

dι- l dι
ι. Ln' ' 2



"=:L

'ρ",oτΦ η cξUrερ'λr ρoη \ομBoΦl xυρo μ. Jnδενk1 λλσr riεo1ζ τoτε

καl ol πoρΦnω oξrσιiσεlζ πoiρνοUν Ιην Φλa μoρφil

d6, _t., {11

(B) Πα τη δεδoμΦη κoτoνoμi τa}ιτηrdζ

! /πn\
!. ιr, δlτ]

dlΦUμε δεiξε (8λ. σΙεση (1ο.51)) oτ

Πσ εvσ oρroko oτρd,po πoU ξεKNo αnδiηΘaση Α (onou δ=δ2=0) (σ ξελioσετo μaΙρι τη

Θdoη Θ (oπouτoτoπκσnαn oυμβoλiζowol μεδ xd δ, ολoκληρωνoυμε κo'oxτηνεξiσωoη
(1). Mε τη Yplioη κo rηζ εξioωσηζ (2)λσμβΦo!με oτ

a--ο=!r9sΣ7,

R_ -: ο655r l l = 0.655t R.]l' (3)

(γ) o συνδυaσμδζ io! κρlτηpiou τoU Dhawan ρε τn oΙ€σn (3) πoU μoλζ anoδεiξoμε

L[ --Lρ.:.0.6551 0655116 '

(2)



(o) No σΙoλαoΘεi η φυσlkη oημdσid iων oρloi6ν ouν€ηxιi]ν rou Θo xpησlμoπolηΘoυν
γlo τoν κo6oρloμ6 τdν oτoθορdrv a,b,c,d kd olonoiεζ δiνofσl σμ'σωζ πopσκnτΦ

/r,,\ 2'
νlαγ=ο !=0 (o ν|-|--ι -:l

\Φ'l'

nοU εivαl η ζη'oιμ*η σy6oη.

ΑΣKι.]ΣH 19

Θo δEruπiooυμ. μlo oλoκληαflη μΦoδo γlo τov lnoλoνldμδ σρσnν oρldxliν
oτρωμσωv nου ΙρηΦμonolεi iην oλoxΜρonκn εξiσωoη rηζ δldμilxoυζ oρμiζ kαl την

!,= qlηza.a1' iηι .τ-j 0)

ΓρoΦouμε την oλoκληρωnκll εξioωoη orηv (σnλλnM loρφil γld αdυμπiεση ρoa kol ση

- aυ du
γlo y=o ' ΦΦ.

οπoU ο δεinηζ (w) δεiΙld rn θ,ση το! σερεon roηΦμoτoζ ko δ oiνol ro πnχoζ 
'oU

(8) Xρηo μoπolεioE τ ζ noραnoνωoρ oκaζσUνΘilκεζγoτoνυnoλoγlσμδ των a,b,c,dωζ
oυνnρτηση τηζ ποσ6τητoζ λπoU ορiζεταlωζ

' δ' dι'
rd,

Eνδo rΙκa δiνowol τo δ!o nρωτo ono τα oναμaoμΦo απoτελaσμoτo

"=z*L υ= L

Anoδεiξτε nζ nαρonoΦ σxdσ' ζ κol Unoλoγiσε μ6νol σoζ ]o ο κo d.

!j1 
= P(η, . λclη} (2)



cηr = *ηir η,'

(4)

(r)

τl onμo]νθ η γρoφn (2), 6σoν oΦoρn τoν oρθμo των παρoμdτρων nοU εμπλ,κowol σo
nρ6B,\ημo; n6ζ (ατoλdθαiνπε τηv eξiσωon (2)oε σxθση μετη μio ολoRΜβJτlκli εξiσωση
noυ Θα Yρnσι]onolnσεiε;

(δ)

jι=

(o) Eroζ αno lη σl dη (4) σo πο ol]ζ awiσolχouζ lnoλoγlσρonζ πρaπ. νσ πpoθεiτε
nστε nολoκληρωnιaεξiσωσητηζδoμiκo!ζ εξ]σωonζνo γρdφεiωζμ@ δEφoρ κi εξiσωon
πρoζ μo μετdβλητa. Πon o]νσl ouτi n uετοoλnτni

(σ, Δωστε τnνnμη ioι λ στηvοπoio θσ ouι]βεiαnoκολληoη τηζ ροac'

;(,.+)

Γρaφouμε tηv oλoκληρωnxa

-r!!a,\H,,+2)

{α) οl oρ'ολεξ οι!€ηλEζ

οξiσωση rηζ δαμi)κouq oρμηζ γo

=_1

στρωτliζ κa σσU|rniεoτεζ

(5)

εκφρoζoυv oφεvοζ μev tη oυvθiκη μη oλ]σΘηonζ orο σερoο τoipμo, αφετdρou δε τη
oJΦη'η oμα\n( -rτoθαo1\ o lo ',lv {o'Φoμ1 loΔrητoζ roJ ορlοiol olρψμσoζ o-1v



nρoΦro on6 ro σUνδUασμol aφwoζ pεν rηv εξioωoηζ τnζ δoμliκoUq oρμi]ζ onωζ
εκφρoζεταl σo Φερεo τoirJμo

9 r,.Φ) - Φ

αφoτaροU δε τηζ iδEζ εξiσωσηζ onωζ δσ!πliffiο γ@rην εξωτερlκa ρoll

με κο]νi nμn rnζ δlαμaκoυζ κλσηζ πiεσηζ, πo! εμφΦiζπo oroδoυrερο μελη Xσlτων δno

εκφρaζouντn oυv,ΙτE πoρoγωγων σro onρεio iνωoηζ oρloxoa orριilμσoζ κolεξωrεp κaζ

l9 =,*rηtr.n,'ηan, @ = _ι Φuι of\ Φ δdη

L Φ = zo'a,η'naι,

onοrε, η μoν nρωrη opσκn σU!€iκη (!-o στo η=o) .πoληΘει]εταl ταUτonκa, εvω ο
Uπoλon.ζ t.σσερlζ oρloκaξ σUΦηκεζ δiνouν ofidτoryq

H πρΦτη oπδ oUraζ ξαaγραφεrαl, Ιρ no ψ onolιiwoζ την nαρoρ ετρo λ, στn μoρφli

2

1olο Fooo'1'εc a.c.dΓρoιJΓ,oUναΓo-1νrnλ,oηiouοLoΙη/oroζ



τo o:,σnμo επlλυεro εJλord iolπρokιΓ-oΦ ol ιηiouμΦεq εκφοαoεlζ

"- 1'! ,- z'\ d-ι λ
62

(γ) yφηoμοnobwoζ τ]q noρΦαΦ τμaζ, η κoτΦμli τoprηrσζ γραφ-ol, ωζ
σlvaρτηση tηζ πoσ6τηrαζ λ, ση μορφil

ι / λt Ι, /_ λl . /- λ\._ -l2,"ln " η_ ' -2-:|η,.|| ']|η. (6)
Ι. \ 6/ 2 \ 2' \ o/

ΣUγtρ6ωq η πρoζ oπoδorξη oΙ,ση (2) μεnζ oκφρqσσζ (3) γ]o τα F(η) κolG(η) γρaφσα

g=2η 2!l*η'*4η(l η')-

_," 2"i."1 ,f"_1":.!., t,,='6276

= lΣt]l " -1,,.r,,Ι',-1l n]',
ι 6]', ' ι 2/', \ 6'',

noυ Φoπoρoγεl oκρΦιj)ζ την (σdνoμn τηζ σΙ€σηζ (6). Αρσ ΦαληΘ.afΦ n oχaoη (2)' η

onojσ εκφρnζd rελκd την xoτΦoμli rorιτητoζ oτo oρloκ6 σΦμo ωζ σUνiρτηση μloζ κol

μ6νo μqs μπaΘληrηζ (τoU λ) κol σUνoπωζ Θd σUvδUooΘεi με u]q oλoκΜρσrxir .ξiσωση,
ouτi tnζ δ@μi(oυζ oρμηζ.

(δ) Eivol

/&\ " /ar\
ρΙ] ρ,.'i ' ιΦJ" ρΙ.δ ιaη]η.

ιq] .Ρ(o). λclto)

c,10\ -2 P'(ot -;



i- Φ \'-ΞΙ

G) oπωζ πρoΦaφ,Φηκε σrο M j η !πoρξη μ@ζ nσρoμdrρou| rηζ λ, μοζ εn tρanε να
Yρησμoπolησouμε μδνo την oλoκλnρωμaνη εiσωση tηζ δαμilκouζ oρpηζ (1) γo τον
υndΦγ σμo rηζ εξaλξηζ τoυ oρloκoι, στρ0μoτoζ nΦω σo oτερε6 τοiΙ1Jμo. Aρo πρaπε νo
δ]ατUnωΘεi η δoφoρκη €iσυση (5) στη μoρφη μEζ δoφoρ κηξ ξidωdηζ ωζ nρoζ την
nαρdρετρo λ noυ πlΜξauε.

Kσoρ}τ πoρΦηρoιμε on, Φ εn λεγεi τo λωζ μεroβλητil τoU πρoEληρσοζi τo nσxοζ δ rοιl
oρoxon oτριilρdτοζ .(φρσζετol πqroτε ωζ σUνdρτηση τoU λ] σδ τη σxεση ορlσμoιl τoU

λ' δnλoδil

κo δεν nρεnd να Θεωρεiτo ωζ δEφoρεnκil noραμετρoζ.

a)ζ δειτερo θnμα' πρ,πε νd εκφρσσΘoιν id nαη δ1 κal δ2 (oπoτo axo εκφρσoΘεi καl o
πoρογowοζ μoρφiζ H12=δ1/δ, ωζ σUναρηoη τηζ μεταBληt'iζ λ' Γα νo γiνε oυτa Θα

οπo]τηΘoι]ν ol oλoκληρnσσζ

/ρηoρonolnroζ τnv λoταoμa u/υΘ ona iη oΙ€oη (Ι)'

!Φ

=Ι

"Ι

(' t)"

ι ,")

τελευταio βημd εiνσ η orlκa'oσταoη

(σ) τo xρlrliρ o γ o την oπoκoλληση

των εκφραoεων τωνtψ,δ]'Hr2 στnνεξiσωon β) Χol

εivσ μηδενRilτoon τρβnζ στoντoiYo, δρα Φoiη

z'1


