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Εισαγωγή 
 Στην παρούσα εργασία επιχειρείται η ανάλυση της ροής σε πτέρυγα 
δέλτα, επιχειρείται δηλαδή η εύρεση των ταχυτήτων Vx, Vy, Vz, του 
αριθµού Mach και η κατανοµή πίεσης σε αυτή. Για την εύρεση αυτών 
των χαρακτηριστικών διαµορφώθηκε κατάλληλο πλέγµα επάνω σε 
πτέρυγα (η επιλογή της αναφέρεται στη βιβλιογραφία) και στη συνέχεια 
γύρω από αυτή. Η πτέρυγα µε το πλέγµα τοποθετήθηκε σε παράλληλη 
ροή τύπου Euler 2,5 Mach µε µηδενική γωνία πρόσπτωσης. Οι συνθήκες 
αυτές επιλέχθηκαν έτσι ώστε να γίνει σύγκριση των αποτελεσµάτων µε 
προγενέστερους υπολογισµούς των M.M.Fenain και  M.J. London. 
 Αρχικά κρίνεται σκόπιµη η αναφορά σε πτέρυγες τύπου δέλτα και 
στα χαρακτηριστικά τους. Το όνοµα τους οφείλεται στο σχήµα τους 
(τριγωνικό) και χρησιµοποιήθηκαν αρχικά σε αεροσκάφη που δεν έφεραν 
οριζόντιο σταθερό πτερύγιο (tainless delta) πριν ακόµη και το δεύτερο 
παγκόσµιο πόλεµο. Μετά τον πόλεµο οι πτέρυγες αυτές 
χρησιµοποιήθηκαν σε αεροσκάφη υψηλών ταχυτήτων, κυρίως από την 
Convair στις Ηνωµένες  Πολιτείες, και από την Dassault στη Γαλλία. 
Στην Μόσχα το TsAGI (Central Aero and Hydrodynamic Institute) 
ανέπτυξε το δελταπτέρυγο ουραίου τµήµατος εξασφαλίζοντας απόδοση 
σε µεγάλες γωνίες προσβολής καθώς και ηυξηµένη ικανότητα ελιγµών, 
χρησιµοποιήθηκε δε στα µαχητικά Sukhoi Su-9/Su-11/15. 
 Το σηµαντικό πλεονέκτηµα του δελταπτέρυγου είναι ότι η ακµή 
πρόσπτωσης (leading edge) µπορεί να παραµένει πίσω από το κύµα 
κρούσης που δηµιουργείται από τη µύτη του αεροσκάφους όταν αυτό 
κινείται µε υπερηχητική ταχύτητα, και η γωνία κορυφής (sweep angle) 
είναι µικρότερη της γωνίας του Mach. Άλλο ένα πλεονέκτηµα της είναι 
ότι καθώς αυξάνει η γωνία πρόσπτωσης η ακµή πρόσπτωσης δηµιουργεί 
µια δίνη που προσκολλάται στην επιφάνεια του φτερού δίνοντας έτσι τη 
δυνατότητα στην πτέρυγα να έχει συνθήκες απώλειας στήριξης σε 
µεγάλη γωνία.  
 Ένα “απλό” φτερό σχεδιασµένο για υψηλές όµως ταχύτητες είναι 
ουσιαστικά επικίνδυνο σε χαµηλές ταχύτητες, τα µεγαλύτερα 
µειονεκτήµατα όµως ενός σχεδιασµού τέτοιου εντοπίζονται σε αυτούς 
που δεν περιέχουν οριζόντιο σταθερό, καθώς η ολική άνωση µειώνεται 
όταν ανεβαίνουν οι επιφάνειες διευθύνσεως ή η ακµή εκφυγής. Ακόµη 
εµφανίζεται  υψηλή τιµή οπισθέλκουσας λόγω του µικρού λόγου 
επιµήκους (aspect ratio AR = 4/tan(D), όπου D η γωνία κορυφής της 
ακµής πρόσπτωσης) . Τα παραπάνω προκαλούν απώλεια µεγάλων ποσών 
ενέργειας σε κλίσεις τις πτέρυγας και αποτελούν σοβαρό µειονέκτηµα για 
χρήση τους σε µαχητικά αεροσκάφη. 
 Στα επιµέρους πλεονεκτήµατα αυτού του τύπου των φτερών είναι η 
απλότητα στην κατασκευή, η στιβαρότητα τους, καθώς και όγκος που 
περιβάλουν και µπορεί να χρησιµοποιηθεί για καύσιµα, ή άλλο 
εξοπλισµό. Λόγο της κατασκευαστικής απλότητας της έχει χαµηλό 



κόστος, ένα σηµαντικό παράγοντα όπου αποδεικνύεται και από την 
επιτυχία των Mig21 και Mirage. 

 Πολλές παραλλαγές του 
δελταπτέρυγου συναντώνται 
σήµερα σε εφαρµογές 
αµυντικής βιοµηχανίας, σε 
διαστηµόπλοια καθώς και σε 
επιβατικά αεροσκάφη.  Η πιο 
ευρύτατα διαδεδοµένη ίσως 
είναι η cropped delta µε 
οριζόντια σταθερά, σε αυτή την 
κατηγορία ανήκει το F-16. 
Ακόµη πολύ γνωστές είναι  η 

compound delta που συναντάται στο Saab  Draken και ogival (Gothic) 
delta που βλέπουµε στο Άγγλο – Γαλλικό Concorde. Οι παραλλαγές 
αυτές έγκειται στο να µειώσουν τα παραπάνω µειονεκτήµατα. 
 Είναι γνωστό ότι όταν υπερηχητική ροή φτάσει οποιαδήποτε 
επιφάνεια συµπιέζεται µε αποτέλεσµα τη δηµιουργία ενός κρουστικού 
κύµατος. Το κρουστικό κύµα κάθετο ή κεκλιµένο θα δηµιουργήσει ένα 
κώνο έξω από τον οποίο θα ανακλάσει µερικώς τη ροή και θα 
προκαλέσει την κίνηση της γύρω από αυτόν. Ακόµη θα επιβραδύνει τη 
ροή, θα αυξάνει την πίεση και την πυκνότητα µέσα σε αυτόν. Όταν η ροή 
αυτή φτάσει σε ένα σηµείο της πτέρυγας µε εξωτερική κλίση (µείωση 
του πάχους της αεροτοµής) η συµπιεσµένη ροή εκτονώνεται 
δηµιουργώντας ένα κύµα διόγκωσης. Ορίζει λοιπόν µια περιοχή όπου 
µειώνεται η πίεση και επιταχύνεται η ροή (expansion fan). Συνεπώς οι 
απότοµες κλίσεις στις πτέρυγες υπερηχητικής ροής είναι θεµιτές σε 
αντίθεση µε αυτές σε υποηχητική ροή όπου παρατηρείται αποκόλληση 
της ροής µε άµεση συνέπεια την αύξηση της οπισθέλκουσας και 
ταυτόχρονη µείωση της άνωσης. 
 Μια δισδιάστατη αεροτοµή υπερηχητικής ροής που κινείται µε 
ταχύτητα µεγαλύτερη του 1Mach έχει 4 κύµατα κρούσης που τη 
συνοδεύουν, όπως φαίνεται στο ακόλουθο σχήµα.  



 Σε µηδενική γωνία πρόσπτωσης παράγεται µηδενική άνωση, αυτό 
συµβαίνει γιατί τα κύµατα κρούσης στο ανώτερο και κατώτερο τµήµα 
της αεροτοµής είναι ίδια, µε ταχύτητες ροής  και πιέσεις ίδιες. 
 Στην περίπτωση που η αεροτοµή τοποθετηθεί σε ροή µε µη 
µηδενική γωνία πρόσπτωσης έχουµε την ακόλουθη εικόνα: 
 

 
Καθώς η γωνία πρόσπτωσης αυξάνεται, το κύµα κρούσης που βρίσκεται 
στο ανώτερο όριο της αεροτοµής γίνεται πιο αδύναµο (µεταβάλλει 
λιγότερο ταχύτητα, πυκνότητα και πίεση) αλλά το αντίστοιχο στο 
κατώτερο όριο γίνεται πιο ισχυρό. Αυτό επιβραδύνει τη ροή στο κάτω 
όριο περισσότερο από το επάνω µε άµεση συνέπεια την παραγωγή 
άνωσης. Σηµειώνουµε ότι ο νόµος του Bernoulli εξακολουθεί να ισχύει. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Ορισµός επιφάνειας (Butler Wing). 
 Ορίζουµε ως άξονα x τον διαµήκη άξονα της πτέρυγας, y τον 
εγκάρσιο άξονα και z τον άξονα που είναι κάθετος στο επίπεδο τους. Η 
αρχή των αξόνων τοποθετείται στην ακµή πρόσπτωσης όπως φαίνεται 
στο σχήµα που ακολουθεί. Η παραµετροποίηση της επιφάνειας γίνεται 
ως ακολούθως:  
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, όπου L το µήκος της πτέρυγας στο διαµήκη άξονα x (για την 
αδιαστατοποίηση του  προβλήµατος το θέτουµε ίσο µε µονάδα).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



∆ιακριτοποίηση  επιφάνειας. 
 Η διακριτοποίηση της επιφάνειας έγινε ως ακολούθως: 
• Κατά τον άξονα x:  µε κέντρο το x=0.5 και ακτίνα ρ=0,5 χαράσσουµε 
ηµικύκλιο. Θεωρούµε τη γωνία β µεταξύ του άξονα x από την αρχή 
του ως  το x=0,5 και µιας ακτίνας του κύκλου, έτσι µεταβάλλοντας τη 
γωνία β σαρώνουµε την επιφάνεια του κύκλου. Οι προβολές  των 
σηµείων αυτών στον άξονα x είναι τα σηµεία που διακριτοποιούµε τον 
άξονα. Ως αρχική γωνία διαµέρησης χρησιµοποιήθηκαν 3,5ο  και ως 
βήµα για τη σάρωση 2,65ο. 

• Κατά τον άξονα y: χαράσσουµε τεταρτοκύκλιο µε κέντρο τη θέση i επί 
του άξονα x και ακτίνα ρ=ymax=x(i)*tan(16.6o). Σαρώνοντας την 
περιφέρεια του τεταρτοκυκλίου µε χρήση γωνίας και κάνοντας 
προβολές τον σηµείων αυτών κατά τον άξονα y έχουµε τη 
διακριτοποίηση κατά τον άξονα αυτό. Για τη µεταβολή της γωνίας από 
0ο έως 90ο χρησιµοποιήθηκε βήµα µε πρόοδο p(j+1)=90*p(j)/(90+p(j)), 
όπου  j δείκτης σηµείου επί του τεταρτοκυκλίου. Η πρόοδος αυτή 
χρησιµοποιήθηκε έτσι ώστε να αυξήσουµε  τον αριθµό των κόµβων 
του πλέγµατος στην κατεύθυνση y όσο το x(i) αυξάνεται. 

• Κατά τον άξονα z: Χρησιµοποιούµε την εξίσωση επιφάνειας: 
z(j)=sqrt((1-(y(j)**2)/(a(i)**2))*(b(i)**2)) 

 
 Με τον τρόπο αυτό έχουµε την επιφάνεια της πτέρυγας στο επίπεδο 
µε x,y,z>0 (µισό φτερό).  Στη συνέχεια ονοµάζουµε τους κόµβους και 
παράγουµε πλέγµα αποτελούµενο από τριγωνικά στοιχεία. Για τα 
παραπάνω αναπτύχθηκε κατάλληλος κώδικας, όπου παράγει τα αρχεία 
xxx.ele και xxx.nod. Το αρχείο xxx.nod περιέχει τον συνολικό αριθµό 
των κόµβων ακολουθούµενο από µια “σηµαία” για κάθε κόµβο που θα 
εξηγηθεί στη συνέχεια, τις συντεταγµένες στον άξονα x, στον άξονα y 
και στον z, ενώ το αρχείο xxx.ele περιέχει το συνολικό αριθµό των 
τριγωνικών στοιχείων και τα στοιχεία αυτά δηλωµένα από τον αριθµό 
των κόµβων που τα αποτελούν. Πρέπει ακόµη να πούµε ότι 
δηµιουργούµε τη µισή πτέρυγα (δηλαδή x,y,z>0), και αυτό γιατί είναι 
προτιµότερη η χρήση ενός κώδικα για τη δηµιουργία και του 
συµµετρικού της, από πλευράς υπολογισµών. Έτσι µειώνουµε το  χρόνο 
επεξεργασίας, ενώ εξασφαλίζουµε και την πλήρη συµµετρία των κόµβων 
στο επίπεδο xy. 
 Η σηµαία (flag) που αναφέραµε δεν είναι τίποτα άλλο παρά ένας 
αριθµός όπου χαρακτηρίζει τον κάθε κόµβο και είναι ίσος µε 3 για 
σηµεία επάνω στην πτέρυγα, 2 για σηµεία όπου έχουµε την τοµή του 
επιπέδου συµµετρίας (symmetry plane) και 4 για τα σηµεία που 
«κλείνουν» το χωρίο των υπολογισµών. Αναφέρουµε επίσης ότι γίνονται 
συνδυασµοί των ανωτέρω για να δηλώσουµε το είδος όλων των κόµβων.    
 Έτσι στο σηµείο αυτό έχουµε έτοιµο το πλέγµα για την µισή 
πτέρυγα. Είναι σαφές όµως ότι πρέπει να αποκτήσουµε και το 
συµµετρικό του ως προς το επίπεδο xy έτσι ώστε να µπορούµε να 



µελετήσουµε ολόκληρη την πτέρυγα. Για την εργασία αυτή 
αναπτύχθηκαν µια σειρά από κώδικες όπου εξασφαλίζουν την κατάλληλη 
σύνδεση των επιφανειών χωρίς την ύπαρξη κοινών κόµβων που θα 
δηµιουργούσαν προβλήµατα στον υπολογισµό της ροής όπου δε θα 
αντιλαµβάνονταν την επιφάνεια ως ενιαία. 
 Έχουµε λοιπόν στο σηµείο αυτό έτοιµο το επιφανειακό πλέγµα 
ολόκληρης της πτέρυγας αποτελούµενο από τριγωνικά στοιχεία και χωρίς 
την ύπαρξη κοινών κόµβων. Συνολικά έχουµε 6696 τρίγωνα  
αποτελούµενα από 3408 κόµβους. Η εικόνα που έχουµε είναι: 
 
Κάτοψη πτέρυγας: 
 

 
Πλάγια όψη: 

 
 
Όψη ακµής εκφυγής (trailling edge): 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 



Ακµή πρόσπτωσης (Leading edge): 

 
 
 
 Στην συνέχεια κατασκευάζουµε µια ελλειψοειδή επιφάνεια η οποία 
θα “ντύσει” το επιφανειακό πλέγµα της πτέρυγας. 

 
 
    
 
  
 
 
 
 
 
 
Όψη του ελλειψοειδούς  εξωτερική - εσωτερική επιφάνεια. 
 



Στη συνέχεια τοποθετούµε στο εσωτερικό του ελλειψοειδούς (dome) το 
επιφανειακό πλέγµα. 

 Ακολούθως έγινε χρήση του λογισµικού CATIA έτσι ώστε να 
“γεµίσει” το εσωτερικό του ελλειψοειδούς από πυραµίδες. Λόγω της 
απώλειας της ακρίβειας των συντεταγµένων έγινε χρήση κατάλληλου 
προγράµµατος για την αντικατάσταση των σηµείων του επιφανειακού 
πλέγµατος. 
 Τέλος κατασκευάζουµε ηµισφαίριο όπου θα περιβάλλει όλα τα 
παραπάνω και που σε αυτό θα µελετηθεί η ροή. 
Εικόνα ηµισφαιρίου.  

 
 
 



 
Έτσι 

έχουµε το τελικό πλέγµα: 
 
 Όπως αναφέραµε είδη το παραπάνω πλέγµα τοποθετήθηκε σε ροή 
τύπου Euler µε γωνία πρόσπτωσης στην πτέρυγα 0ο και ταχύτητας 
2,5Mach. Η ροή εφαρµόστηκε µε και χωρίς περιοριστή (limiter) και η 
ακρίβεια της ήταν δεύτερης τάξης. Ο περιοριστής που χρησιµοποιήθηκε 
είναι των Van Leer και Van Albada.  Έπειτα από τη σύγκληση των 
αποτελεσµάτων έχουµε τα αρχεία xxx.Mach και xxx.res όπου περιέχουν 
τους αριθµούς Μach και την ανάλυση της ροής αντίστοιχα. Η εικόνα του 
αριθµού Μach κατά µήκος της πτέρυγας µε χρήση του περιοριστή είναι: 



 
Από τις ισογραµµές του αριθµού Mach είναι εµφανή τα κύµατα κρούσης  
στην πτέρυγα. Η κλίµακα των ισογραµµών είναι: 

 Με min = 1.979111Μach 
       max = 3.72427Μach 
 
      
 

 
 Στην ακµή προσβολής στο ρύγχος παρατηρούµε ταχύτητες της 
τάξης των  2,5Mach ίσες µε την ταχύτητα της ροής όπως ήταν 
αναµενόµενο, ενώ καθώς παρουσιάζεται κύµα κρούσης, οι απώλειες που 
εµφανίζονται  µειώνουν την ταχύτητα της ροής  περίπου στα 2Μach. Στη 
συνέχεια η ταχύτητα της ροής αυξάνει µέχρι την τελική µέγιστη τιµή των 
3,7 περίπου Μach. Η κατανοµή του αριθµού Μach επάνω στην πτέρυγα 
σε  κάτοψη και στην πλάγια όψη είναι: 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 



 
 
χρησιµοποιώντας πολλές ισογραµµές έχουµε: 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Για την  κατανοµή πίεσης έχουµε κλίµακα:  
        min = 0,0179 
       max = 0,23775 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
  
  
 
 
 
 
 
 



  Η εφαρµογή υπολογισµών στη ροή χωρίς τη χρήση περιοριστή 
είναι σαφώς πιο γρήγορη, αλλά δεν ανταποκρίνεται τόσο στην 
πραγµατικότητα. Αυτό συµβαίνει γιατί λαµβάνει υπόψη αποτελέσµατα 
που είναι εκτός λογικών ορίων (χρησιµοποιεί απότοµες κλίσεις στις 
συναρτήσεις). Παρουσιάζουµε τα αποτελέσµατα χωρίς τη χρήση του 
περιοριστή των  Van Leer και Van Albada. 
 

 
 
 
 
Κάτοψη 
πτέρυγας

 
Οι κλίµακες των ισογραµµών είναι ίδιες µε αυτές που χρησιµοποιήθηκαν 
στην επίλυση µε τη χρήση του περιοριστή.  
 
 
 



 Για την ταχύτητα σύγκλησης των δύο υπολογισµών παραθέτουµε 
σχηµατικά το ρυθµό σύγκλισης της εξίσωσης της ενέργειας και της 
εξίσωσης της συνέχειας, συναρτήσει του αριθµού των επαναλήψεων . 

 
Πορεία σύγκλισης εξίσωσης ενέργειας. 

 
Πορεία σύγκλισης εξίσωσης συνέχειας. 
 
 
 
 



 Πηγαίνοντας τώρα στην επίλυση των M.M.Fenain και  M.J. London 
αναφέρουµε ότι χρησιµοποίησαν εξαεδρικό πλέγµα σε επιλύτη τύπου 
Euler και ορίζονταν από τα κύµατα κρούσης και την πτέρυγα. Η 
διακριτοποίηση των επιφανειών έγινε µε χρήση παραβολοειδών. 

 
 
Προβολές αποτελεσµάτων των M.M.Fenain και  M.J. London επάνω στην 
πτέρυγα α) 1-P/P∞, β) αριθµός Mach, γ)Ολική πίεση 
  
 
 
 
 
 
 
 



 Σε πλήρη αντιπαράθεση του αριθµού Mach της επίλυσης των 
M.M.Fenain και  M.J. London  και της δικής µας µε χρήση του 
περιοριστή έχουµε: 
 
 

 
 
Παρατηρούµε ότι οι δύο εικόνες  είναι απολύτως ίδιες. Παρακάτω 
παρουσιάζουµε σε αντιστοιχία τις τιµές του αριθµού Mach σε τοµές στο  
x=0.6 και x=0.95 για τις  λύσεις των  M.M.Fenain και  M.J. London και 
αυτής µε χρήση περιοριστή.  
 
 
 
 
 



Ο αριθµός Μach σε τοµή στο x=0.6 στην επίλυση µας είναι: 
 

 
 
 
 
ενώ από την επίλυση των M.M.Fenain και  M.J. London έχουµε: 

 
Βλέπουµε λοιπόν ότι και εδώ οι τιµές του αριθµού Mach είναι απολύτως 
ίδιες, πράγµα που επιβεβαιώνει την αρχική µας εικόνα. 
 



 Ενώ για την στατική πίεση  και το συµπλήρωµα της (1-P/P∞) 
αντίστοιχα για τις δύο λύσεις  έχουµε: 

 
 
 

 
 Η σύγκριση των παραπάνω είναι καθαρά ποιοτική και όχι ποσοτική. 
Βλέπουµε λοιπόν ότι από τη σκοπιά αυτή  δεν έχουµε σοβαρές διαφορές. 
Η επίλυση µας δίνει τιµές στατικής πίεσης αυξηµένες στην ακµή 
πρόσπτωσης και ελαττούµενες προς την ακµή εκφυγής.  Η επίλυση των  



M.M.Fenain και  M.J. London δίνει τιµές στο συµπλήρωµα της πίεσης 
(1-P/P∞) αυξανόµενες κατά το διαµήκη άξονα, συνεπώς η στατική πίεση 
θα έχει την ιδια εικόνα µε τον υπολογισµό µας. Από τη φυσική 
γνωρίζουµε ότι το κρουστικό κύµα συνοδεύεται από αύξηση της πίεσης, 
όπως αναφέρθηκε και στην εισαγωγή, πράγµα που επαληθεύει την 
επίλυση µας αφού το κρουστικό κύµα στο ρύγχος είναι ιδιαίτερα ισχυρό. 
 
Κάνοντας τοµή στο x=0.95 έχουµε: 

 

 
Και εδώ βλέπουµε σε πλήρη αντιστοιχία τις τιµές του αριθµού Mach. 



Η στατική πίεση  βρέθηκε: 

 
 
ενώ από την επίλυση των M.M.Fenain και  M.J. London έχουµε για το 1-
P/P∞ (συµπλήρωµα πίεσης): 

 
 Σηµειώνουµε και εδώ ότι η σύγκριση είναι ποιοτική και όπως ήταν 
αναµενόµενο παρατηρούµε ότι και εδώ οι ισογραµµές είναι όµοιες 
µεταξύ των δύο λύσεων.  
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Βιβλιογραφία: 
AGARD – AR – 211 Test Cases for Imiscid Flow Field Methods (test case 
13 Butler Wing) 
 
Πηγές στο διαδύκτιο: 
http://www.galleryoffluidmechanics.com/shocks/shock.htm 
http://www.efluids.com/efluids/pages/gallery.htm 
http://en.wikipedia.org/wiki/Shock_wave 
 
 
 
 
 
 
 
 


