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Γενική εισαγωγή. 
 
Η παρούσα εργασία πραγµατεύεται την κατασκευή µεταπροτύπων µε χρήση τεχνικών 
της στατιστικής. Στόχος µας είναι να µπορέσουµε να εκτιµήσουµε την απόκριση ενός 
προβλήµατος, στο οποίο εφεξής θα αναφέρουµε ως πρότυπο. Ένα τέτοιο πρότυπο 
πρόβληµα θα µπορούσε να είναι ένας υπολογιστικός κώδικας που µοντελοποιεί ένα 
φυσικό ή τεχνολογικό πρόβληµα ( π.χ. που να µοντελοποιεί την ροή σε µια 
πτερύγωση ή που να υπολογίζει τις κατανοµές τάσεων σε ένα µηχανολογικό 
εξάρτηµα ή ένα ανθρώπινο οστό). Γενικότερα , πρότυπο πρόβληµα µπορεί να είναι  
µια οποιοδήποτε φυσική ή τεχνολογική διεργασία, π.χ. η εξάρτηση των µηχανικών 
ιδιοτήτων ενός υλικού από την  σύσταση του µείγµατος , αλλά και ένα υπολογιστικό 
µοντέλο µιας τέτοιας διεργασίας. Πρέπει να διευκρινιστεί ότι η παρούσα εργασία θα 
πραγµατευθεί την κατασκευή µεταπροτύπων σε υπολογιστικά µοντέλα . Στο 
εκάστοτε πρόβληµα ξεχωρίζουµε δύο βασικές συνιστώσες : 

• Τις µελετούµενες ιδιότητες, δηλαδή αυτό που πριν ονοµάσαµε απόκριση, π.χ. 
αναφερόµενοι στο προηγούµενο παράδειγµα απόκριση θα µπορούσε να είναι 
η ελαστικότητα του υλικού, η αντοχή του σε κάµψη ή η αεροδυναµική 
συµπεριφορά µιας πτερύγωσης. Συχνά µας ενδιαφέρουν περισσότερες από µια 
ιδιότητες έτσι µελετάµε και περισσότερες από µια αποκρίσεις (εµείς στη 
παρούσα εργασία θα διαχειριστούµε προβλήµατα µε µια απόκριση. Στην 
περίπτωση αυτή κατασκευάζουµε περισσότερα µεταπρότυπα , όσα και οι προς 
µελέτη ιδιότητες.  

• Τις παραµέτρους από τις οποίες εξαρτάται η απόκριση, οι παράµετροι αυτές 
αποτελούν τις ελεύθερες µεταβλητές του πρότυπου προβλήµατος και 
εποµένως και του µεταπροτύπου µας (συχνά µπορούµε να απλοποιήσουµε το 
πρόβληµα αγνοώντας κάποιες µεταβλητές – αυτό όµως πρέπει να γίνεται µόνο 
όταν αποδεδειγµένα οι µεταβλητές αυτές έχουν µικρή επίδραση στην 
µελετούµενη απόκριση). Ο καθορισµός των µεταβλητών είναι καθοριστικός 
για την σωστή κατασκευή του µεταπροτύπου γιατί µια λάθος επιλογή µπορεί 
να µας οδηγήσει στην αναζήτηση λύσης σε ένα πρόβληµα διαφορετικό από 
αυτό το οποίο θέλουµε να επιλύσουµε. Οι µεταβλητές µπορεί να είναι συνεχή 
µεγέθη ή διακριτά (εµείς θα ασχοληθούµε µόνο µε συνεχή) και συχνά οι τιµές 
που µπορούν να λάβουν περιορίζονται είτε από υπαρκτούς περιορισµούς του 
προβλήµατος είτε επειδή ο µηχανικός ενδιαφέρεται να µελετήσει την 
απόκριση εντός µιας συγκεκριµένης περιοχής τιµών. Τα όρια των µεταβλητών 
καθορίζουν το χωρίο µελέτης το οποίο αποτελεί την πειραµατική µας περιοχή. 
Επισηµαίνουµε ότι ο µεγάλος αριθµός µεταβλητών οδηγεί συχνά σε 
προβλήµατα µε αυξηµένη πολυπλοκότητα . 

Προκειµένου να κατασκευάσουµε το µεταπρότυπο θα πρέπει να αποκοµίσουµε 
πληροφορία για το πώς εξαρτάται η απόκριση από τις µεταβλητές, αυτό 
επιτυγχάνεται µε την διεξαγωγή πειραµάτων. Τα πειράµατα διενεργούνται εντός 
της πειραµατικής περιοχής και πρόκειται για τις αποκρίσεις του πρότυπου 
προβλήµατος σε καθορισµένες τιµές των µεταβλητών. Οι τιµές αυτές των 
µεταβλητών ονοµάζονται πειραµατικά σηµεία ή σηµεία εκπαίδευσης του 
µεταπροτύπου και η επιλογή τους είναι σηµαντική για την επιτυχία ή όχι του 
µεταπροτύπου. Η επιλογή των σηµείων εκπαίδευσης χαρακτηρίζεται συχνά µε τον 
όρο «σχεδιασµός περαµάτων» (δείτε σχετική παράγραφο). Επισηµαίνουµε ότι 
κατά την χρήση του µεταπροτύπου δεν πρέπει σε καµία περίπτωση να 
«εγκαταλείπουµε» την πειραµατική περιοχή. 
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Η κατασκευή µεταπροτύπων για υπολογιστικά µοντέλα αποσκοπεί κυρίως στην 
µερική ή πλήρη αντικατάσταση του πρότυπου υπολογιστικού κώδικα έτσι ώστε 
να  εξοικονοµηθεί  χρόνος. Εποµένως, αφορά πρότυπους κώδικες των οποίων οι 
απαιτήσεις σε χρόνο CPU είναι ιδιαίτερα υψηλές. Καθίσταται εποµένως εµφανές 
ότι ένα µεταπρότυπο θα πρέπει να έχει ιδιαίτερα περιορισµένες απαιτήσεις σε 
υπολογιστικούς πόρους ειδάλλως δεν τίθεται θέµα αντικατάστασης του προτύπου. 
Επίσης, ένα τέτοιο µεταπρότυπο θα µπορούσε να χρησιµεύσει για να 
µοντελοποιήσει µαθηµατικά µια φυσική ή τεχνολογική διεργασία για την οποία 
δεν υπάρχει γνωστό ή ικανό υπολογιστικό µοντέλο που να βασίζεται σε επαρκή 
φυσική θεώρηση του προβλήµατος.  
Μια ιδιαίτερα σηµαντική εφαρµογή αυτών των µεταπροτύπων αφορά στην 
βελτιστοποίηση, όπου το µεταπρότυπο χρησιµοποιείται αντικαθιστώντας το 
πρότυπο πρόβληµα στην αναζήτηση για παράδειγµα , µιας αεροτοµής «στόχου», 
δηλαδή µιας αεροτοµής µε καθορισµένη π.χ. γεωµετρία . Η χρησιµοποίηση 
µεταπροτύπου συµφέρει όταν το λογισµικό βελτιστοποίησης πρόκειται να κάνει 
πολλές κλίσεις της αντικειµενικής συνάρτησης και είναι χρονοβόρο να πάρουµε 
αυτές τις αποκρίσεις µε το πρότυπο πρόβληµα (η αξιολόγηση των υποψήφιων 
βέλτιστων λύσεων µε το µεταπρότυπο στοιχίζει συγκριτικά σε χρόνο πολύ 
λιγότερο από την αξιολόγηση µε το πρότυπο).  

 
Πριν την κατασκευή του µεταπροτύπου πρέπει να ληφθούν αποφάσεις οι οποίες 
σχετίζονται µε :  

• Την επιλογή των σηµείων του χωρίου µελέτης τα οποία θα χρησιµοποιηθούν 
για να κατασκευαστεί το µεταπρότυπο (σηµεία εκπαίδευσης). ∆εδοµένου ότι 
τα φυσικά και τεχνολογικά πειράµατα διενεργούνται είτε υπολογιστικά (όταν 
το πρότυπο είναι υπολογιστικό µοντέλο) είτε µε µετρήσεις (όταν µελετάµε 
απευθείας το πρόβληµα), τα σηµεία εκπαίδευσης προκύπτουν από µια 
«επίπονη» διαδικασία , δαπανηρή χρονικά και χρηµατικά . Εποµένως, είναι 
εύλογο να επιθυµούµε µειωµένο αριθµό πειραµατικών σηµείων. Το «ιδανικό» 
θα ήταν να µειώναµε τον αριθµό των σηµείων εκπαίδευσης χωρίς όµως να 
αυξήσουµε την ανακρίβεια του µεταπροτύπου. Από τα παραπάνω καθίσταται 
σαφές ότι πρόκειται για δύο αντικρουόµενους στόχους (µικρός αριθµός 
σηµείων εκπαίδευσης – µικρό σφάλµα), σε κάθε περίπτωση ο µηχανικός είναι 
αυτός που θα πρέπει να επιτύχει µια ισορροπία µεταξύ των δύο αυτών 
παραµέτρων. Επίσης, επισηµαίνουµε ότι στις εφαρµογές που θα 
ακολουθήσουν, ότι το πρότυπο πρόβληµα αντιµετωπίζεται σαν να ήταν 
υπολογιστικά χρονοβόρο παρότι για πρακτικούς λόγους τα µεταπρότυπα που 
χρησιµοποιήθηκαν δεν είναι απαιτητικά σε χρόνο CPU. Έτσι επιθυµούµε να 
χρησιµοποιούµε εύλογους αριθµούς σηµείων εκπαίδευσης.  

• Τη µαθηµατική µορφή του µεταπροτύπου, όπου µια πολύπλοκη µορφή θα έχει 
και αυξηµένες απαιτήσεις σε πειράµατα, εποµένως αν µπορούµε να 
εφαρµόσουµε λιγότερο πολύπλοκα µεταπρότυπο αυτό είναι σίγουρα 
επιθυµητό. 

Μετά την κατασκευή του µεταπροτύπου ακολουθεί η διαδικασία της 
επιβεβαίωσης των αποκρίσεων που αυτό δίνει και η σύγκρισή τους µε τις 
αντίστοιχες αποκρίσεις του προτύπου προβλήµατος, επιθυµούµε οι δύο 
αποκρίσεις να είναι «κοντά». Πλέον, έγκειται στον µηχανικό να αποφασίσει κατά 
πόσο το µεταπρότυπο που κατασκεύασε πληροί τις απαιτήσεις του ( να ορίσει το 
«κοντά»), ένα µεταπρότυπο που κρίνεται π.χ. από εµένα επαρκές για να 
χρησιµοποιηθεί στην δουλεία Α µπορεί να το κρίνω ανεπαρκές για την δουλεία Β, 
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ή κάποιος άλλος µηχανικός (µε βάση τις απαιτήσεις που αυτός έχει θέσει ή του 
έχουν τεθεί) να το κρίνει ανεπαρκές και για την δουλεία Α.  Η διαδικασία της 
επιβεβαίωσης είναι πολύ σηµαντική και πρέπει να διενεργείται πριν το 
µεταπρότυπο χρησιµοποιηθεί έτσι ώστε να αποφύγουµε µελλοντικά εσφαλµένα 
αποτελέσµατα . Για παράδειγµα, χρησιµοποιήσουµε µεταπρότυπο για την 
αντικειµενική συνάρτηση σε ένα πρόβληµα βελτιστοποίησης.  Αν το πρόγραµµα 
βελτιστοποίησης στηρίζεται αποκλειστικά στο µεταπρότυπο (δουλεία Α)  για την 
αξιολόγηση των υποψηφίων λύσεων η απόκριση του µεταπροτύπου οφείλει να 
είναι ιδιαίτερα «κοντά» στην πραγµατική απόκριση, πολλές φορές µια απλά κοινή 
συµπεριφορά των δύο δεν αρκεί. Στην περίπτωση (δουλεία Β) όπου το λογισµικό 
βελτιστοποίησης εκτός από το µεταπρότυπο κάνει και ορισµένες αξιολογήσεις 
λύσεων µε τον πρότυπο υπολογιστικό κώδικα µπορεί ένα λιγότερο ακριβές 
µεταπρότυπο να κρίνεται επαρκές. 
 Τέλος, ας  επισηµανθεί, ότι επειδή η παρούσα εργασία αποτελεί το πρώτο 
εγχείρηµά µας στο αντικείµενο αυτό, και εποµένως, προς το παρόν, δεν 
αποσκοπούµε στη αριστοποίηση της όλης διαδικασίας.  

 
 
Εισαγωγή στην µεθοδολογία. 
 
Προτού προβούµε στην παρουσίαση της µορφής του µεταπροτύπου την οποία θα 
χρησιµοποιήσουµε στην παρούσα εργασία , είναι χρήσιµο να αναφέρουµε ότι αυτό το 
µεταπρότυπο στηρίζεται στην θεώρηση ότι η προς µοντελοποίηση απόκριση 
ακολουθεί το µοντέλο των Γκαουσιανών Τυχαίων Συναρτήσεων (Gaussian Random 
Functions), πράγµα που σηµαίνει ότι : 
 

( ) ( )xZxY T += βf      (1) 
όπου :  
x είναι το διάνυσµα των ελεύθερων µεταβλητών του προβλήµατος, η διάσταση (d) 
του διανύσµατος αυτού καθορίζει και τη διάσταση του προβλήµατος,  
Υ είναι η απόκριση στο σηµείο x , 
β είναι το διάνυσµα αγνώστων συντελεστών [ ]Tpββββ ,...,, 21=  ( p είναι ο αριθµός 
των συναρτήσεων αναδροµής – δείτε παρακάτω ) ,  
( )xZ  µια γκαουσιανή διεργασία µε µέση τιµή µηδέν και µεταβλητότητα 2

zσ ,  
και το διάνυσµα f [ ]1×p  αποτελεί το διάνυσµα γνωστών συναρτήσεων αναδροµής 
στο σηµείο x  , οι οποίες είναι p στον αριθµό. Στις συναρτήσεις  θα επανέλθουµε 
σύντοµα και πιο αναλυτικά . 
Άµεση συνέπεια της  θεώρησης (1) είναι ότι οι αποκρίσεις, σε ένα πρόβληµα µε 
διάσταση d , µε n σηµεία εκπαίδευσης του µεταπροτύπου και p συναρτήσεις 
αναδροµής, θα  ακολουθούν   πολυµεταβλητή κανονική κατανοµή : 
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όπου :  0x  το σηµείο στο οποίο ζητάµε την απόκριση 0Y , 0f [ ]1×p  το διάνυσµα των 
συναρτήσεων αναδροµής στο σηµείο 0x , οι οποίες είναι p στον αριθµό , ji ,F  [ ]pn×  
ο πίνακας που εµπεριέχει ανά γραµµή την τιµή των p συναρτήσεων αναδροµής σε 
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κάθε ένα από τα n σηµεία εκπαίδευσης, ο πίνακας αυτός πρέπει να είναι οµαλός. Το 
διάνυσµα nY  περιέχει όλες τις γνωστές αποκρίσεις στα n σηµεία εκπαίδευσης, 

( ) ( ) ( )[ ]Tn
n xYxYxY ,...,, 21=Y . Το διάνυσµα  0r  είναι το διάνυσµα της συσχέτισης 

(correlation vector) στην θέση 0x , δηλαδή : 

 ( ) ( ) ( )[ ]Tnn xxRxxRxxR −−−= 0010 ,...,,0r   
 όπου R(h) η συνάρτηση συσχέτισης. Ο πίνακας ( )[ ]

nnjiji xxR
,, −=R  είναι ο πίνακας 

των συσχετίσεων (correlation matrix) που κάθε του γραµµή i αποτελεί το εκάστοτε 
διάνυσµα της συσχέτισης της µεταβλητής i , δηλαδή το 

( ) ( ) ( )[ ] nniiii xxRxxRxxR ,121 ,...,, −−−=r , [ ] nnji ,, irR = , είναι εµφανές ότι είναι 
συµµετρικός και πρέπει να είναι οµαλός και θετικά ηµιορισµένος. Το διάνυσµα β  
είναι το διάνυσµα των αγνώστων συντελεστών [ ] p,1β . 
 Στην παρούσα εργασία επιλέγουµε συνάρτηση συσχέτισης R(h) που δίνεται από την 
σχέση : 
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 όπου d η διάσταση του προβλήµατος και  

( ) nixx ji ,...,1, =−=    h j . 
Σε µια γενικότερη περίπτωση µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την παρακάτω µορφή 
για την R : 
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Επίσης µε µια αναδροµή στην σχετική βιβλιογραφία µπορούµε να βρούµε και άλλες 
µορφές συναρτήσεων R(h) – στο τέλος της εργασίας µας παραθέτουµε µια την 
περιγραφή της οικογένειας Matérn τέτοιων συναρτήσεων – . Τα µεγέθη 

[ ]Tdd ppp ,...,,,,...,, 2121 θθθ=ψ  στον παρονοµαστή και στον εκθέτη, µπορούν να 
υπολογιστούν µε χρήση του κριτηρίου της µέγιστης πιθανοφάνειας (δείτε την σχετική 
παράγραφο ).  
 
Στην σχέση (2) δεν γνωρίζουµε ούτε τους συντελεστές β  ούτε την 2

zσ , έτσι η 
κατανοµή (2) είναι υπό συνθήκη κατανοµή µε παραµέτρους τα β  και 2

zσ .  
 
 
Το µεταπρότυπο και οι σχετικές µε αυτό αποφάσεις του µηχανικού. 
 
Προκειµένου να προβούµε σε εκτίµηση της απόκρισης Y(x0) χρησιµοποιούµε την 
παρακάτω µαθηµατική έκφραση : 
 

( )ββ ˆˆˆ 1
0 FYRrf 00 −+= − nTTY       (3) 

 
Όπου η διάσταση d του προβλήµατος είναι καθορισµένη, ο αριθµός των σηµείων 
εκπαίδευσης n καθορίζεται από τον µηχανικό µε βάση τις απαιτήσεις του προβλήµατος, 
την «δουλεία» όπου θα χρησιµοποιήσει το µεταπρότυπο και πρωτίστως από το κόστος 
σε CPU που είναι διατεθειµένος να καταβάλει για να πάρει τις αποκρίσεις αυτές. 
Επίσης οι συναρτήσεις αναδροµής αλλά και ο αριθµός p αυτών καθορίζονται από τον 
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µηχανικό, συνήθως µε βάση την εµπειρία του γύρω από το προς µελέτη πρόβληµα . 
Επιπροσθέτως , όπως θα δούµε στην παρακάτω παράγραφο, στην πράξη ο µηχανικός 
αποφασίζει και για τα µητρώα R  και 0r , εκλέγοντας την µορφή της συνάρτησης 

αναδροµής . ∆ηλαδή, στην έκφραση (3) οι άγνωστοι  που θα υπολογιστούν είναι τα β̂ . 
 
Στην περίπτωση που ο πίνακας της συσχέτισης είναι γνωστός αποδεικνύεται ότι  η 
έκφραση (3) αποτελεί, όπως λέµε, την Βέλτιστη Γραµµική Ανεπηρέαστη Εκτίµηση 
(Best Linear Unbiased Predictor ) του Y(x0). ∆ηλαδή είναι το µεταπρότυπο εκείνο το 
οποίο µας δίνει το ελάχιστο µέσο τετραγωνικό σφάλµα (από το σύνολο των 
µεταπροτύπων εκείνων όπου ισχύει γραµµική εξάρτηση µεταξύ 0̂Y και nY  και των 
οποίων η εκτίµηση είναι ανεπηρέαστη ). Στην πραγµατικότητα όµως δεν γνωρίζω τον 
πίνακα της συσχέτισης, έτσι όπως φάνηκε και από τα παραπάνω υποθέτουµε ότι η 

συνάρτηση συσχέτισης έχει µια συγκεκριµένη µορφή π.χ. ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
−= ∑

=

d
jh

1

exp
j

jP

j

hR
θ

, 

αυτό σίγουρα αποτελεί προσέγγιση. Στην περίπτωση αυτή το µεταπρότυπό µας 
εξακολουθεί να δίνεται από την σχέση (3) όµως πλέον κανείς δεν µας εξασφαλίζει 
την γραµµικότητα µεταξύ 0̂Y και nY  αλλά και το ότι η εκτίµηση είναι ανεπηρέαστη. 

Στην πράξη οι εκφράσεις ( )nYRR ˆˆ =  και ( )nYrr 00 ˆˆ =  είναι µη γραµµικές. Για αυτό 
λέµε ότι η έκφραση (3) αποτελεί πλέον την Εµπειρική Βέλτιστη Γραµµική 
Ανεπηρέαστη Εκτίµηση (Empirical Best Linear Unbiased Predictor ) του Y(x0). Η 
έκφραση (3) γράφεται ως εξής (για να δηλώσουµε ότι χρησιµοποιούµε εκτίµηση του 
πίνακα συσχέτισης ) : 

 
( )ββ ˆˆˆˆˆ 1

0 FYRrf 00 −+= − nTTY     (3a) 
 

(στα παρακάτω επειδή πάντα θα αναφερόµαστε σε R̂ και 0r̂  για απλότητα θα 
παραλείπουµε τα «καπέλα» και θα γράφουµε R  και 0r ) 
 
Οι συναρτήσεις αναδροµής f(x) εκλέγονται από εµάς και είναι συνήθως 
πολυωνυµικής µορφής. 
π.χ.   Έστω ότι το πρόβληµά µου είναι τριδιάστατο (d= 3, δηλαδή έχω τρεις 
µεταβλητές x1 , x2 , x3 ), θα έχουµε ότι : 

[ ]Txxx 321 ,,   =x  µια επιλογή συναρτήσεων αναδροµής θα µπορούσε να ήταν η εξής : 

( ) [ ]Txxxxxxxxxxxx 323121
2
3

2
2

2
1321 ,,,,,,,,,1  =xf  

Στην παρούσα εργασία χρησιµοποιούνται πολυώνυµα 2ου ή 3ου βαθµού καθώς επίσης 
και εκθετικές συναρτήσεις.  
 
Προσπαθώντας να δώσουµε µια απλή ερµηνεία στην σχέση (3) θα µπορούσαµε 
να πούµε ότι ο όρος ( )βFYRr0 −− nT 1  αποτελεί «διόρθωση» της πρόβλεψης που 
µας δίνει το µοντέλο βT

0f . Επίσης σηµασία έχει να µην ξεχνάµε ότι η έκφραση 
(3) αποτελεί συνάρτηση τόσο του σηµείου 0x στο οποίο γίνεται η πρόβλεψη όσο 
και της απόκρισης 0Y των  n σηµείων εκπαίδευσης. 
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Κατασκευή του µεταπροτύπου όταν θεωρούµε 2
zσ και R (πίνακας συσχέτισης) 

γνωστά. 
 
Μέχρι τώρα δεν έγινε λόγος για το πώς υπολογίζονται οι άγνωστες παράµετροι β  και 

2
zσ . Αρχικά θα ασχοληθούµε µόνο µε τον υπολογισµό των άγνωστων συντελεστών 

β  - ας θεωρήσουµε ότι η µεταβλητότητα 2
zσ είναι γνωστή -  εξάλλου η 

µεταβλητότητα 2
zσ  δεν υπεισέρχεται στην σχέση (3) θα µας χρησιµεύσει βέβαια στην 

συνέχεια όπου θα επιχειρήσουµε να υπολογίσουµε την µεταβλητότητα της απόκρισης 
0̂Y , την 2

n|0σ . ( Στην περίπτωση αυτή η 0Y  ακολουθεί την κατανοµή (2).) 
Μπορούµε να θεωρήσουµε ότι οι συντελεστές β  ακολουθούν πολυδιάστατη 
κανονική κατανοµή γύρω από µια µέση τιµή 0b  (που αποτελεί µια εκ των πρότερων 
δοσµένη ποσότητα) µε γνωστή συνδιακύµανση 0V2τ  ( :0V correlation matrix, 

:2τ µεταβλητότητα κατανοµής ) : 
 

[ ]00 Vb 2,~ τβ pN         (3) 
 
Στην γενικότερη περίπτωση όπου το 2τ  είναι πεπερασµένο, λέµε ότι έχουµε 
informative ή normal prior, δηλαδή είµαστε στην περίπτωση όπου οι άγνωστοι 
συντελεστές β  ακολουθούν κανονική κατανοµή γύρω από την prior µέση τιµή 0b .  
Στην περίπτωση αυτή υπολογίζουµε την λεγόµενη posterior µέση τιµή : 
 

1
2

12
1

1

2

12
1 −

−
−

−−
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= Rb

V
YRF

V
FRFµ 0

00

τ
σ

τ
σ

β
znTzT

n     (4a) 

 
όποτε µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε στην έκφραση (3)  την παραπάνω προσέγγιση 
(4a) για τους άγνωστους συντελεστές β , έχουµε λοιπόν ότι : 
 

( )n
nT

n
TY ββ µFYRrµf 00 ⋅−+= −1

0̂      (3a) 
 

Η µεταβλητότητα της κατανοµής (2), για την περίπτωση αυτή, δίνεται από την 
παρακάτω έκφραση (θεωρούµε ότι  η µεταβλητότητα 2

zσ  είναι γνωστή) : 
   

( ) ( ) ( )[ ]00
1T

0000
2

n0 rRFfQRQrRFfrRrσ 11112 1 −−−−− −−+−= TTTT
zσ     (5a) 

 

όπου:  2

12

τ
σ −

− += 01T V
FRFQ z  

    
Θεωρώντας τώρα  , ότι ∞→2τ  (όποτε λέµε ότι έχουµε non-informative prior), από 
την σχέση (4a) προκύπτει ότι : 

( ) nTT YRFFRF 111ˆ −−−=β    (4b) 
 

αντιστοίχως από την σχέση (5a) προκύπτει ότι : 
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( ) ( ) ( )[ ]00

1T
0000

2
n0 rRFfFRFrRFfrRrσ 11112 1 −−−−− −−+−= TTTT

zσ      (5b) 
 
Η παραπάνω σχέση (4b) αποδεικνύεται ότι αποτελεί µέση τιµή µιας υπό συνθήκη 
πολυµεταβλητής  κανονικής κατανοµής [ ]nYβ , την οποία ακολουθούν οι 

συντελεστές β . Για την [ ]nYβ  ισχύει ότι : 

[ ] ( )[ ]112,ˆ −− FRFYn T
zσββ pN~  

 
η έκφραση (4b) για τους συντελεστές β̂  συχνά αναφέρεται ως µέθοδος των 
γενικευµένων ελάχιστων τετραγώνων, τα δε β̂  αποτελούν MLE (Maximum 
Likelihood Estimator) των β  . Έτσι µπορούµε στην σχέση (3) να χρησιµοποιήσουµε 
την µέση τιµή β̂  ως την καλύτερη δυνατή προσέγγιση για τα άγνωστα β  . Όπότε 
έχουµε ότι : 
 

 
( )ββ ˆˆˆ 1

0 FYRrf 00 −+= − nTTY      (3b) 
 
Με µεταβλητότητα ίση προς : 

( ) ( ) ( )[ ]00
1T

0000
2

n0 rRFfFRFrRFfrRrσ 11112 1 −−−−− −−+−= TTTT
zσ    (5b) 

 
 
Σε όλη την µελέτη που ακολουθεί γίνεται χρήση της non-informative  υπόθεσης για 
τα  β  και εποµένως χρησιµοποιούµε την σχέση (1b) για την µέση τιµή της απόκρισης 
και την έκφραση (5b) για την µεταβλητότητα αυτής. Η έκφραση αυτή αποτελεί 
ουσιαστικά το µεταµοντέλο µας. 
 
 
Η περίπτωση όπου είναι άγνωστη και η µεταβλητότητα σz

2 (γνωστός ο πίνακας 
R ). 
 
Η πιο γενική αντιµετώπιση του προβλήµατος επιβάλει η 2

zσ  να είναι και αυτή 
άγνωστη (όπως και τα β ), στην περίπτωση αυτή η απόκριση ακολουθεί κατανοµή 
Student µε νi βαθµούς ελευθερίας : 

[ ] ( )2
n|iνT  oYY σ,ˆ,~| 00

nY  
  
Υποθέτοντας ότι η 2

zσ  ακολουθεί κατανοµή : 

• είτε της µορφής : [ ] 2
0

02

v
z

c
χ

σ = , 0c  µια σταθερά, 2
0vχ  µεταβλητή που ακολουθεί 

κατανοµή χι-τετράγωνο. 

• είτε της µορφής : [ ] 2
2 1

z
z σ

σ =  
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και για την non-informative υπόθεση σε ότι αφορά τα β ( )22
zστ ≡  µε , καταλήγουµε 

στην εκτίµηση της 2
zσ  από την έκφραση:                  

( )βσ ˆ1 12 FYRY −
−

= − nTn
z pn

    (8a)     , για όταν  ισχύει [ ] 2
2 1

z
z σ

σ =   

ή  ( )βσ ˆ1 1
0

2 FYRY −
−

+= − nTn
z pn

c     (8b)     , για όταν ισχύει [ ] 2
0

02

v
z

c
χ

σ = .  

(∆εν µελετάµε την περίπτωση της informative υπόθεσης για τα β .) 

 
Το κριτήριο της µέγιστης πιθανοφάνειας. 
 
Μέχρι τώρα θεωρήσαµε «σιωπηλά» ότι η συνάρτηση συσχέτισης είναι γνωστή ή ότι 
είναι γνωστός ο πίνακας R. Όµως αυτό συχνά δεν ισχύει, έτσι µε την εφαρµογή του 
κριτηρίου της µέγιστης πιθανοφάνειας µπορούµε να υπολογίσουµε τις παραµέτρους 
της συνάρτησης συσχετίσεως στην περίπτωση που αυτή δεν είναι πλήρως γνωστή. 
Έστω ότι ενδιαφερόµαστε να κατασκευάσουµε το παρακάτω µεταπρότυπο : 
 ( )ββ ˆˆˆ 1

0 FYRrf 00 −+= − nTTY    µε  ( ) nTT YRFFRF 111ˆ −−−=β   
 
η απόκριση του οποίου ακολουθεί την πολυδιάστατη κανονική κατανοµή (2), 
επίσης θεωρούµε ότι δεν γνωρίζουµε 2

zσ και R . Για τον προσδιορισµό του µητρώου 
R λαµβάνουµε συνάρτηση συσχετίσεως µε την παρακάτω µορφή : 

( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
−= ∑

=

d
jh

1
exp,

j

jP

j

hR
θ

ψ  

µε άγνωστες παραµέτρους τις : jj p,θ ,  όπου: dj ,...,1=  ή όπως θα γράφουµε πιο 

συνοπτικά : [ ]Tdd ppp ,...,,,,...,, 2121 θθθ=ψ .  
 
Το εν λόγω κριτήριο αφορά την εύρεση του διανύσµατος ψ το οποίο ελαχιστοποιεί 
την παρακάτω έκφραση : 

( ) ( ) ( )( )( )ψRψψ detloglog 2 +=Ω
∧

zn σ      (7) 
 
Στην παραπάνω έκφραση η µεταβλητότητα 2

zσ  προσεγγίζεται από την σχέση : 
 

( ) ( )ββσ ˆˆ1 12 FYRFY −−= −
∧

nTn
z n

       (6) 

 
Η ποσότητα αυτή χρησιµοποιείται αντί της 2

zσ  στην σχέση (7), και υπολογίζεται 
αφού έχουµε ήδη υπολογίσει από την (4b) τα β̂ . Το διάνυσµα ψ όπως υπολογίζεται 
από την ελαχιστοποίηση της  (7) και την (6) είναι ο MLE (Maximum Likelihood 
Estimator). 
Η διαδικασία εποµένως, έχει ως εξής : 
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• Εκτελούµε την ελαχιστοποίηση της αντικειµενικής συνάρτησης (7) µε 
παράµετρο το  διάνυσµα ψ µε βάση τα σηµεία εκπαίδευσης που διαθέτουµε. 

• Αφού υπολογίσουµε το βέλτιστο ψopt ώστε ( )optψminΩ  θεωρούµε γνωστή 
την συνάρτηση συσχέτισης και χρησιµοποιούµε την παραπάνω θεωρία για 
τον υπολογισµό της εκτίµησης 0̂Y  και της µεταβλητότητας της 2

n|0σ .  
 
Αντί της έκφρασης (6) µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την : 
 

( ) ( )ββσ ˆˆ1 1
~

2 FYRFY −−
−

= − nTn
z pn

    (6α) 

 
όταν αντί της (6) χρησιµοποιούµε την (6α), το διάνυσµα ψ είναι ο RΕML (Restricted 
Maximum Likelihood Estimator). Oπότε λέµε ότι εφαρµόζουµε το κριτήριο της 
Περιορισµένης Μέγιστης Πιθανοφάνειας. 
 
 
Η περίπτωση όπου είναι άγνωστη  η µεταβλητότητα σz

2 και ο πίνακας R . 
 
Η περίπτωση αυτή αποτελεί την πλέον γενική και είναι αυτή η οποία έχει πρακτικό 
ενδιαφέρον και σκόπιµα πριν αναφερθεί αναπτύξαµε τόσο την περίπτωση µε γνωστό 
R όσο και το κριτήριο της µέγιστης πιθανοφάνειας. Η αντιµετώπιση του 
προβλήµατος θα γίνει µε τον πλέον απλό τρόπο, που χρησιµοποιεί το κριτήριο της 
µέγιστης πιθανοφάνειας για τον υπολογισµό του διανύσµατος ψ. Από την στιγµή που 
καθορίζεται η συνάρτηση συσχέτισης είναι πια υπολογίσιµο το µητρώο R, και από 
εδώ και πέρα εφαρµόζουµε τα όσα αναφέρθηκαν για την περίπτωση όπου άγνωστη 
είναι µόνο η µεταβλητότητα σz

2 (και βέβαια τα β), δηλαδή τις σχέσεις  (3b) και (5b) 
καθώς και την (8a) (ή την (8b)). Στο σηµείο αυτό οφείλουµε να επισηµάνουµε ότι µε 
την µέθοδο αυτή προβαίνουµε στον προσδιορισµό µιας εκτίµησης του διανύσµατος 
ψ̂ το οποίο οδηγεί στην εισαγωγή σφάλµατος. Γενικά ισχύει ότι : 

( ) ( )ψxψx 00 || 2
|0

2
|0 ˆ nn σσ ≤  

δηλαδή προβαίνουµε σε υποεκτίµηση του σφάλµατος. Η υποεκτίµηση αυτή, είναι 
συχνά υψηλή όταν η συσχέτιση είναι µικρή, η µεθοδολογία όµως χρησιµοποιείται 
γιατί σε πολλές περιπτώσεις η υποεκτίµηση είναι αρκετά µικρή. (Υπενθυµίζουµε ότι 
το MLE και το RΕML στηρίζονται στην θεώρηση της πολυδιάστατης  κανονικής  
κατανοµής για το  [ ]nY Y|0  και όχι της κατανοµής Student .)  
Για λόγους πληρότητας αναφέρουµε ότι ο πιο σωστός τρόπος επίλυσης του 
προβλήµατος είναι η Bayesian αντιµετώπιση (δείτε βιβλιογραφία), µε την οποία όµως 
δεν θα ασχοληθούµε. 
 
 
Σχεδιασµός Πειραµάτων (Design of Experiments -DoE). 
 
Όπως αναφέραµε και στην αρχή, για την κατασκευή ενός µεταπροτύπου πρέπει εκτός 
από την µορφή αυτού να αποφασίσουµε και για το πώς θα επιλέξουµε τα σηµεία  του 
χωρίου µε τα οποία θα εκπαιδεύσουµε το µεταπρότυπό µας. Μέχρι τώρα δεν 
ασχοληθήκαµε καθόλου µε αυτό το ζήτηµα.  Στην συνέχεια όµως, το ζήτηµα αυτό θα 
µας απασχολήσει αρκετά και η επιλογή των σηµείων θα γίνεται µε πιο εξειδικευµένες 
µεθόδους.  
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Πριν προχωρήσουµε στην περιγραφή της µεθόδου των Λατινικών Τετραγώνων (Latin 
Squares), που ασφαλώς είναι µια από τις πολλές τεχνικές που υπάρχουν, πρέπει να 
επισηµάνουµε δύο βασικά στοιχεία σχετικά µε το σχεδιασµό πειραµάτων. Καταρχάς, 
κατά την εκτέλεση πειραµάτων στον υπολογιστή στην τιµή της απόκρισης του προς 
µοντελοποίηση προτύπου δεν υπεισέρχονται σφάλµατα µέτρησης (συστηµατικά ή 
τυχαία). Εποµένως, όσες φορές και να εκτελέσουµε ένα πείραµα , για τα ίδια σηµεία 
εκπαίδευσης, οι αποκρίσεις στα σηµεία αυτά δεν θα αλλάζουν. Έτσι δεν χρειάζεται να 
εισάγουµε σηµεία εκπαίδευσης τα οποία να επαναλαµβάνονται. Επιπροσθέτως, οι 
επιλογή των σηµείων εκπαίδευσης πρέπει να µας επιτρέπει να «εξερευνούµε» όλο το 
χωρίο, και κατά το δυνατόν να µην αφήνουµε περιοχές για τις οποίες υπάρχει 
ανεπαρκής πληροφόρηση. Στην περίπτωση που δεν έχουµε κάποια εκ των πρότερων 
γνώση της επιφάνειας – έτσι ώστε π.χ. να επικεντρωθούµε σε κάποια «δύσκολη» 
περιοχή αυτής – είναι λογικό να επιδιώξουµε τα σηµεία εκπαίδευσης να είναι 
οµοιόµορφα κατανεµηµένα στο χωρίο µας (space filling designs). Τέλος, πρέπει ο 
αριθµός των σηµείων εκπαίδευσης να είναι επαρκής (µεγαλύτερος από τον αριθµό 
των άγνωστων συντελεστών β ) έτσι ώστε να περιορίζουµε την µεταβλητότητα του 
µεταµοντέλου και επίσης, να µπορούµε να κατασκευάζουµε περισσότερα του ενός 
µεταµοντέλα (για διασταύρωση των αποτελεσµάτων µας). 
 
 
Η µέθοδος των Λατινικών Τετραγώνων. 
 
Ας επανέλθουµε στην επιλογή σηµείων µέσω ενός ορθογωνικού πλέγµατος, η 
µέθοδος αυτή µας εξασφαλίζει ότι εξερευνούµε όλο το χωρίο και ότι τα σηµεία 
εκπαίδευσης είναι «σχετικά» οµοιόµορφα διανεµηµένα σε αυτό. Όµως η µέθοδος δεν 
ενδείκνυται όταν η διάσταση του προβλήµατος είναι µεγάλη µιας και ο αριθµός των 
πειραµάτων που πρέπει να διεξαχθούν γίνεται πλέον υπερβολικά µεγάλος (αν d= 4 
ένα πλέγµα µε 9 διαµερίσεις ανά µεταβλητή οδηγεί σε 104 σηµεία !!!). Η µέθοδος των 
Λατινικών Τετραγώνων µας επιτρέπει να σχεδιάζουµε πειράµατα µε «σχετικά» 
οµοιόµορφα κατανεµηµένα σηµεία εκπαίδευσης χωρίς όµως να φτάνουµε σε 
εξωπραγµατικούς αριθµούς σηµείων.  
Παρακάτω θα περιγράψουµε την εφαρµογή της µεθόδου επιλέγοντας n σηµεία στο 
αδιάστατο χωρίο [ ] [ ]1,01,0 × . Καταρχάς χωρίζουµε κάθε άξονα σε n τµήµατα ίσου 
µήκους, έτσι χωρίζουµε το χωρίο σε n2 υποχωρία (κελιά) . Τώρα σε κάθε ένα από τα 
κελιά της πρώτης στήλης αντιστοιχίζουµε έναν ακέραιο από το 1,2,…,n χωρίς να 
υπάρχουν κελιά µε κοινή αρίθµηση. Αν επαναλαµβάνουµε την ίδια διαδικασία και για 
τα κελιά των επόµενων στηλών προσέχοντας όµως ο κάθε αριθµός να εµφανίζεται 
µόνο µια φορά σε κάθε γραµµή αποκτάµε, όπως λέµε, ένα λατινικό τετράγωνο Για 
παράδειγµα , αν επιζητούµε 5 σηµεία στο χωρίο [ ] [ ]1,01,0 ×  δηµιουργούµε το 
παρακάτω λατινικό τετράγωνο της επόµενης σελίδας. Στην συνέχεια , επιλέγουµε 
στην τύχη ένα ακέραιο από το 1 ως και το n και σε κάθε ένα κελί του λατινικού 
τετραγώνου το οποίο έχει την αρίθµηση αυτή επιλέγουµε στην τύχη ένα σηµείο (µέσα 
από το κελί). Έτσι αποκτάµε τα n σηµεία εκπαίδευσης τα οποία επιζητούσαµε. 
Εύκολα µπορούµε να φανταστούµε την γενίκευση των παραπάνω στον χώρο των d 
διαστάσεων. 
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Σχήµα 1: Λατινικό τετράγωνο για επιλογή 5 σηµείων στο χωρίο [0:1]2. 

 
 
 
 
Επιλογή σηµείων εκπαίδευσης για προσθήκη στα ήδη υπάρχοντα. 
 
Παρακάτω θα περιγράψουµε µια διαδικασία σχεδιασµού πειραµάτων στηριζόµενη 
σε κάποιο ήδη προϋπάρχον πείραµα. Πρόκειται για «εµπλουτισµό» των ήδη 
προϋπαρχόντων σηµείων εκπαίδευσης µε νέα , τα οποία επιλέγονται κάνοντας χρήση 
της µεταβλητότητας της απόκρισης. Παρότι στην παρούσα εργασία δεν προβαίνουµε 
στην εφαρµογή αυτής της µεθοδολογίας κρίνουµε ότι παρουσιάζει ενδιαφέρον και για 
αυτό την καταγράφουµε.  
Καταρχάς στόχος µας είναι ξεκινώντας από ένα µικρό αριθµό σηµείων εκπαίδευσης 
να φτάσουµε σε επιθυµητό σφάλµα του µεταπροτύπου προσθέτοντας σταδιακά νέα 
σηµεία εκπαίδευσης. Έτσι εξοικονοµούµε σηµεία εκπαίδευσης, γεγονός που είναι 
σηµαντικό όταν η εκτέλεση των πειραµάτων είναι απαιτητική σε χρόνο CPU. Η 
διαδικασία είναι απλή : 

1. Επιλογή λίγων σηµείων εκπαίδευσης µε κάποια σχετική µέθοδο (π.χ. λατινικά 
τετράγωνα). 

2. Κατασκευή µεταπροτύπου και υπολογισµός της µεταβλητότητας της 
εκτίµησης (ποσότητα που εκφράζει το σφάλµα της απόκρισης του 
µεταπροτύπου). Στο στάδιο αυτό περιλαµβάνεται ο προσδιορισµός των 
παραµέτρων θ µε χρήση του κριτηρίου της µέγιστης πιθανοφάνειας. 

3. Αν το υπάρχον µεταπρότυπο µας ικανοποιεί σταµατάµε – ίσως θα έπρεπε να 
είχαµε επιλέξει λιγότερα σηµεία εκπαίδευσης στο πρώτο βήµα ! Η επιλογή 
αυτή απαιτεί µια σχετική εµπειρία από τον µηχανικό –  

4. Αν το υπάρχον µεταπρότυπο δεν µας ικανοποιεί, τότε εντοπίζουµε το σηµείο 
του χωρίου µελέτης µε την µέγιστη µεταβλητότητα ή πιο απλά το σηµείο 
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εκείνο µε µέγιστο 2
z

2
n

σ
|0σ

 (αφού η σΖ είναι µια σταθερή τιµή για το εκάστοτε 

µεταµοντέλο µε δεδοµένα σηµεία εκπαίδευσης και συγκεκριµένα θ ). Η 
διαδικασία αυτή απαιτεί την χρήση κάποιου αλγόριθµου ανίχνευσης. 

Επισηµαίνουµε ότι για τον υπολογισµό του λόγου 2
z

2
n

σ
|0σ

 δεν απαιτείται να 

γνωρίζουµε την απόκριση του προτύπου στα σηµεία εκπαίδευσης.  

5. Αφού εντοπιστεί το σηµείο του χωρίου όπου έχουµε 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

2
z

2
n

σ
|0max

σ
 εκκινούµε 

µια άλλη διαδικασία – ελαχιστοποίησης αυτή την φορά – κατά την οποία 
εισάγουµε υποψήφια σηµεία εκπαίδευσης µε στόχο να επιλέξουµε εκείνα τα 

οποία οδηγούν σε ελαχιστοποίηση του  λόγου 2
z

2
n

σ
|0σ

 στο σηµείο εκείνο του 

χωρίου όπου κατά το προηγούµενο βήµα είχαµε βρει το µέγιστο. Πρόκειται 
δηλαδή για ένα κριτήριο min-max που έχει ως στόχο την επιλογή των σηµείων 
που θα προστεθούν στα ήδη υπάρχοντα ώστε να ελαχιστοποιούν το σφάλµα 

της εκτίµησης (το οποίο εδώ εκφράζεται µε τον λόγο 2
z

2
n

σ
|0σ

) εκεί όπου πριν 

αυτό ήταν µέγιστο. 
6. Μεταβαίνουµε στο 2ο βήµα  κ.ο.κ. 

 
Επισηµάνσεις : 

• Στο 5ο βήµα ,  κάθε φορά που εισάγουµε τα υποψήφια σηµεία εκπαίδευσης 

και για αυτά (µαζί και µε τα ήδη υπάρχοντα) υπολογίζουµε τον λόγο 2
z

2
n

σ
|0σ

, 

χρησιµοποιούµε τις παραµέτρους θ, όπως αυτές έχουν υπολογιστεί για τα ήδη 
υπάρχοντα σηµεία εκπαίδευσης. Το γεγονός αυτό δηµιουργεί κάποιο σφάλµα 
και για αυτό είναι προτιµητέο η προσθήκη σηµείων εκπαίδευσης να γίνεται 
σταδιακά  µε λίγα σηµεία κάθε φορά . Το «ιδανικό» θα ήταν για κάθε 

υπολογισµό του 2
z

2
n

σ
|0σ

 να προηγούνταν η εφαρµογή του κριτηρίου της 

µέγιστης πιθανοφάνειας ώστε να υπολογίσουµε τις παραµέτρους θ , όµως µια 
τέτοια διαδικασία θα ήταν σηµαντικά χρονοβόρα (και ιδίως όσο αυξάνεται η 
διάσταση του προβλήµατος καθώς και τα σηµεία εκπαίδευσης). Αυτό το οποίο 
κάνουµε είναι αφού εντοπίσουµε τα σηµεία που θα «εµπλουτίσουν» τα ήδη 
υπάρχοντα , µε την διαδικασία του βήµατος 5, µετά να υπολογίσουµε τις νέες 
παραµέτρους θ. Ανάλογα µε την κρίση µας, θα µπορούσαµε να υπολογίζαµε 
τις νέες παραµέτρους θ π.χ. µετά την εκτέλεση δύο ή τριών κύκλων, αυτό 
συνήθως εξαρτάται από το πόσο απαιτητικό σε χρόνο CPU είναι το κριτήριο 
της µέγιστης πιθανοφάνειας αλλά και από πόσα σηµεία εισάγουµε µε κάθε 
κύκλο (αν είναι πολλά καλό θα ήταν να ανανεώναµε τις παραµέτρους σε κάθε 
κύκλο). 

• Στην περίπτωση που επιθυµούµε σε κάθε κύκλο να εισάγουµε ένα µόνο 
σηµείο δεν χρειάζεται να εκτελέσουµε την διαδικασία του βήµατος 5, αφού το 
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σηµείο αυτό θα είναι σίγουρα αυτό το οποίο εντοπίστηκε στο βήµα 4. Και η 

νέα τιµή του 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

2
z

2
n

σ
|0σ

 στο σηµείο αυτό θα είναι ίση µε µηδέν (0). 

•  ∆εδοµένου ότι ασχολούµαστε µε «πειράµατα» σε υπολογιστή δεν έχουµε δύο 
ή περισσότερα ίδια σηµεία εκπαίδευσης, έτσι απαιτείται κατά την επιλογή των 
υποψήφιων σηµείων να µην επιλέγονται σηµεία τα οποία αποτελούν ήδη 
σηµεία εκπαίδευσης. Σίγουρα , στην περίπτωση της εισαγωγής ενός µόνο 
σηµείου σε κάθε κύκλο κάτι τέτοιο δεν είναι απαραίτητο µε βάση τα όσα 
αναφέρθηκαν προηγουµένως (δείτε 3ο γράφηµα). 

• Από τη σχέση (5b) έχουµε : 

( ) ( ) ( )[ ]00
1T

0000 rRFfFRFrRFfrRr 1111
2

2
0 1 −−−−− −−+−= TTTT

z

nσ

σ
 

που αποτελεί την έκφραση υπολογισµού του 2
z

2
n

σ
|0σ

. 

 
Στα παρακάτω θα εφαρµόσουµε την διαδικασία που µόλις αναπτύχθηκε, θα 
ξεκινήσουµε µε 20 σηµεία εκπαίδευσης και σε κάθε κύκλο θα προσθέτουµε ένα 

σηµείο, αυτό στο οποίο το µεταµοντέλο του προηγούµενου κύκλου είχε 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

2
z

2
n

σ
|0max

σ
. 
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Εφαρµογή µε πρότυπο µαθηµατική συνάρτηση (d=2). 
 

Στην παρούσα εφαρµογή επιλέγουµε να παρουσιάσουµε µια σχετικά «απλή» 
περίπτωση, σε ότι αφορά την διάσταση του προβλήµατος, έχοντας δύο (2) µόνο 
ελεύθερες παραµέτρους ( )21 , xx . Η µικρή διάσταση του προβλήµατος µας επιτρέπει 
να εντοπίσουµε εύκολα την εξάρτηση της µεταβλητότητας στο χωρίο από την 
επιλογή των σηµείων εκπαίδευσης σε αυτό, επίσης µπορούµε να δούµε τη 
συνεισφορά του κριτηρίου της µέγιστης πιθανοφάνειας στη βελτίωση της ικανότητας 
πρόβλεψης του µεταπροτύπου µας. Ως πρότυπο χρησιµοποιούµε την παρακάτω 
µαθηµατική συνάρτηση, την απόκριση της οποίας θα προσπαθήσουµε να 
προσεγγίσουµε δηµιουργώντας ένα αντίστοιχο µεταπρότυπο, η επιλογή της δεν είναι 
τυχαία αφού στο χωρίο µελέτης [ ] [ ]1,11,1 −×−  η συνάρτηση διαθέτει πληθώρα 
τοπικών ακροτάτων (δείτε 3ο σχήµα): 
 

( ) ( )21
2
2

2
1 2cos102cos1020 xxxxy ⋅⋅⋅−⋅⋅⋅−++= ππ  

 
όπου ( ) [ ] [ ]1,11,1, 21 −×−∈xx . 
 
Στο σηµείο αυτό θα επισηµάνουµε ότι λόγω της φύσης του προτύπου είναι εξαιρετικά 
εύκολο να έχουµε όσα στο πλήθος πειράµατα (δηλαδή σηµεία εκπαίδευσης) θέλουµε, 
µιας και το υπολογιστικό κόστος είναι ασήµαντο. Όµως συχνά κατασκευάζουµε 
µεταπρότυπα ώστε να αποφύγουµε την χρησιµοποίηση ενός υπολογιστικά 
χρονοβόρου προτύπου (π.χ. σε µια µέθοδο βελτιστοποίησης). Έτσι σε όλη την 
ανάλυση µας θα έχουµε αυτό το γεγονός υπόψη µας και βέβαια δεν θα καταφύγουµε 
στην χρησιµοποίηση πολλών σηµείων εκπαίδευσης επειδή στην περίπτωσή µας 
συµβαίνει να είναι κάτι µη απαιτητικό σε χρόνο CPU. 
 
Επιλέγουµε να χρησιµοποιήσουµε συνάρτηση συσχέτισης της µορφής : 

( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
−= ∑

=

d
jh

1

2

exp,
j j

hR
θ

ψ      , µε d= 2 

Εφαρµόζουµε το κριτήριο της µέγιστης πιθανοφάνειας, για την παραπάνω συνάρτηση 
συσχέτισης, ώστε να υπολογίσουµε τις άγνωστες παραµέτρους τα 21 ,θθ . Έτσι 
εκτελούµε την ελαχιστοποίηση της παράστασης (7) µε άγνωστες παραµέτρους τα 

21 ,θθ . Τα αποτελέσµατα αυτής της διαδικασίας, που γίνεται µε χρήση γενετικού 
αλγορίθµου, παρατίθενται παρακάτω :        
       

        06451610.63632258=1θ  
             35483870.61677419 =2θ  

 
( )          99779252.0492387=Ω ψmin

 
Με την χρήση γενετικού αλγορίθµου αποφεύγουµε τον εγκλωβισµό σε τοπικά 
ελάχιστα, τα οποία είναι πολλά, ιδίως όσο η διάσταση του προβλήµατος αυξάνει, στη 
περίπτωση πάντως που χρησιµοποιηθεί κάποια αιτιοκρατική µέθοδος 
ελαχιστοποίησης απαιτείται η επανεκκίνηση της µεθόδου αρκετές φορές από 
διαφορετικά σηµεία .  
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Για την εκπαίδευση του µεταπροτύπου εκλέγονται µε τη µέθοδο των λατινικών 
τετραγώνων 50 στο πλήθος σηµεία , η επιλογή του πλήθους είναι µεν τυχαία (µε την 
έννοια ότι θα µπορούσαµε να επιλέγαµε για παράδειγµα 40 ή 60) αλλά επιλέχθηκε 
έτσι ώστε να µας δίνει ένα ικανό µεταπρότυπο από πλευράς δυνατοτήτων πρόβλεψης 
της πραγµατικής απόκρισης. Θα µπορούσαµε να ξεκινήσουµε από λιγότερα στο 
πλήθος σηµεία εκπαίδευσης και µετά σιγά – σιγά να προσθέτουµε καινούργια σηµεία  
ως ότου το µεταπρότυπο µας φτάσει σε ικανά επίπεδα πρόβλεψης – τα επίπεδα αυτά 
τα καθορίζει ο µηχανικός µε βάση την φύση και τις απαιτήσεις του προβλήµατος το 
οποίο καλείται να µοντελοποιήσει-. Σε µια τέτοια διαδικασία µπορούµε να 
αξιοποιήσουµε τη µεταβλητότητα του µεταπροτύπου µας  στοχεύοντας στη 
χρησιµοποίηση του κατά το δυνατόν ελαχίστου πλήθους σηµείων εκπαίδευσης 
(ζήτηµα εξαιρετικής σηµασίας όταν το πρότυπό µας είναι απαιτητικό σε χρόνο CPU).  
 
Οι συναρτήσεις αναδροµής ( f ) τις οποίες χρησιµοποιούµε είναι τα εκθετικά όλων 
των πολυωνύµων, µέχρι και 3ου βαθµού, που µπορούν να µας δώσουν οι συνδυασµοί 
των τεσσάρων µεταβλητών ., 21 xx  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[
( ) ( ) ( ) ( )]Txxxxx

xxxxxxx
3
2

2
22

2
21

212
2
1

3
1

2
11

,

,,,,,,

exp ,exp ,exp exp          

 exp exp exp exp exp 1 =xf
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-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1  
Σχήµα 2:  Τα σηµεία εκπαίδευσης του µεταπροτύπου. Οριζόντιος άξονας: παράµετρος x1. 

              Κάθετος άξονας : παράµετρος x2. 
 
 Στην συνέχεια , παραθέτουµε τα αποτελέσµατα που προέκυψαν από την εφαρµογή 
της µεθοδολογίας.  
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Αποτελέσµατα µε εφαρµογή κριτηρίου µέγιστης πιθανοφάνειας, µε 50 σηµεία 
εκπαίδευσης ( Latin Squares). 
 
 

 

 
Σχήµα 3: Ισοσταθµική x1(οριζόντιος)-x2(κατακόρυφος). Αριστερά η «πρόβλεψη», δεξιά το 
«πρότυπο». 
 
 

 

 
 
Σχήµα 4: Αριστερά τα σηµεία εκπαίδευσης στο χωρίο µελέτης x1-x2 (µε κόκκινο 
σκιαγραφούνται οι περιοχές εκείνες όπου απουσιάζουν σηµεία). ∆εξιά Ο δεκαδικός λογάριθµος 
της µεταβλητότητας 2

|0 nσ  σε όλο το χωρίο για τις µεταβλητές x1-x2. 

 
Από τα παραπάνω γραφήµατα (2&3) παρατηρούµε αυτό που αναµένουµε, ότι δηλαδή 
η µεταβλητότητα (η οποία εκφράζει το σφάλµα της εκάστοτε εκτίµησης) είναι 
µεγαλύτερη στις περιοχές όπου δεν υπάρχει επαρκής πληροφορία (απουσία σηµείων 
εκπαίδευσης) και στις οποίες το µεταπρότυπο δεν επιτυγχάνει τόσο καλή εκτίµηση. 
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Αποτελέσµατα χωρίς την χρήση του κριτηρίου της µέγιστης πιθανοφάνειας, , µε 
50 σηµεία εκπαίδευσης ( Latin Squares). 
 
Στην συνέχεια προβαίνουµε στην κατασκευή ενός µεταπροτύπου, όπως και πριν, µε 
µόνη διαφορά την εκλογή των παραµέτρων 21 ,θθ  έτσι ώστε αυτές να µην πληρούν το 
κριτήριο της µέγιστης πιθανοφάνειας, έχουµε ότι : 

      0.16=1θ  
                  0.36 =2θ  

           ( )             80.66 =Ω ψ  
 

 
Σχήµα 5: Ισοσταθµική x1(οριζόντιος)-x2(κατακόρυφος). Αριστερά η «πρόβλεψη», δεξιά το 
«πρότυπο». Σε αντιπαραβολή µε το γράφηµα 2 καθίσταται εµφανές το ότι επιτυγχάνουµε 
καλύτερη εκτίµηση.  
 
 

 
Σχήµα 6: Αριστερά o δεκαδικός λογάριθµος της µεταβλητότητας στο χωρίο για τις µεταβλητές 
x1-x2, για την περίπτωση που πληρείται το κριτήριο της µέγιστης πιθανοφάνειας ( δείτε 
γράφηµα 3 ). ∆εξιά όταν δεν πληρείται .  ∆ιακρίνουµε µε ευκολία ότι η µεταβλητότητα δεξιά 
είναι αυξηµένη (άρα η εκτίµηση γίνεται µε µεγαλύτερο σφάλµα).  
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Στο παρακάτω γράφηµα καθίσταται εµφανές ότι όσο µειώνεται η τιµή Ω(ψ) της 
παράστασης (7), δηλαδή όσο «περισσότερο» πληρείται το κριτήριο της µέγιστης 
πιθανοφάνειας (το οποίο εκφράζεται από την σχέση (7) ) τόσο µειώνεται το µέσο 
εκατοστιαίο σφάλµα του µεταπροτύπου µας. Το παρακάτω γράφηµα έρχεται σε 
πλήρη συµφωνία µε τα ήδη αναφερθέντα στην προηγούµενη σελίδα . 

 

 
Σχήµα 7: Οριζόντιος άξονας : η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης Ω(ψ) για τυχαία επιλεγµένα 

ζεύγη παραµέτρων ψ=[θ1 , θ2]Τ.   
Κατακόρυφος άξονας : το µέσο εκατοστιαίο σφάλµα όπως αυτό υπολογίστηκε σε n=502 
σηµεία στο χωρίο µελέτης, τα σηµεία αυτά προέκυψαν από ένα πλέγµα 50×50. 
 

 
Το µέσο εκατοστιαίο σφάλµα δίνεται από την παρακάτω έκφραση : 

[ ]  
metamodel

∑
=

−
=

n

i
direct
i

i
direct
i

y
yy

n
errormid

1

100%_  

 
Εποµένως, συµπεραίνουµε ότι η εφαρµογή του κριτηρίου της µέγιστης 
πιθανοφάνειας, για τον προσδιορισµό των παραµέτρων [ ]Tdθθθ ,...,, 21=ψ , οδηγεί σε 
δηµιουργία µεταπροτύπων µε καλύτερες δυνατότητες πρόβλεψης και παρότι συχνά 
είναι απαιτητικό σε χρόνο CPU (κυρίως όταν αυξάνει η διάσταση (d) του 
προβλήµατος καθώς και όταν αυξάνει ο αριθµός των σηµείων εκπαίδευσης ) κρίνεται 
σκόπιµη η εφαρµογή του σε κάθε περίπτωση. Στο σηµείο αυτό πρέπει να επισηµανθεί 
ότι µε την εφαρµογή του κριτηρίου, ακόµα και όταν δεν έχει επέλθει  σύγκλιση της 
µεθόδου ελαχιστοποίησης ( οπότε το διάνυσµα [ ]Tdθθθ ,...,, 21=ψ  δεν αντιστοιχεί σε 
στο ολικό ελάχιστο), συνήθως εξασφαλίζουµε ότι ο πίνακας R των συσχετίσεων έχει 
καθορισµένες ιδιότητες. Γιατί µια τυχαία επιλογή των παραµέτρων θi δεν οδηγεί 
πάντα  , για  παράδειγµα , σε αντιστρέψιµο µητρώο  R. ( Επιπρόσθετα , θα πρέπει να 
αναφέρουµε ότι για να δίνει η έκφραση (3) το ελάχιστο µέσο τετραγωνικό σφάλµα – που 
είναι ιδιότητα της Βέλτιστης  Γραµµικής  Ανεπηρέαστης  Εκτίµησης (BLUP) και 
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υπενθυµίζουµε ότι η σχέση (3) αποτελεί  BLUP – θα πρέπει το µητρώο R να είναι 
θετικά ηµιορισµένο. Μια «τυχαία» επιλογή των παραµέτρων θ δεν οδηγεί σε µητρώο 
θετικά ηµιορισµένο.) 
 
 
 
∆ιάστηµα εµπιστοσύνης της απόκρισης Y0. 
 
Το διάστηµα εµπιστοσύνης της απόκρισης Υ0 για επίπεδο εµπιστοσύνης aP −= 1  
είναι : 
 

nn |0
2/1

00|0
2/1

0
ˆˆ σσ ⋅+≤≤⋅− −

−
−
−

a
pn

a
pn tYYtY  

 
Όπου 2/aP

pnt
−
−  είναι η τιµή της κατανοµής Student για n-p βαθµούς ελευθερίας για την 

οποία ισχύει ότι : ( )
2

12/1 attP a −=≤ −  , 0̂Y  η απόκριση (εκτίµηση) του µεταπροτύπου 

και n|0σ  η τυπική απόκλιση της εκτίµησής µας. ( Υπενθυµίζουµε ότι όταν σz
2  είναι 

άγνωστο ισχύει : [ ] ( )2
n|iνT  oYY σ,ˆ,~| 00

nY  .) 
Στη συνέχεια επανερχόµαστε στο πρόβληµά µας και θα παρουσιάσουµε την απόκριση 
σε 502 σηµεία του χωρίου µελέτης µας (που προέκυψαν από ένα 50×50 πλέγµα) 
καθώς και το διάστηµα εµπιστοσύνης αυτής για επίπεδο εµπιστοσύνης 90%. Τα 
παραπάνω γίνονται αφού έχει εφαρµοστεί το κριτήριο της µέγιστης πιθανοφάνειας 
και µε 50 σηµεία εκπαίδευσης, επιλεγµένα µε χρήση λατινικών τετραγώνων (για το 
µεταπρότυπο ισχύουν όσα είπαµε στην αρχή ). 
 
Καταρχάς στο πρόβληµά µας έχουµε 4010-50p-n ===ν  βαθµούς ελευθερίας (n : 
αριθµός σηµείων εκπαίδευσης, p : διάσταση διανύσµατος f ). Από πινακαποιηµένες 
τιµές της κατανοµής Student συναρτήσει των βαθµών ελευθερίας και του εµβαδού  

2
1 a
−  , βρίσκουµε ότι για επίπεδο εµπιστοσύνης 90.01 =−= aP  έχουµε ότι : 

95.0
2

110.0 =−→=
aa  και άρα η ζητούµενη τιµή είναι :    684.195.0

40 =t  . 

Στο σχήµα 8 καταγράφουµε την πραγµατική απόκριση (δηλαδή αυτή του προτύπου), 
την εκτίµηση (δηλαδή την απόκριση του µεταπροτύπου) και το διάστηµα 
εµπιστοσύνης της τελευταίας, εντός του οποίου αναµένουµε να βρίσκεται «περίπου» 
το 90% των πραγµατικών αποκρίσεων (για λόγους εποπτικούς έχουµε παρατάξει τις 
αποκρίσεις κατά αύξουσα σειρά). Παρατηρούµε ότι όντως αυτό συµβαίνει, όµως 
αδυναµία φαίνεται να αποτελεί το γεγονός ότι σε περιοχές όπου το µεταµοντέλο 
απέχει από την πραγµατική (πρότυπη) απόκριση το διάστηµα εµπιστοσύνης δεν είναι 
απλά αυξηµένο αλλά συχνά λαµβάνει αρκετά ιδιαίτερα υψηλές τιµές. Επίσης 
φαίνεται ότι το µεταπρότυπο αδυνατεί να παρακολουθήσει τις µικρές διακυµάνσεις 
της πραγµατικής απόκρισης (ροζ ), θα µπορούσαµε να πούµε ότι αυτές υπερβαίνουν 
την «διακριτική» δυνατότητα του µεταπροτύπου. Ως θετικό λαµβάνουµε το γεγονός 
ότι η εκάστοτε εκτίµηση του µεταπροτύπου (πράσινη καµπύλη) «ακολουθεί» την 
πραγµατική απόκριση (ροζ καµπύλη) – δηλαδή δεν έχουµε χονδροειδείς αποκλίσεις. 
Καθώς επίσης και το ότι εκεί που υπάρχει µεγαλύτερη διαφορά µεταξύ πραγµατικής 
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απόκρισης (ροζ) και εκτίµησης (πράσινο) το διάστηµα εµπιστοσύνης αυξάνει (λόγω 
του ότι αυξάνει η µεταβλητότητα της απόκρισης- δείτε σχήµατα 3&4).   
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Εφαρµογή µε πρότυπο µαθηµατική συνάρτηση (d=4). 
 

Εφαρµογή µε d= 4, το µαθηµατικό µας πρότυπο είναι : 
 

( ) ( )
( ) ( )43

21
2
4

2
3

2
2

2
1

2cos102cos10
2cos102cos1040

xx
xxxxxxy

⋅⋅⋅−⋅⋅⋅−
⋅⋅⋅−⋅⋅⋅−++++=

ππ
ππ

 

 
όπου ( ) [ ] [ ] [ ] [ ]1,11,11,11,1,,, 4321 −×−×−×−∈xxxx . 
Επιλέγουµε να χρησιµοποιήσουµε συνάρτηση συσχέτισης της µορφής : 

( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
−= ∑

=

d
jh

1

2

exp,
j j

hR
θ

ψ      , µε d= 4 

Εφαρµόζοντας το κριτήριο της µέγιστης πιθανοφάνειας, για την παραπάνω 
συνάρτηση συσχέτισης, έτσι εκτελούµε την ελαχιστοποίηση της παράστασης (7) µε 
άγνωστες παραµέτρους τα 4321 ,,, θθθθ . Τα αποτελέσµατα αυτής της διαδικασίας 
παρατίθενται παρακάτω :        

       55718480.54750410=1θ  
          22580650.53772903 =2θ  

             89442820.52795395 =3θ  
                22580650.53772903 =4θ  

( )          919426819.064615=Ω ψmin

 
Οι συναρτήσεις αναδροµής ( f ) τις οποίες χρησιµοποιούµε είναι τα εκθετικά όλων 
των πολυωνύµων, µέχρι και 3ου βαθµού, που µπορούν να µας δώσουν οι συνδυασµοί 
των τεσσάρων µεταβλητών .,,, 4321 xxxx Επιπροσθέτως, τα σηµεία εκπαίδευσης του 
µεταµοντέλου µας εκλέγονται µε τη µέθοδο των λατινικών τετραγώνων και είναι 500 
στο πλήθος. 
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Σχήµα 9: Τα σηµεία εκπαίδευσης του µεταπροτύπου. Οριζόντιος άξονας: αύξων αριθµός σηµείου 

εκπαίδευσης. Κάθετος άξονας : η απόκριση του πρότυπου. 
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 Στη συνέχεια , παραθέτουµε τα αποτελέσµατα που προέκυψαν από την εφαρµογή της 
µεθοδολογίας.  
 
 

 

 
 
Σχήµα 10: Ισοσταθµική x1(οριζόντιος)-x2(κατακόρυφος) για x3=0 (αδιάστατη τιµή [-1:1]) και 
για  x4=0 (αδιάστατη τιµή [-1:1]). Αριστερά η «πρόβλεψη», δεξιά το «πρότυπο». 
 
 
 
 

 
 

Σχήµα 11: Ο δεκαδικός λογάριθµος της µεταβλητότητας σε όλο το χωρίο για τις µεταβλητές x1-
x2,  για x3=0 (αδιάστατη τιµή [-1:1])  και για x4=0 (αδιάστατη τιµή [-1:1]). 
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Σχήµα 12: Ισοσταθµική x3(οριζόντιος)-x4(κατακόρυφος)  για x1=0  (αδιάστατη τιµή [-1:1]) και 
για x2=0 (αδιάστατη τιµή [-1:1]). Αριστερά η «πρόβλεψη», δεξιά το «πρότυπο». 
 
 
 

 
 

Σχήµα 13: Ο δεκαδικός λογάριθµος της µεταβλητότητας σε όλο το χωρίο για τις µεταβλητές x3-
x4, για x1=0 (αδιάστατη τιµή [-1:1])  και  για x2=0 (αδιάστατη τιµή [-1:1]). 

 
Τα αποτελέσµατα είναι παραπλήσια µε αυτά για τις υπόλοιπες ισοσταθµικές έτσι 
κρίνουµε περιττό το να παρουσιάσουµε και τις υπόλοιπες ισοσταθµικές. Από τα 
παραπάνω επιβεβαιώνουµε το αναµενόµενο, ότι δηλαδή η υπολογιζόµενη 
µεταβλητότητα είναι πιο αυξηµένη στις περιοχές εκείνες όπου το µεταπρότυπό µας 
δεν επιτυγχάνει καλή εκτίµηση της πρότυπης απόκρισης. Έτσι η χρήση της 
µεταβλητότητας µπορεί να εφαρµοστεί, σε δεύτερο στάδιο, για τη βελτίωση του 
µεταπροτύπου, για παράδειγµα επιλέγοντας να εισάγουµε σηµεία εκπαίδευσης στις 
περιοχές όπου η µεταβλητότητα (και άρα το σφάλµα του µεταπροτύπου) είναι υψηλή. 
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Εφαρµογή µε πρότυπο µοντέλο ανάλυσης συνεκτικών ροών σε πτερυγώσεις 
στροβιλοµηχανών.  
 
Παρακάτω παρουσιάζουµε ένα πρόβληµα εσωτερικής αεροδυναµικής στο οποίο 
έχουµε έξι (6) µεταβλητές. Το ροϊκό πρόβληµα είναι διδιάστατο και η επίλυση της 
ροής γίνεται µε το λογισµικό Mises. ∆ηλαδή, το λογισµικό Mises αποτελεί το 
πρότυπο την απόκριση του οποίου για διάφορες µορφές αεροτοµών επιχειρούµε να 
µοντελοποιήσουµε (οι 6 µεταβλητές του προβλήµατος αφορούν την µορφή της 
πτερύγωσης). Το εν λόγω λογισµικό επιτρέπει την ανάλυση συνεκτικών ροών σε 
δισδιάστατες πτερυγώσεις µε την αλληλεπίδραση ενός επιλύτη ροής ατριβούς –
εξωτερικής ροής και µια ολοκληρωµατική µέθοδο για τον υπολογισµό του οριακού 
στρώµατος και αποτελείται από ένα σύνολο προγραµµάτων για τη γένεση του 
πλέγµατος, την επίλυση της ροής και για την παρουσίαση των αποτελεσµάτων. Η 
επίλυση της ροής γίνεται µε την χρήση των εξισώσεων Euler σε συνδυασµό µε την 
θεωρία του οριακού στρώµατος, η δε παραµετροποίηση των πτερυγώσεων γίνεται µε 
χρήση καµπυλών splines (στις ακµές προσφυγής και εκφυγής χρησιµοποιούµε 
κύκλους). Η απόκριση, την οποία και καλούµαστε να µοντελοποιήσουµε, είναι ο 

συντελεστής απωλειών ολικής πίεσης : 
11

22

PP
PP
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t
is

t

−
−

=ω  για την πτερύγωση ενός 

συµπιεστή µε βήµα 65.0=σ  (αδιάστατη ποσότητα : χορδή (c)/βηµα(s) ). 
 Στον παρακάτω πίνακα παρατίθενται συνοπτικά ορισµένα στοιχεία σχετικά µε το 
πρόβληµα και τις συνθήκες ροής του. 
 

Συνθήκες ροής
1 αριθµός Mach εισόδου : M1= 0.7
2 σχετική γωνία εισόδου ροής : β1= 45 [deg]
3 Κρίσιµος αριθµός Reynolds :     Rec= = 4*10^6  

 
 
 Στοιχεία σχετικά µε την κατασκευή του µεταπροτύπου. 
 
Η επιλογή των σηµείων εκπαίδευσης γίνεται µε τη χρήση της µεθόδου των Λατινικών 
Τετραγώνων (δείτε σχετική παράγραφο), στην συνέχεια εξαιρούµε τα σηµεία εκείνα 
στα οποία ο κώδικας της ροής δεν µας δίνει αποτέλεσµα , το γεγονός αυτό οφείλεται 
στο ότι βρισκόµαστε εκτός της βαθµονόµησης του κώδικα. Ο αριθµός των σηµείων 
εκπαίδευσης καταλήγει να είναι 470. Η διαχείριση των σηµείων όπου ο κώδικας 
Mises δεν δίνει αποτέλεσµα απαιτεί προσοχής µιας και το µεταµοντέλο µας θα 
παρέχει πρόλεξη για το συγκεκριµένο σηµείο παρότι στην πραγµατικότητα αυτή δεν 
υφίσταται (θεωρώντας πάντα ως πρότυπο τον κώδικα Mises ). Η εξαίρεση αυτών των 
σηµείων από την εκπαίδευση του µεταπροτύπου µας «λύνει απλά τα χέρια» στην 
περίπτωση της εκπαίδευσης του µεταπροτύπου όµως δεν βοηθά στο παραπάνω 
πρόβληµα (ύπαρξη απόκρισης του µεταµοντέλου την στιγµή που αυτής δεν 
υφίσταται). Θα µπορούσαµε – ιδίως αν  αξιοποιούσαµε το µεταπρότυπο σε εφαρµογή 
βελτιστοποίησης (ελαχιστοποίησης απωλειών) να χρησιµοποιήσουµε και αυτά τα 
σηµεία θέτοντάς τους µια µεγάλη τιµή (ως ποινή) έτσι ώστε να αποφύγουµε µια 
πιθανή ύπαρξη ελαχίστου του µεταµοντέλου στην περιοχή αυτή.   
Στα επόµενα γραφήµατα φαίνονται ορισµένες αεροτοµές που αντιστοιχούν σε κάποια 
από τα σηµεία εκπαίδευσης, παρατηρούµε ότι περιλαµβάνουν µεγάλη ποικιλία 
περιπτώσεων µάλιστα ορισµένες από αυτές µοιάζουν «µη λογικές». Αυτό συµβαίνει 
γιατί η περιοχή τιµών στην οποία γίνεται η µοντελοποίηση είναι ιδιαίτερα µεγάλη 
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(δείτε αρχείο datagas.dat στο τέλος). Βέβαια στην πράξη, και ιδίως όταν 
ενδιαφερόµαστε να εντοπίσουµε µια βέλτιστη -από πλευράς αεροδυναµικής- 
πτερύγωση, θα ήταν εύκολο και χρήσιµο να περιορίζαµε το χώρο θέτοντας 
περιορισµούς (π.χ. εξαιρώντας κάποιες πολύ «παχιές» και «περίεργες» αεροτοµές). 
Όµως αυτό δεν είναι πάντα εφικτό σε όλα τα προβλήµατα – δηλαδή το να 
περιορίσουµε το χωρίο µελέτης µας µε βάση κάποιο κριτήριο – και εµείς σε αυτό το 
στάδιο ενδιαφερόµαστε πιο πολύ να επιδείξουµε τη συγκεκριµένη µεθοδολογία παρά 
να προβούµε σε µια βέλτιστη σχεδίαση µε τη χρήση του λογισµικού Mises και του 
µεταπροτύπου µας. 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Σχήµα 2: Αεροτοµές που αντιστοιχούν σε έξι τυχαία επιλεγµένα σηµεία εκπαίδευσης. 

 
Οι συναρτήσεις αναδροµής οι οποίες χρησιµοποιούµε στην εν λόγω περίπτωση είναι 
πολυωνυµικής µορφής και περιλαµβάνουν όλα τα πολυώνυµα µέχρι και 3ου βαθµού 
που µπορούν να µας δώσουν οι συνδυασµοί των έξι µεταβλητών 654321 ,,,,, xxxxxx . 
Επιλέγουµε να χρησιµοποιήσουµε συνάρτηση συσχέτισης της µορφής : 
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Εφαρµόζοντας το κριτήριο της µέγιστης πιθανοφάνειας, για την παραπάνω 
συνάρτηση συσχέτισης, έτσι εκτελούµε την ελαχιστοποίηση της παράστασης (7) µε 
άγνωστες παραµέτρους τα 654321 ,,,,, θθθθθθ , η ελαχιστοποίηση αυτή λαµβάνει χώρα 
µε χρήση γενετικού αλγορίθµου. 

( ) ( ) ( )( )( )ψRψψ detloglog 2 +=Ω
∧

zn σ   ( 7 ) 
 

 Τα αποτελέσµατα αυτής της διαδικασίας παρατίθενται παρακάτω : 
 

    9659363026.62300-   Ωmin       :(7) συνάρτησης  τιµήελάχιστη 
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Στην συνέχεια παρουσιάζουµε ορισµένες ισοσταθµικές των µεταβλητών ανά ζεύγη 
(οι άλλες µεταβλητές διατηρούνται σταθερές στο µέσο του διαστήµατος διακύµανσης 
τους ) καθώς και τη µεταβλητότητα στο χωρίο µελέτης µας, έτσι ώστε να προβούµε 
σε έλεγχο της ικανότητας πρόβλεψης του µεταπροτύπου. Από την µορφή των 
γραφηµάτων της µεταβλητότητας συµπεραίνουµε ότι το µεταπρότυπο επιτυγχάνει 
καλύτερη πρόλεξη στο κέντρο του χωρίου µελέτης . 
 
 

 

 
Σχήµα 2: Μεταβλητές x1(οριζόντιος) - x2(κατακόρυφος). Αριστερά η απόκριση του 
µεταµοντέλου, δεξιά η πραγµατική.  
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Σχήµα 3: Ο λογάριθµος της µεταβλητότητας σz
2 στο χωρίο των µεταβλητών x1-x2. Με βάση αυτό 

το γράφηµα στο κέντρο του χωρίου έχουµε καλύτερη ικανότητα πρόβλεψης. 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
Σχήµα 4: Μεταβλητές x2(οριζόντιος) - x3(κατακόρυφος). Αριστερά η απόκριση του 
µεταµοντέλου, δεξιά η πραγµατική. 
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Σχήµα 5: Ο λογάριθµος της µεταβλητότητας σz
2 στο χωρίο των µεταβλητών x2-x3.  Με βάση 

αυτό το γράφηµα στο κέντρο του χωρίου έχουµε καλύτερη ικανότητα πρόβλεψης. 
 

 
 
 
 
 
 

 
Σχήµα 6: Μεταβλητές x3(οριζόντιος) - x5(κατακόρυφος). Αριστερά η απόκριση του 
µεταµοντέλου, δεξιά η πραγµατική 
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Σχήµα 7: Ο λογάριθµος της µεταβλητότητας σz
2 στο χωρίο των µεταβλητών x2-x3. Με βάση αυτό 

το γράφηµα στο κέντρο του χωρίου έχουµε καλύτερη ικανότητα πρόβλεψης. 
 

 
 
Για την περαιτέρω αξιολόγηση του µεταπροτύπου µας επιλέγουµε ένα σετ από 1875 
τυχαία επιλεγµένα και τυχαίως διασκορπισµένα στο χωρίο σηµεία (στα οποία το 
πρότυπο λογισµικό Mises δίνει απόκριση). Σε αυτά υπολογίζουµε την απόκριση του 
πρότυπου κώδικα καθώς και του µεταπροτύπου και στη συνέχεια υπολογίζουµε το 
µέσο εκατοστιαίο σφάλµα του µεταπροτύπου µας. 
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Παρακάτω παραθέτουµε τα σχήµατα 8&9 που στον κατακόρυφο άξονα απεικονίζουν 
την απόκριση των σηµείων αυτών τόσο µε τον πρότυπο κώδικα ( ) όσο και µε 
το µεταµοντέλο ( )  αλλά και το εύρος εντός του οποίου µπορεί να 
διακυµανθεί η απόκριση του µεταµοντέλου µε επίπεδο εµπιστοσύνης 95%. 
(Υπενθυµίζουµε ότι τα σηµεία είναι τυχαία επιλεγµένα και τυχαία διασκορπισµένα 
στο χωρίο µελέτης ενώ έχουµε επιλέξει για λόγους εποπτικούς να καταγράψουµε τα 
σηµεία αυτά κατά αύξουσα σειρά από αυτό µε την µικρότερη απόκριση του 
µεταµοντέλου προς αυτό µε την µεγαλύτερη). 
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Αρχείο datagas.dat  (καθορίζει το χωρίο εκπαίδευσης δίνοντας τα όρια των ελευθέρων  
µεταβλητών, ελεύθερες µεταβλητές :10, αµετάβλητες : 0).   
 
46   - Total number of variables 
0    0               0                    x_LE (fixed) 
0    0               0                    y_LE (fixed) 
0    0.01          0.01               R-LE 
0    44.0196    44.0196         Phi_LE 
0    1               1                    x_TE (fixed) 
0    0               0                    y_TE (fixed) 
0    0.005        0.005             R-TE 
0    -30           -30                 Phi_TE 
0    5               5                    number of control SS 
0    4               4                   degree of basis functions SS 
0    0.15          0.15              interior of the knot vector SS 
0    0.6            0.6                interior of the knot vector SS 
0    0.83          0.83         interior of the knot vector SS 
0    0.0983333    0.0983333 x3   SS 
0    0.0891373    0.0891373 y3   SS 
0    0.274762      0.274762 x4   SS 
10    0.100          0.180 y4   SS 
0      0.479048    0.479048 x5   SS 
10    0.100          0.180 y5   SS 
0      0.685397    0.685397 x6   SS 
10    0.10            0.14              y6   SS 
0      0.85            0.85  x7   SS 
0      0.0692941  0.0692941 y7   SS 
0      5              5  number of control PS  + 3 
0      4              4  degree of basis functions PS 
0      0.1           0.1  interior of the knot vector PS 
0      0.6           0.6  interior of the knot vector PS 
0      0.82         0.82  interior of the knot vector PS 
0      0.063254     0.063254 x3   PS 
10    0.025          0.06  y3   PS 
0      0.245238     0.245238 x4   PS 
10    0.04             0.10  y4   PS 
0      0.548413     0.548413        x6   PS 
10    0.05             0.134       y6   PS 
0      0.677619     0.677619 x7   PS 
0      0.0828235   0.0828235 y7   PS 
0      0.84             0.84  x8   PS 
0      0.0541765  0.0541765 y8   PS 
0      61         61  see shape.for nnps 
0      61         61  see shape.for nnss 
0      41         41  see shape.for nnle circle 
0      41         41  see shape.for nnte circle 
0      101       101  knodPS 
0      101       101  knodSS 
0      -17.3016   -17.3016 stagger   
0      0.65       0.65   pitch 
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Συµπεράσµατα .          
 
Σε αυτήν την εργασία παρουσιάσαµε µια µεθοδολογία κατασκευής µεταπροτύπων. 
Παρότι πρόκειται για την πρώτη µας προσπάθεια κατασκευής µεταπροτύπων µε 
αυτήν την µεθοδολογία , και στόχος µας δεν ήταν η βελτιστοποίηση της όλης 
διαδικασίας αλλά περισσότερο η επίδειξη αυτής, τα αποτελέσµατα κρίνονται  
ικανοποιητικά, µιας και σε όλες τις παραπάνω περιπτώσεις τα µεταπρότυπα 
κατάφεραν να δώσουν καλές εκτιµήσεις των πραγµατικών αποκρίσεων. Πλεονέκτηµα 
των µεταπροτύπων αυτών είναι η δυνατότητα εκτίµησης του σφάλµατός τους , χωρίς 
να απαιτείται επιπλέον πληροφορία . Παρουσιάστηκε επίσης (χωρίς να εφαρµοστεί 
όµως) µια πιθανή εφαρµογή της υπολογιζόµενης µεταβλητότητας για την επιλογή 
σηµείων εκπαίδευσης τα οποία θα προστεθούν στα ήδη υπάρχοντα. Επίσης 
παρουσιάσαµε την εφαρµογή του κριτηρίου της µέγιστης πιθανοφάνειας για την 
εκτίµηση των αγνώστων παραµέτρων των συναρτήσεων συσχέτισης, το κριτήριο 
αυτό µας οδήγησε σε κατασκευή µεταπροτύπων µε µικρότερο σφάλµα στην σχεδόν 
σε ολόκληρο το χωρίο µελέτης µας (χωρίο µελέτης και εκπαίδευσης εδώ ταυτίζονται, 
γενικά το χωρίο µελέτης µας µπορεί να είναι υποχωρίο του χωρίου εκπαίδευσης ). 
Επιπροσθέτως δείξαµε πως µπορούµε εύκολα να επιλέξουµε σηµεία εκπαίδευσης που 
να είναι κατά το δυνατόν  πιο διασκορπισµένα στο χωρίο εκπαίδευσης. Και στο τέλος 
της εργασίας µας παραθέσαµε µια εφαρµογή από τον χώρο των στροβιλοµηχανών. 
Η κατασκευή τέτοιων µεταπροτύπων µπορεί να βοηθήσει εξοικονοµώντας χρόνο σε 
προβλήµατα βελτιστοποίησης στην περίπτωση όπου το πρότυπο υπολογιστικό 
πρόγραµµα είναι ιδιαίτερα χρονοβόρο και απαιτούνται πολλές κλήσεις της 
αντικειµενικής συνάρτησης από το πρόγραµµα της βελτιστοποίησης. ∆εδοµένου ότι 
το µεταπρότυπο έχει ελάχιστες απαιτήσεις από πλευράς χρόνου CPU.  
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***Συναρτήσεις συσχέτισης οικογένειας Matérn*** 
 
Μια συχνά χρησιµοποιούµενη έκφραση για την συνάρτηση συσχέτισης αποτελεί η εξής : 
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όπου : 

• ( )νΓ  είναι η συνάρτηση Γάµα , µε 
2
1

+= nν , { },...2,1,0∈n  

• νK  είναι η τροποποιηµένη συνάρτηση Bessel τάξης ν . 
Η παραπάνω οικογένεια συναρτήσεων συσχέτισης αναφέρεται συχνά στην βιβλιογραφία 
µε το όνοµα Matérn I. Η τροποποιηµένη συνάρτηση Bessel, για την περίπτωση όπου 

2
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+= nν , { },...2,1,0∈n , δίνεται από την παρακάτω σειρά : 
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Για την ειδική περίπτωση όπου 
2
1

=ν  (δηλαδή 0=n ) προκύπτει ότι : 
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 , δηλαδή στο όριο η κλάση των 

συναρτήσεων Matérn I µας δίνει την ως τώρα χρησιµοποιούµενη συνάρτηση 
συσχέτισης µε p=2. 
 
Στη περίπτωση όπου η συνάρτηση συσχέτισης Matérn έχει την µορφή : 
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λέµε ότι ανήκει στην οικογένεια Matérn IΙ. 
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